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Kterak strojiti normaly ellipsy bodem mimo
krivku,

Sestavil
prof. Josef Solin.

Ellipsa E bud dplné zobrazena; jest ndm k nf vésti nor-
mily bodem p. TPomysleme si kterékoli dva sdruZené priméry
M, N ellipsy, pak paprsek M,, jenito prochdzeje bodem p jest
pravodihelny ke priméru N. Paprsky M, M, sekou se v bodé
m, jehok mistem méFickym jest zndmd hyperbola Apolloniova;
ta sece ellipsu E ve ctyfech bodech ¢y, ¢;, 93, ¢4, kterymi pro-
chizejf normély Zddané, Svazky (M...), M;...) jsou zajisté
projektivné a vytvotuji tedy kuZelosecku @, jez obsahuje stiedy
-obou svazki, t. j. stfed o ellipsy E a dany bod p. KuZelosecka
tato obsahuje mimo to neskoncené vzdilené body %, ve oS
A, B ellipsy (Cemuz se snadné presvédéfme zvolice misto obecné
dvojiny M, N sdruZenych primériv osy A, B); @ jest tedy
hyperbola, jejiZ asymptoty jsou stejnosmérny s osami A, B
ellipsy E. Body o, p, %, v« jsou vrcholy tplného ¢étyfihelnika
vepsaného v hyperbolu; protéjsf strany op a %wve, 0Us & PV,
0Vo 8 pus sekou se v bodech tw, 7, 7, (t~» jest neskoncené
vzdéleny bod priméru op; ry, 7, jsou pravothelné projekce bodu
p vosy A, B); body tx, 7y, r, jsou vrcholy polového trojihelnika
hyperboly @, pifmka r», tedy poldrou bodu ¢, nebo-li pri-
mérem hyperboly. Bychom odvodili jiny jesté primér této ktivky,
sestrojme jeSté jeden jejf bod m; k tomu pak uZijme sdruZe-
nych primériv A’, B’, které jsou poloZeny soumérné vzhledem
k osdm A, B; jsou to dhlopiicny obdélnfka, omezeného vrcholo-
vymi te¢nami ellipsy. Kolmice bodem p ke priméru A’ sece
primér B’ v bodé m hyperboly @; uZijeme-li pak bodu m
3 body o, 4w, ve tak, jako jsme pfed tim uZili bodu p, t. j.
promitneme-li bod m pravoihelné v osy A, B, uréujf projekce n,,
n, primér n,n, hyperboly @; priméry nr,, =m,n, protinaji se
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ve stfedu ¢ této kiivky. Stfedem c¢ a body %w, ve prochézejf
asymptoty hyperboly @; asymptotami a bodem o urCena jest
tato kfivka tplné,

Jest-li ¢ jeden ze priseciki ellipsy E s hyperbolou @, jest
paprsek pq pravotihelny ke priméru, sdruZenému s primérem
og, a- proto pravothelny k tecné ellipsy E v bodé q; pg jest
normélou ellipsy E. Jde tedy o priiseciky ellipsy E a hyperboly
@; hledme je sestrojiti a nerejsovati pfi tom hyperboly ®.*)

¥) Velmi snadné dospivime k témto vysledkim analyticky. Dgna-li
ellipsa E rovnici

1) b%? 4 a?y? = a??,
slusi normdle jeji v bodé (z, y) rovnice
(2 a’y§ — by = ey,

kde e?=a*—b% Pokldddme-li & # za soufadnice bodu p, jimito
m4 prochdzeti mnormsla, vyplyvaji soufadnice prisefiku normily
8 ellipsou z rovnic (1), (2); jestlize pak v rovnici (2) poklddime x, y
za proménné, jest (2) rovaici hyperboly Apolloniovy. Hyperbola pro-
chdzi bodem (0, 0) jakoZ i bodem (£, #); asymptoty jeji jsou stejno-
smérny s osami X, Y nebo-li A, B; stfed ¢ md soufadnice
a b2
(3) w‘,:é—:g, yo'__.—e—i"]o
Tyto vyrazy snadné se stroji. Jest-li e jedno ohnisko, b pak vrchol

ellipsy E poloZenjy na druhé ose B tak, %e konednd tsetka be meni
obsaZena v tom whlu os A, B, v némito jest obsaZen bod p, vedme
(viz obrazec) 01[|be, 1g | be; tim dostaneme pravouhelnou projekei
g sttedu ¢ v osu A. Pak sestrojme p2 | be, 23||be a dostaneme
pravouhelny primét 8 stiedu ¢ ve pf{fmku pr, (misto toho miZeme
piimo odvoditi pravouhelnou projekei f stfedu ¢ v osu B).

SdruZené priméry A’, B’, které jsou poloZeny soumérnd vzhle-
dem k osdm A, B, sviraji s osou A thel &; jest pak

b
tg &= —;--
Uvedeme-li thel & v rovnice (3), dostaneme
cos? ¢ _ sin? &
@) gcos2as’ Yo=""cos2¢"

Z toho vyplj'va jind konstrukce soufadnic w,, y,. Prenesme (viz
obrazec) usedku & na primér A’ tak, %e od — £, vedme 45 L A,
56 ] 'B’; Gsetka o6 priméru A’ dévd soufadnici z,. Obdobné pre-
nesme na pramér B’ usetku o4’ — 7, vedme 4’5’ | B, 5'¢' 1 A’
a dostaneme na priméru B’ isedku o6', je¥ ddvd soufadnici y,. Kon-
strukce takto provedend ddvd i zmaménko soufadnic o, ¥,; nebot
tisotky o4 a 06 maji tu vidy smér stejny, setky 0d’, 06’ smér protivny.
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Spoleénymi body ellipsy E a hyperboly @ prochézeji ne-
séfslné kuZelosecky; soubor vSech jest tak zvany svazek kuZelo-
seCek. Misto hyperboly Apolloniovy lze uZiti kterékoli jiné
kuZelosecky svazku; feSeni bylo by nejvyhodnéjsi, kdyby svazek
obsahoval krufnict.

Neskoncené vzdalend pffmka Us roviny obsahuje dva body
W, Vo, které jsou spolu sdruZeny vzhledem ke vSem kuZelo-
seckdm svazku; jest to spoletnd dvojina vSech involucnich Fad
bodovych, v nichZto pifmku U. protinajf involuéni svazky sdru-
Zenych pramériv jednotlivich kuZeloseek svazku. Body #'w,
v'» promitaji se ze stiedu kaZdé kuZeloseCky dvojinou sdruZe-
nych pramériv p¥fslusné kfivky; znamendme-li stfedy jednotli-
vych kuZeloseCek svazku pismeny o,, 04, +4., jSOU 0,%e & 0,0,
0,%w & 0,V'w, ... stejnosmérné dvojiny primeérové kuZelosecek
svazkovych.

Obsahuje-li svazek kruZnici, jejizto stfed buds, jsou sw’w,
sv', sdruZené primeéry kruZnice; tu jest nezbytno, by body
W, V= poloZeny byly na paprscich pravodhelnijch; stejnosmér-
nymi dvojinami primérovymi jsou pak osy jednotlivych kuZelo-
seCek. svazku.

Ve svazku (E, @, ...) nejsou osy kuZelosetek stejnosmérny;
stejnosmérné dvojiny primérové jsou vSak realné. Patrno zajisté,
7e body %'«, v, sdruZené spolu vzhledem k ellipse E, hyper-
bole @ a tedy vzhledem ke vSem kuZeloseckim svazku, polo-
Zeny jsou na dotCenjch svrchu primérech A’, B’ ellipsy E;
nebot tyto priméry, soumérné poloZené vzhledem k osdm A, B,
jsou stejnosmérny s dvéma sdruZenymi préméry pravotihelné
hyperboly @, jez md asymptoty stejnosmérné s osami A, B
ellipsy E. .

PonévadZ priméry A’, B’ jsou kosotuhelny, nenf kruZnice
ve svazku (E, @, ...); lze vSak jej pretvofiti po zdkonech affi-
nity ve svazek kuZelosecek, jenZ obsahuje kruZnici.

- Pretvoffme-li svazek (E, @, ...) po zdkonech affinity,
vznikne z ellipsy E ellipsa E’, z hyperboly @ hyperbola @’
priméry sdruZené kfivek E, @ pretvoff se ve sdruZené priméry
ktivek E’, @’; ze stejnosmérnych dvojin préimérovych svazku
pivodntho vzejdou - stejnosmérné dvojiny svazku pretvofeného.
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Aby svazek pretvofeny obsahoval kruZnici, tieba tedy, by pri-
méry A’, B’ ellipsy E ptetvotily se v osy ellipsy E’.

Pretvofenfm nic bychom neziskali, kdyby ndm bylo strojiti
ellipsu E’. Lze v8ak pretvofovati tak, aby ellipsa E pretvofila
se v sebe samu; k tomu konci tfeba jen sttedu o a koncovym
bodim dvou sdruZenych polomérii ellipsy E prisouditi stred o
a koncové body kterychkoli jinych polomérdi sdruZenych téZe
kiivky. Vymince této a zdroveh vymince svrchu poloZené vyho-
vime, jestliZe, poklddajice stted o za bod samodruZny, pfisou-
dime koncovym bodim a’, & poloméri na A’, B’ poloZenych
dva rozliénym osdm A, B néleZejici vrcholy ellipsy E.

Coz uciniti 1ze zplisobem osmerym; Ctyfi zpiisoby vedou

k affinité centralné a involuéni, TUzijme jednoho z téchto zpii-
sobli: prisudme bodim o/, b’ vrcholy a, b tak, . aby aa’ || bY',
sttedem affinity jest spole¢ny bod paprski aa’, bd’, osou affinity
pak primér L ellipsy sdruZeny s témito paprsky.
' Ellipsa E pfetvoruje se takto v sebe samu; hyperbola
pravotihelng @ pretvoff se v hyperbolu kosoihelnou @, jejfito
stted ¢ odvodime ze stiedu ¢ ulinice cc’ || aa’, ccy = ¢y';
asymptoty hyperboly @ jsou stejnosmérné s priméry A’ B
(a mohou sestrojiti se také z bodl A, %, v nichZ asymptoty
hyperboly @ sekou osu L affinity); asymptotami a bodem o
stanovena jest hyperbola @’ uplné.

Ellipsa E a hyperbola @’ urcuji ptetvoreny svazek kuZelo-
setek; jde pak o to, bychom v ném sestrojili kruznici K. Asym-
ptotu ¢’z hyperboly @ sece svazek (E, @’,..) v involucn{ fadé;
jeden samodruZny bod . této Fady jest v neskoncené ddlce,
druhy bod samodruZny f* rozpoluje tedy konecné usecky vSech
dvojin a proto i useCku dvojiny stanovené ellipsou E; bod £
jest za tou pif¢inou na priméru B’ sdruZeném s paprskem c’h.
Bod f rozpoluje také tetivu kruZnice K, obsaZenou ve pffmce
c'h; proto jest stfed s této kruZnice poloZen na kolmici vztycené
v bodé f ku pifmce ¢’k Druh4 asymptota ¢’k hyperboly @’ sece
primér A’ v bodé ¢’, a vztyéime-li v ném kolmici ku ¢’%, bude
pro priiny obdobné stfed s kruZnice K poloZen na této kolmici.
Tim stanoven stied s. X

Pripomenuti. Body f; ¢’, v nichZ asymptoty hyperboly @
sekou p¥fslu$né priméry A’, B’ ellipsy E, odpovidajf po zdkonech
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affinity bodiim f, g, v nichZ asymptoty hyperboly @ sekou osy
A, B, t. j. pravouhelnym primétim stfedu ¢ v osy A, B. —

Bychom kruZnici K uplné ur€ili, uZijme fad involuénich,
ve kterych svazek (E, @’,..) seCe piimky A’, B’. Ponévadz tyto
primky jsou stejnosmérny s asymptotami hyperboly @, jest o
sttedem involuce v obou Faddch; ellipsa E pak ddvd dvojiny
aay, bby. Body o, a’y, ¥, b, jsou na kruZnici stfedu o;
kruznice tato, pak kruZnice hledand K urcujf svazek kruZnic,
ktery sece pifmky A’, B’ v tychZ involuénich faddch, v nichZ je
sece svazek (E, @’,..) kuZeloseCek. (Dvéma dvojinami stanovena
jest zajisté involucn{ fada dplné.) Stfedovd ptfmka svazku kruz-
nic jest os, spolecnd send atbdt jde bodem o pravoihelné k os.*)
Body at, b1, v nichzto krunice (a’b’a’,0’,) see onu spole¢nou
setnou, ndleZejf tedy hledané kruZnici K, jeito stiedem svym
s a jednfm z bodd at, bt jest tiplné stanovena.

Kruznice K sece ellipsu E ve c¢tyfech bodech ¢’,, ¢,
¢'ss ¢’y (v obrazci naSem jsou jen dva realné); z téch odvodf
se pak po zdkonech centralné affinity pfisluSné body ¢,, ¢,,
qs, 94, kterymi prochézeji hledané normily pg,, pg,, »¢;,
Py — :

Tuto dojista vyhodnou konstrukei normil moZno vSak
uCiniti jeSté snadnéjSi a rychlej$f, pokud se tyce stanoveni
sttedu s kruznice K. Stfed s sestrojen tfm, Ze jsme z daného
bodu p odvodili body f, g, z téch pak body f, ¢’; hledme obe-
jiti konstrukei téchto bod& a odvoditi z bodu p piimo body
«, B os A, B, jimiz prochézeji ptimky g¢’s, f's.

Usetka oa vychdz{ zajisté z iméry

ox __ o9 .
% o6’
lec
0b = — £ cos ¢,

o _ o9’ __oa’ __ sece

o6 o9 oa ve'
proto, pfieme-li krateji @ za oa,

*) Ve trojihelnfkn f'g's sekou se kolmice A’, B', spuiténé s vrcholi
g'» f' ku protéjsim strandm, v bodé o; proto jest i so L f'g’, atbt || f'g".



—_ £
. “=TVEe
a obdobné bychom dostali '

=1
=V3’
znamend-li B tisedku of. Zéroveh patrno, Ze ef || op.
Jest ndm tedy strojiti stfednf dmérnou k dseCkim £, 3§,
pak strednf imérnou k %, }u, neboli pfepony dvou pravoihel-
nych trojihelnikéi rovnoramennych, jich% odvésny jsou jednak
3£, jednak 1. |
Misto toho miiZeme sestrojiti

Voo (GR )

t. j. stfednf imérnou k tsedkim op, — p , neboli pfeponu pravo-

tihelného trojihelnika rovnoramenného, jehoZz odvésny se rov-

najf polov1c1 useéky op, z ni pak odvoditi tselky e, ﬂ, Jak
naznaceno v- obrazci, kde
0T=T8=10p, 08=09=Va®}p? 98114, Pel|op.
Pripomenuti. Zvolena-li osa L affinity tak, jak ukazuje
obrazec, maji iiseCky «, £ smér protivny, 8, % smér stejny.
Zvolena-li osa affinity jinak, snadné rozhodneme smér usedek
«, B ptihlédnouce k tomu, na kterych polovicfch primért A’, B’
byly by obsaZeny body ¢’, f. Snadné pak odvodfme si tu ndsle-
dujfcf pravidlo: ObsaZena-li osa L affinity v tom whlu A’B,

kteryZz obsahuje osu {g}, maji tsecky e, £ smér { stejny }

protivny |’
useCky 8, % smér {p::(:;;;y }

Ze vSeho vyplyva tato pohodlnd konstrukce normal *):
Oznacice na osdch A, B vrcholy @ a a,, b a b, vedme pri-
mér A’ stejnosmérny s tetivou ab a. vytknéme na ném jeden
krajnf bod o’ tak, aby body @, a’ byly poloZeny na protivnych
strandch osy B. Na to odvodme z dahého bodu p body e, B

’ *) Pro 'véts{” uréltost zvolili Jsme ta ze 6tyi' moinych 08 aﬂimty
urditou jedinou osu L’ ;
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konstrukef svrchu vylozenou, Setfice toho, Ze body p, B jsou na
té¥e strané osy A (body p, « na protivnych strandch osy B);
paprsky as_| a,b, Bs | ab sekou se ve stfedé s kruinice K.
Na to vedme bodem o kolmici ku p¥fmce so a pfenesme na ni
oa’ = oat; &imZ sestrojime bod at kruZnice K. KruZnicf K pro-
tnéme ellipsu E v bodech ¢, ... a vedme jimi — stejnosmérné
s paprskem aa’ — tetivy ¢1¢,-. ellipsy E; pg,,.. jsou pak
normily Zadané.

Historicky rozvoj problemu tii téles.

Pod4vs
A. Seydler.

Pripomenuté. V roénfku IX. tohoto Casopisu podal jsem
Déjiny vSeobecné gravitace v fadé ¢lankd, jichZ poslednf jednal
o tvaru zemé, nadeZ mél ndsledovati vyklad o problemu tif
téles. Z riznych pii¢in nebyl tehdy c¢lanek ten poddn; co
tenkrite zme$kdno, budiZz doplnéno nynf, pfi CemZ se ovSem
obmeziti musim na stru¢né vytknutf nejdialeZitéjSich stranek,
nemd-li se z p¥itomného ¢ldnku stiti objemnd kniha.

Obéznice, mezi nimiZ% nejdileZitéj$f pro nds misto zaujimd
naSe zemé, pohybujf se kolem slunce v ellipsich dle zdkonti Ke-
plerovych, jeZz jsou ve své vét§i sloZitosti prostym ndsledkem
jednodussfho zdkona gravitace. Tento zdkon Newtonem objeveny
a odivodnény, vedl vSak ihned k nové otdzce, jez zddla se, Ze
uvede v pochybnost zdkon samy. Je-li gravitace vSeobecnou
vlastnostf hmoty, neptitahuje pouze slunce obéZnice a tyto své
druzice tak, aby prvni kolem slunce, druhé kolem obéZnic
v elliptickfch drahdch se pohybovaly; nybri obéZnice téZ vzi-
jemné se mezi sebou ptitahuji a jsou i druZicemi pFitahovény,
zkratka kaZdé téleso nebeské pritahuje kaZdé jiné téleso, méme
slozitou osnovu vzdjemnych plsobeni a ptirozené vzniké otdzka:
jaky jest skuteCny pohyb téles nebeskych nésledkem tohoto
rozmanitého piisobenf; miiZe byti vyjadfen zékony Keplerovymi,
a je-li jimi vyjddfen, nenf to diikazem, Ze zdkon gravitace jest
poblouznénfm ducha lidského?
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