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Pocatkové nauky o determinantech.

Pro ziky strednich Skol
pise
Dr. F. 1. Studnicka.

(Dokondgent).

Majice vyvinouti nejdileZitéjsi vlastnosti determinanti spé-
- sobem co moZnd jednoduchym, budeme postupovati od niZsich,
kde se obycejnymi obmty pfijde k cili, k determinantim vyssxm,
jeZ moznd uvésti na niZsi.

Jak bylo pag. 104 vzorcem (11) yyloieno, znamend symbol

agy by, ] '
d=| ay, b, ¢, ‘ - (13)
a3y by, 3 |
determmant stupné tretiho, jeji vyjadtiti moZng podle znameho
prav1dla, algebraickym souctem

= ayb,0y -+ aybye, -+ agbyc, — ¢ byay “‘—0253“1—@3 1. (14)

Pi‘i tom slujf jednotlivé veliCiny, jeZ se tu vyskytuji,
proky neb elementy, soubor viech vedle sebe ve Ctverci stojicich
prvkil #ddek, soubor pak pod sebou stojicich prvki sloupec a
koneéné -soubor $ikmo lezicfch prvkd p*icka, a sice jest a,b,c,
hlavnd, aab ¢, vedlejsi prickou; prvky, kterd jsou v stejné radé
jako na pt. a,, @, neb b,, ¢,, sluji soulehlé, a které maji opacné
poloZeni jako na pt. ¢,, a; neb c,, b,, sluji protilehlé,

- . Ze vzorce (14) moZnd bezprostiedné vyvinouti nékteré
vlastnosti tohoto zvldstnfho vyrazu a sice:

a) .Vyménime-li v determinantu (13) ¥idky za sloupce aneb
naopak obdrzfme tentj? soucet (14); hodnota determinantw . se
neméné, udinime-li z ¥ddks sloupce a naopak, nerusice pricku.

T jest tedy téZ, jako ve vzoici (13),

: Gy 5 Gy, O
by, by, by | =d.
C1y Cgy O ' _
- (Casopis math, ’ -0 : ‘14
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Podobnym spisobem se presvédéime, Ze

b) vgménou Fddkw za Fddek nebo sloupce za sloupec se zméni
jen oznadeni determinantu, z Cehoz jde dale, Ze vyménou sudého
poctu Fadkd neb sloupci se nezméni ani oznaCeni. Determinant
jest tedy stiidavym tikonem svych prvki. Z determinantu (13)
obdrZi se na pf. takovymi vyménami

by, by, by @34 Cgy 4

@y, Ay, A3 | — b3$b21b1 :'—'d,
Cy Cyy C3 c3,c,_,,01|

Ayy byy €y ay by

Ay, by, 03 |=| ¢ a3 b, | = 4.
ay, by, ¢, a b

A taktéZ pomoci vzorce (14) snadno se presvédéime, Ze

¢) hodnota determinantu (13) uvede se na O, stanou-li se
identickymi dvé Fady rovnobézné, tedy bud dva fddky nebo dva
sloupce; i bude podlé toho na pf.

Ay y Qg4 Qg ay b, b
Ay, Ay, a3 | =1 a, b, by, |=0.
| ¢y s s az by by |

Zaroveir tu patrno, coZ i dfive bylo jiZ poznamenino, Ze
determinant stupné t¥ettho mozna vyjadiiti pomoci determinantt
stupné druhého. Piiméfenjm spotdddnfm clend obdr# se totiZ
ze vzorce (14) bud

A= ay (bye; —byc;) — a, (b, c3 —by¢,) + a5 (b0, —by¢y)
nebo 4 = a, (by0;— b3a,) — by (az¢;—a5¢,) + ¢ (a,0,— azby)
atd.,, coZ se pomoci podobného symbolu vyjadiuje téZ vzorcem

b,, ¢ b, c b,, ¢
A:ql b‘.’.’ 2 - bl? 1 _}__“3 bl’ l‘
33 C3 33 O3 2y Cp
nebo
b,, ¢ Ay, C a,, b
A: al b2 2 — b] az’ 62 + 01 a'l’ b2
93, G 31 C3 31 O3

V prvnim piipadé rozlozili jsme determinant podlé prvki

. prvonfho sloupce, v druhém pak podlé prvkd prvniho Fidku; a
co plati o prvnim sloupci nebo radku, plati o kterém koli, po-
"névadZ vyménou mizZeme kazdou ‘fadu uvésti na misto prvni,
takze podlé téchto dvou vzorch moznd determinant stupné tretiho
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rozloziti Sesterym spiisobem. Mimo predeslé dva vzorce obdrZime
totiZ, vyménime-li druhy sloupec za prvni,

(27 C. a C a C
—_ 29 V2 19 ™1 1y V1
—d= bl ¢ - bz + bs e
: 35 C Q34 C3 Ay Co
a vyménime-li podobné druhy radek za prvni,
b, ¢ a,, ¢ a,, b
—_ 12 71 17 Y1 19 V1
—d4=0 by, ey | b, @y, C T a,, b
31 73 3y V3 31 V3

vyménime-li koneéné tieti sloupec za druhy a pak druhy za
prvni, ¢imZ se oznacenf podlé pravidla b) nezméni, bude

d=c, @, 0, — e a, b ay, b
— 0 )
az, by az a,, b,

a provedeme-li totéZ s tretim YFadkem,
b,, ¢ a,, ¢ a,, b
— 1y €1 17 € 19 Oy
d=a, b — b, , 4¢3 b
23 O gy Cp Qg 4 Uy

Tyto determinanty stupné drubého, any jsouce podiizeny
determinantu stupné tiettho sluji téZ subdeterminanty, oznacuji:
se obycejné velikymi pismenami stejného znéni, jakého jsou
jich soucinitelové, takie se Sest téchto vzorcd rozkladnych
piSe takto:

d=a 4, —a,4;+a, 4, =a, A, —b, B, +¢, C

"‘-4-:6131_‘1’2132 +b, B, =a, 4, — b, B, +¢, G, (15)

d=0¢0C—c,C ¢, C, =a, 43 — b, B, + ¢, C;.

A chceme-li naopak jednotlivé subdeterminanty, které se
tu vyskytuji, vyjadriti prislu§nymi prvky, vynechme v pivodnim
neb hlavnim determinantu Fddek a sloupec, v némz se stejné
oznaleny prvek vyskytuje, a co zbude, predstavuje hledany sub-
determinant; hodnotu 4, na p¥f. uréime, vynechime-li v deter-
minantu (13) tadek druhy, totiz a,, by, c, a sloupec prvm totiz
©ay, G, a,, takZze tu zbude

‘l‘L by ¢
a, —b, —c,
l

a by ¢

Vzorce soustavy (15) vyjadfuji determinant (13) algebrai-
ckym souétem souédindi, kdeZ prvnim faktorem jsou prvky nékteré
fady, drubym pak faktorem subdeterminanty puslusne neb stej-

14%

21y ¢

by | T

—4,.
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nymi pismenami oznacené, pii ¢emZ se znamenf stiidaji. Totéz
arci plati o determinantu stupné druhého

. B = a0 — py=— (By— ou),

jelikoZz tu g zna¢f subdeterminant prvku z a naopak.

Rozkladné vzorce (15) jsou nanejvys dilezity, ba v nich
spocivd nejveétsi st prospéSnosti, jakou vymkap determinanty
v theorii i praksi.

Predeviim jde z jich sloZenf na jevo, Ze

d) kazdy podobny soudet, ktery obsahuje éleny s faktory
nestejnymi pismenami oznadenyjms, must miti hodnotu O, ponévadz
tu pochdzi z determinantu, majictho dvé identické rady. Podlé
toho jest na pf.

a Ay —a, A, +a,d; = A

ayBy — a,B,+a,B; =0 | b B, —b,B, 4 b,B; —=—

a,C;, — a,C, +a,C;, =0 bC—bC —}—bC’_O

’ gl —c 4,4, =0 :
¢, B, —c2B +¢, B, =0
¢, O —c,Cy-t0,Co =4
Dile jde z rozkladného vzorce

bA_wA-+L4_o

, d=a, 4, —b, B, + ¢ C, ' (16)
jestli tu b, = ¢, =0, patrné
' V d=a, 4,,

coZ znamena, Ze

e) determinant, v némé obsahzge rada jedna samé nully,
vyjmouc jedno misto, rovnd se souéinu prvku na tomto misté sto-
Jictho, zndsebeného pmslusnym subdeterminantem, Podle toho jest

" na piiklad :

11,2,3
4,2,0 !'2':32:au
3.2, 0

Jestli ve vzorci (16) - .

: e =pa, by =ph, o=py,
bude . - . d=p(u 4, —§ B, +nC),
z tehoz jde na jevo, Ze
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f) spoleény faktor prokés jedné ¥ady jest faktorem celého
determinantu, a naopak, ndsobime-li vsechny prvky jedné Fady
stejngm faktorem, musime cely determinant touto velicinou zdrovern
délits. Podlé toho jest na pi. '

1348 128 (Y13  [613
682|=36/121/, (% 2% =g|841
1963 | 111 [Y, 31 |331

Zavedeme-li do téhoZ vzorce (16)
ay =pa,, b, =pb,, ¢, =pc,,
bude podlé vlastnosti diive pod d) vytknuté
A4=p(a,d,—b, B, +¢,C) =0
coZz vyjadiuje vSeobecnou vlastnost Ze
g) hodnota determinantu rovnd se 0, maji-li proky dvou
* rovnob&ngjch ¥ad stejny pomdr. I jest na pr.

341 68 12
682 12 3|=o0.
123 34 6|

A zavedeme-li koneéné do vzorce (16)
a, -+ pa, + qa, misto a,
by+pb,+qbs , b
) e, +pe, g, e,
obdrZime, pofddajice podlé prvki steJne oznacenych
a, A, — b, B, +¢, C,
p @4 —b,B,+6C)
+q (a4, —b B, 4¢C)=a, 4, —b B, 4 ¢, (= A
~.coZ moznd slovy vieobecné vyjadriti takto:

k) Hodnota determinantu se neméni, piipoéitd-li se k prvkim
které koli Fady p-ndsobnd hodnota prvki-ndkterée ¥ady soubéiné,
pii CemZ p miiZe i negativiim byti. Podlé tohoto pravidla uva-
déji se prvky determinanti na hodnoty co moznd nejmensi;
na pi. jest

4, 6, 7| |4, 67 1,m4 0,0, 1
s, 12, 13 34 3 22'0 1,0, —3 :

Konecne jde ze vzorce (16) pro ten pifpad, Ze

al--“'l‘“ b1-—b+ﬁ’ cl--c""?’,
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d=(@+a)Ad —0+B)B, +(c+7) G
=@4, —bB, +cC)+ (x4, —p B _I"J’Cl);
t) hodnota determinantu, v némZ proky nékteré Fady se sklddajs
ze dvou C&dsti, rovnd se dvéma determinantém, z nichZ prvni md
v oné Fadé jen proni ddsti, druhy pak jen druhé &dsti sloZengch
téchto prvkd. Podlé toho jest na pi.

a+z, b, ¢ @, by, o z, b, ¢
@G +Y, by, 0 =, by, 0 —{—?/abza% s
a;+ 2z, by, ¢ P A z, by, 0
2,3,56 225H 2 156

6,4, 3 663 6.—23

A z této vlastnosti plyne dile, Ze

k) hodnota determinantu, v némZ jsou proky nékteré ¥ady
stejny, nemént se, pripojime-li ku prokém které koli ¥ady rovnobézné
veli&iny libovolné, ale stejné. Neb tu plati patrné na pi.

a+k, b,c ayy by, e k,b, ¢
@+ ky by e|=|ay, by, ¢c|4 |k, by, ¢,
a; +k, b3,0| Ia:nbasc k, baacl.

kdeZ posledni determinant m4d podlé ¢ hodnotu O.

Znajice tyto vlastnosti determinantu stupné tiettho, mi-
Zeme prikro¢iti k vycfsleni determinantu stupné c¢tvrtého, pa-
tého a t. d. .

Predeviim patrno, Ze podlé vzorce (16) mozZni rozloZiti
determinant stupné Gtvrtého v algebraicky soucet ¢lent, kdez
prvnim faktorem jsou prvky prvntho ¥adku, druhjm pak pii-
sluiné subdeterminanty, které obdrifme, vynechdme-li v deter-
minantu pivodnfm sloupec a Fddek, v némZ prisluiny prvek
stojf. Podlé toho bude tedy
ay by, 0y 4y
A,y by, 0y, dy
a3, by, ¢34 dy
4y bu ¢y, dy
kdeZ znamen4

4= =4, —bB, +¢,C, —d Dy, (17)

byy €3y dy l,“2aczad2
4, =\|by, 03, 05|, By=|a, ¢, dy |,
by, €4y dy a,, c,, d,
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la‘zabz’dz |a2ab27c'2i
C]—_'— as,b3,d3 D1:a31b31c3,
ayy byy dy ay, by, 04

aneb zavedeme-li Binetovo oznaceni pomoci pricky,
A, =(b,¢3d,), B, =(ay¢3d,), C,=(a,0;dy), Dy=(a,05¢,).
PonévadZ zname splsob, jakym se determinant stupné tie-
tiho vycisl{, miZeme pomoci tohoto vzorce provésti i vycisleni
determinantu stupné &tvrtého. Ostatné moZnd i tyto subdeter-
minanty rozloZiti a si zjednati napfed vzorec
A= ay [b, (c; dy) — ¢, (b5 dy) + dy, (b, ¢,)]
— by [a, (¢5 dy) — ¢, (a3 dy) + d, (a5 ¢,)]
+ & [y (b5 dy) — b, (a3 d,) + d, (a3 by)]
— dy [a, (bs ¢;) — b, (a5 ¢;) + ¢, (a3 by)]
a pak spojenim dvou clenl stejnym subdeterminantem zndsobe-
nych vyvésti novy vzorec
4 = (a, by) (c5 d,) — (a4 ¢,) (b5 dy) + (2, dy) (b5 ¢,)
+ (by ) (a5 dy) — (b, dy) (a3 ¢,)  (18)
+ (e dy) (a3 by) .
Determinant stupné ctvrtého jest tu vyjadien algebraickym
souctem soucind, kdez kaidyj clen sklidd se ze dvou subdeter-
minantd stupné druhého, které se vzdjemné dopliuji a tudiZ
doplitkovymé neb komplementdrnimi determinanty slujf. Takovy
subdeterminant vytkne se z determinantu pivodniho, vynechaji-li
se v ném fadky a sloupce, v nichZ prvky subdeterminantu da-
ného stoji. Podlé toho obdriime doplnék subdeterminantu (5, d,),
vynechdme-li v pivodnim determinantu prvnf a étvrty Fadek, pak
druhy a c¢tvrty sloupec, takZe z determinantu
ag —b—c ,—d, ‘
b d,
b "| zbude
3

ag Cp
g Cy

[S-—

a3 'bs ¢,
a,— b, —e, ’-‘}4

Zakon, podlé kterého se zde rozklidd, jest velmi jedno-
duchy a na prvni pohled patrny; pro skutecné vycislen{ budiZ
jen poznamendno, Ze dobie jest oddéliti édrou prvni dva Fidky,
z nichZ se vybfrajf prvni faktorové, od Fidek ostatnfch. Podlé
toho jest na pi.




1, 1, 1, ll
L =1, L=l 9).2-0.0 4(—2.2)
1, =1, -1, 1’ 4+2.(—=2)— . 0.0%=—_1s.
L 1,—1,—1 +(—2).2
Ze i zde plati pravidla diive vytknutd, neni t¥eba zvlaste
dokazovati; postacit jen poukazati ke vzorci (17), ‘podlé néhoz
se determinant stupné ¢tvrtého vyjadiuje souétem souind, v nichz
se vyskytuji co Cinitelé determinanty stupné tretiho.
Podobné bychom mohli determinant stupné pétého
ayy by,0,dy, e
Ay by, 0y, dy, e
d=|ay, by,'cy, dy, ¢
@y b4’ ¢y dy, 0
ag, b, c,, dy, e
rozloziti podlé prvkié prvnf fady, dejme tomu kolmé, v souéet
A=a, (b 3 dy €5) — ay (by &5 dy &) 0, (by ¢, dy ;)
—ay (bycydye;) +a; (b, c,dye,);
a kdybychom determinanty stupné ctvrtého podobné rozlozili-a
pak podlé spolecnych determinant@i stupné ttettho vidy dva
cleny spojili, obdrZeli bychom, jako pfi vzorci (18),
A= (ayb,)(c3ds¢;) — (@, by)(0adse5) ~+ (ay04)(Cadse5)—(,b;) (c;d5e,)
~+ (ayds)(cy dyes) — (a304)(cy dses)+-(azb) (¢, dse,)
- (a30,)(erdoes)—(a3b5)(c, ds )
‘ ~H(asb;)(c,dyey)-
Zde jest vyjadien determinant souctem soucinii, kde prvani faktor
jest determinantem stupné druhého, druhy pak faktor determi-
- nantem stupné tiettho co jeho doplikem. Jak se tu znamen{
Strfdajf, Jde ze vzorce na jevo; ostatné moini se i ¥diti poctem
prevratd, jaky se jevi v pifpondch, takZe pocet chh lichy spii-
~ sobuje znameni negativnf. .
A co platf vieobecné o determinantech stUpne tretiho,

¢tvrtého a pétého, plati téz o detexmmantech stupnd vyss1ch :
takZe jestli -na priklad :

(19)
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determinantem stapné n-tého, bude i zde podlé vzorce (17) bud

Ad=a, 4, —b B +¢, G — ... + L L, (20)
.nebo Ad=a, A, —a, 4, +a, 4, — ... + a,4,, (21)
kdez znadi velké pismeny determinanty stupné o 1 nizitho. A tyto
"subdeterminanty moZznd dédle podlé stejnych pravidel rozloZiti a
takto stile.v rozkladu pokracovati, aZ se pfijde na subdetermi-
nanty stupné c¢tvrtého nebo tfettho, jez podlé piedchdzejicich
vzorcl snadno jiz se vyéfislf. Ostatné nevyskytuji se v prakti-
ckych dlohdch determinanty vyssi nezli stupné ctvrtého.

Poznamendné 1. Znajice tyto vlastnosti determinantd, mi-
Zeme piikroCiti k primému feSeni soustavy rovnic stupné prvniho.
Maé-li se totiz uriti » nezndmyjch «,, x,, =, ..., ®,, kteréz
vyhovup n podminkdm

ooy b, o+ . e =,
Caywy by, e my A -l w =y,
any + buxy oy + ..o A Lon = ma,
ndsobme rovnice, jak po sobé jdou, napfed subdeterminanty 4,,
—A,, A,, ..., + A, a sectéme podlé ¢lenti pod sebou stoji-
cich; obdrifme tu, majice zfetel ke vlastnosti pod d) vytknuté
a ke vzorci (21)
@ (@A —ad, .. Fad)=nd —nd, ... *nd,
nebo e, 4= 4.

Pak ndsobme tutéz soustavu subdeterminanty B,, — B,
B,,...,%+ B, a settéme podobné; zjedndme si tim
wz(?’le—szz+ . X buB))=mn B, —n, B, {... = mB,
nebo : xzd =Yr4. :

A timto spésobem pokracujice, obdrZime po sobé hodnoty
vSech neznimych, jak byly vzorcem (11) diive jiZz vyznaceny.
- Poznamendni 2. Zcela stejnym spiisobem feii se dloha, vy-
_ louciti z » rovnic » nezndmych, které se tu po jedné vyskytuji
pii kaZdém cClenu, takie vyraz prisluSny Cini stejnomérngm (ho-
mogen). Soustavu takovou obdriime ze soustavy (22), polozi-
me-li tam : '

(22)

=n,=n, = .., =n; =0. -
Na to bude cxtatel kazdého feSeni O, tedy nutné i jmeno-
vatel hodnoty O, jelikoZ neznimé «; vibec nenf hodnoty 0;

vysledek eliminace jest tedy
a4 = 0.
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Z toho plyne pravidlo: Z n_stejnomérngjch rovnic stupné
proniho vyloudé se vsech n nezndmijch a vysledek tohoto vyloudent
jest, Ze determinant soustavy téchto rovmic rovnd se O.

Kdybychom pak v soustavé stejnomérnjch rovnic vsechny
neznamé délili jednou, dejme tomu posledni, objevi se ndm co
-neznidmé pak tyto podily nebo poméry; vysledek eliminace téchto
pomérjﬁ’x ze soustavy nestejnomérnjch rovnic zistane vsak tyz.
Chceme-li na pf. vylouciti nezndmé veli¢iny =, y, z ze sou-
stavy rovnic stejnomérnych
a,2~+by+ecz=0,
ax—+4byy+cz=0,
a,e—+by+tcz=0,
poloZme piimo
. (al bye;) =0
a jsme u konce. Kdvbychom tuto soustavu delem’m uvedli na
tvar

a, — +b ——+cl_0
' x
ay 7+b2%‘+°2:01
o A
“3'7+b3_::—+63:0’

obdrZeli bychom co vysledek eliminace totéZ -
. Tohoto pravidla mozné uziti i pfi eliminaci jedné neznimé
ze dvou rovnic stupni vyssfch, jako# se pozna z piikladu tohoto.
Mi-li se vylouditi # z rovnic
ag + a4 a,2* =0,
1 by + b, 4 b,22 =0,
ndsobme prvni i druhou spoletnym kofenem obou «'a zjednejme si
ayx -+ a, 2?4 a; x® =0,
b o + b 2* b2 =0,
nacez obdrzfme povazujfce riizné mocniny «, =2, «* za rizné
vellcmy linearnf, co vysledek eliminace
%o » ax ) a,, 0
bo ’ | ’ z ) 0 il 0
N

0
O’ bo1 bl') ,bz
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anebo rozlozime-li podlé vzorce (18)

Ty O Bpy Gy | | By Oy :
b, b by, b, by b,
coZ jest zndmd podminka spoleéného kotene dvou rovnic kva-
dratickych.

Koncice tuto kratkou stat o determinantech, poukazujeme
kazdého, kdo by dale chtél vniknouti a zejmena veledilezité
poucky o nasobeni determinantd a o poméru determinantdi pi-
vodnich k pfidruZenym poznati, k spisu ,O determinantech®,
jejz jsme r. 1870 samostatné vydali.

=0,

Z Aragovych Zivotopisi.
Podava prof. Fr. Hromadko.
1L

Malus.
(Cteno v zasedanf paifzské akademie véd dne 8. ledna 1855.)

(Dokongent.)

Malus obJevuJe polarisaci odrazem svetla spusobenou

Prvn{ pozorovanf dvojlomu- svétla v 1s1andskem krystalu,
ktery, jak zndmo, jest uhli¢itan vapenaty, sahé, a7 do doby
Erasma Bartholina. Huyghens se zabjval dlouho tfmto vyjevem

a vymyslil jednoduchou, zérovei té% lepou mé¥ickou konstrukei,
kterou lze ku kaidému dhlu dopadu vymé¥iti drahu paprsku
mimoiddné zlomenému vzhledem k onomu, Jehoz dréha t. zv.
Cartesiovym ¢&ili sinusovym pravidlem jest uréena a kter§ vifm
pravem paprsek #ddné zlomeny slove.

‘Huyghens p¥ipadl na tuto konstrukci svého elhpsmdu,
vychizeje z hlediska, opfra;fcfho se o theorii pohybu vlnivého,
kterou téZ Ctendfi napred ud4v.

Zpravodaj o prac¢i Malus-ové (ze dne 12. prosmce 1808)
nadepsané: ,O zvldstné vlastnosti svétla od hmot pruhlednyck se
odrdZejiciho“ byl na slovo vzaty Laplace, ktery, mimochodem
feeno, stil peyné pri Newtonové emanaint theordt, Ve své
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