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a=ea, + &+ e,
a* = a0, + a0y + 50,
znaéf-li tré kotent predloZené rovnice kubické
@y Gy, G

A tu vede koéxistence dvou téchto podminek k relaci
snadno odvoditelné :

2
39

jiz patrné vyhovéti 1ze pouze &fsly rdzu soujemného; a ponévadz
koéfficienty rovnice ptedlozené jsou ¢&isla rdzu redlnfho, nutno,
aby dva z téchto kofenti mély rdz soujemnj a sdruZeny, tedy
bylo na pt.

2 — 2 2
@ =——a —Qa, -«

o =p+ qi};
ay —=p — qt,
nateZz pak vyplyne relace
@ =2(g* —p) — &

tsly realnfmi, jakoZ patrno, snadno splnitelnd.

0 zakladnich vlastnostech determinantit moc-
ninnych a jich upotiebeni v theorii rovnic
algebraickych. |

Napsal®)
prof. dr. F. J. Studnicka.

L.
Sestavime-li z » rtznych prvkd
Ay Qgy gy o ooy @

n fad po sob& jdoucich mocnin

*) Poprvé &dsteéné uvefejnéno ve ,Zprdv. kr. é. spol. nauk® r. 1896,
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-1 0
S PR T uk, uk’

k=1,2, ..., n

sluje determinant z téchto fad sestaveny, totiz

an-l "n—2 an—a aO
{ 1 ! 1 ! 1 ! e 1
n—1 n—2 n—38 0
‘ a ..., @
, 2 b 2 H a2 b 9 2
n—1 n-—2 —3 0 —
A A , a =d, (1)
i 3 3 3 3
1 :
n—1 n-3 n—3 0
a a a ISP a
n n ro ! n

s nimZz se Cayley™) poprvé zandSel, dle mého ndvrhu determi-
nantem mocninnym (Potenzdeterminante).

Hodnotu jeho moZnd- velmi snadno stanoviti, jelikoz vy-
jadfuje se alternujicim soudinem **)

(a, — a)) (a,—a,) (a,—a,) ... (a, — a)
X (a,—ay) (@y—a) ... (a,—a)
X (ag—ay) ... (a;—a,)

jakoZ i naopak moZnd stiidavy soulin tento zvoliti za vycho-
disko k odvozen{ pojmu determinantntho, coz i Cauchy***) a po
ném jin{ uéinili.

Zvétsime-li tu mocnitele prvnfho sloupce o 1,f) vznikne
arci determinant novy d), jehoz v8ak hodnota rovnati se bude
hodnoté plivodni d, zndsobené souitem kombinaci vSech prvki
tiidy prvé, takie tu plati

0,=0 (a,+a,+a;+... +a,.

*) »A memoir on the symmetric function, London, 1857.

**) Viz Studnitka ,0 determinantech* pag. 12.

*+%) Viz Studnicka ,A. Cauchy als formaler Begriinder der Determi-
nantentheorie“, 1876, pag. 32.

+) Kdybychom tak uéinili u jiného sloupce, annulloval by se identicky
determinant prislusny.
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Abychom pak mohli je§té kratleji tuto relaci vyjddriti, za-
vedme za soutet kombinaci tiidy
1., 2, 3, ..., k-té
neboli za soutty symbolicky vyjddiené znakem
x=C,, =Ci, =C}, ..., 2C!
oznaten{ co moznd nejkratsi, totiz

K, K,, K, ..., K

k?

takZe tu bude pro soutet vech kombinaci k-té tridy

EC:;:_K:Ealaz... Gty e @0, (2)

natez vytéend diive relace bude zniti

3

a,ay 'y . a ) =0,=0.K,, 3)

zavedeme-li Binefovo jednoduché oznatovani determinantd pi-
sluSnou diagondlou prvkovou do zdvorek vloZzenou i do pojedndnf
tohoto. :

Sprdavnost vzorce (3) moZnd dovoditi spisobem vSelijakym,
nejelementdrnéji postupnym snizovdnim stupné determinantnfho
podle zndmé formule transformaéni,*) jako na pt.

T R
1: c: B | | e—a, *—a’
11,52+ ba + a®
=(b—a)(c—a)
1,¢® 4 ca +a

=0—a)(c—a)[c*~b*{a(c -b)]
=(@®—a)(c—a)(c—Db)(c+b+a)
Zvétsi-li se tu mocnitel i prvnfho i druhého sloupce, pro-
méni se mocninny determinaut d v jiny, d, zvany, o némz pak
platf relace

*) Viz Studnitka ,Uber eine neue Dbeterminantentransformation“,
Sitzb d. k. bohm. Ges. d. Wis. 1879.
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(a}aj7'a)™" .. .a))=0, = ¢ .K,, €Y

z CehoZ patrno, Ze hodnota zménéného takto determinantu se
rovnd soudinu determinantu pivodnfho se soudtem kombinact
viech prvkid tifdy druhé, coZz i tymZe spisobem verifikovati
moznd, jako prvé.

Znati-li pak d; mocninny determinant, an povstal z d tfm,
Ze mocnitelové prvnich tti sloupcd byli o jednotku zvySeni, bude
podobné

(d}a} 7} *ayt .. d) )=0,=0.K,, (5)

3 4

a podlé toho vieobecné, zvysi-li se o 1 mocnitel u prvki prv-
nich %-sloupcd,

(@lay™ a7 a7 ey ) =0, =0 K, (6)
z &ehoz konecnd i plyne pro
k=mn,
kdeZ tedy vsichni mocnitelové jsou o 1 zvySeni,
0, =d.K,, ' (7
coZ arci jest prfmo ‘evidentnf, poné&vadz
K,=agaua, ... a,

v determinantu J, pak moZnd pro kazdy Yfddek stanoviti spo-
le¢ny faktor, takze

n n—1 1) n—1 n—2 0
(al a2 ...a”)__(al a, ...an>a1a2...a

Jdeme-li podobnym postupem k dal3fm determinantim moc-

ninnym, kdeZz rozdil mocnitelt prvnfch dvou sloupcl jest vétsi
nezli 1, obdrzfme predeviim, vyjadfuje-li rozdil tento 3,

K K, |
(a"+la”—2a”—3 c.. aﬁ):d‘.l 1 M 8)

1 Y2 Y

tak Ze podlé toho na pi. platf
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1, =, «* 1, =, 2x?
1, 9, ¥ — L, ¥, ¥ (Kf_KJ’
R TR & 1, =2, 2°

kdez patrné mé vyznam

Ki=zt+y+o2,
K =y + 22+ yz;

anebo v pifpadé slozit&js$im

1, =, x2, ac5] 1, =z, x%, a?|
Loy, v 9 |1, 9 9, v |K, K
1, 2, 2%, 2°, 1, 2, 2%, 2 1, K
1 u’ u27 u{), 1, u7 u'zi u3
kdez tedy obdobné plat(
Kizce+ty+2+4u,
K=oy +az + ...+ zu.
Vyjadiuje-li rozdil tento 4, bude podobné
Kl’ K2$ K3’ '
<a:*2:;fz:__: aﬁ)::d 1, K, Ky, 9)
| 0’ 1, Kl,

takze podlé tohoto vzorce na pf. plati

1, «, «f 1, o, «® |
1, v, 9 |=| 1, y, ¥ |.[Ki—2KK,+K]
1, =z, 28 1, =z, #
kdez patrné jest
K, =ayz

Abychom pak dovedli pro vét$i rozdil mocniteld prvnich
dvou sloupcl pohodlnéji vyjddfiti piislugnou vlastnost téchto
determinantd mocninnych, zavedme k oznaleni novych zde vy-
stupujicich derminanantd kombinaénich neboli sestavnych *)

*) Odekdvam, Ze toto mé pojmenovani, jsouc zcela piipadné, bude
obecné prijato.
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symbol 4, kladouce

1? 2? 3 M m
1 ’ K1 ) Kz’ ’ Km—-l
Am - 0 ) 1 ) K1 ) ) m—2 ) (10)
0, 0, O, , K,
naceZ obdrifme pro rozdfl % jednotek obnaSejici
(a" P ey ey ey ) =0 .4, (11)

pti demZ arci uvdziti slu$i, Ze kombinace tiidy vy$8i, neZli jest
pocet kombinovanych prvkd, v pifsluSném determinantu kom-
binaé¢nfm pfedstavuji se nullou, takze

K _ =2C"=0, (h=1,2,3....

n+4-h

Dalsi pifpad poskytuje ndm determinant mocninny, kde
jsou zvySeni mocnitelové prvnich dvou sloupci o libovolny pocet
jednotek, takZe vyhovuje-li se podmince

k>m—1,
obecny tvar pak jest
ntk ntm n—3 0
a, a, N al L2
ntk n4-m n—38 0
(12 , a, , Ay 5y ooy a2
n+k n+m n—3 0 . skm
a3 3 3 v Gy — " (12)
nt-k n+-m n—3 0
a, a, N a, -y a,

mocnitel prvniho sloupce zvySen o & -+ 1, druhého pak o m - 2.
A tu plati opét pravidlo, Ze hodnota determinantu (12) rovns
se determinantu pivodnimu (1), zndsobenému pifslusnym deter-
minantem kombinaénim, an tu podlé Binefa md oznaceni

47 = (K,K2 .. K, KK, ... Kl) RCE)
h—1 n—k-+1
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pti éemZ arci nutno miti na zieteli, Ze fddky jeho sklddajf se
z n tlend fady
K,=1, K, K

K, ..., K, K

17 » e A

29

takze na misto prvku diagondlniho piipadd, co vzorcem (13)
jest naznaceno.

Podlé toho jest na pi-.

k -
1, z°, ot

Lo =60, (14)
1, &, &
z ¢ehoZ plyne pro k=2, n =2
1, =%, ozt
Loy o :d‘.l K K 1
1, 2, 2 » K
prok=2 n=3
1, =z, 2 \K2, K,, O(
1, », 9 |=0.l 1, K, K, | atd,
1, 2, 2z \ 0, 1, K,
kdezto pro k=3, n =4 se obdrzi
3 4
oo K, K,
1, ¢, y'| = 0. K K
1’ 23’ 21 19 2
a pro k=3, n=2 vznikne relace
1, z*, ° K,, K;, O
L, 9, ¥|=0.1K, K, K|,
', 2, & 0, 1, K
pak pro k=3, n =3 podobné
3 6 . K?’ KS’ 07 O
Ly = @ K,, K,, K, 0
1, 93, 9*| =0 atd.
0, 1, Kl'l K')
1, 28, 2°
’ O k] O ) 1 b Kl
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Abychom pak daldi jeSté uvedli piiklad, poloZzme k=4,
n = 2, naccz obdrzime relaci

K K 0 0
4 6 2) 39 L]
}7 -’734, »’l’o . KI’ Kg, Ks’ 0 ‘
v ¥, Y=o, n
4 ul 13 Kla hzv Ks
1, 2 2
SRR 0,0, 1, K

1

anebo pro k=05, n =2

x, 7 ‘
y5 7
55

— 4. (K,K,K,K,K,) atd.

7

L,
1,
L,

k)
b
)

w

Zavedeme-li koneéné zvySeni mocniteld vSech sloupcdl, vy-
jmouc posledni, obdrzime nejobecnéjdi determinant mocninny

—_ 1 § 0y __
D, == (artkanttgrim . ayRa) =04, o, (15)

kdez o mocnitelich plati
k>l>m>.,.>p,
symbolem 4, . pak vyjadfuje se kombinatnf determinant,
jehoz stupen z:ivisi_ na veli¢indch
E+1, 14+2, m<+3,...,p,

o né7 zvétSeny jsou mocnitelové sloupcii determinantu ptivod-
niho 4.

Abychom pak obecné vyznaceny zde determinant
dx, ..k,

piesné vyjadiili, zavedeme pro pkislu$ny determinant mocninny
vyraz

Dn o= (a" am™ gmtmy gmbmytmy g Pm?+"'+'"'n»~1)
12 3 4 n ’

natez bude vzorcem

AK, o Ky = (K”_;l e K”_l Kn_g K,._z K”_;; I{2 K’ Kl Kl) (16)

my;—1 m,—1 m, o—1 m, ,—1
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vyjddfen determinant sestavny, kteryz zndsoben determinantem
zdkladnfm 0 vyjadfuje obecny nd§ determinant mocninny D,.

Konecné plyne tu ze vzorce (15) i relace

A4

E..E,— §

z niz patrno, Ze determinant sestavny vyjadiuje se pomérem
dvou determinantii mocninnych.*)

II.

Predchézejici vzorce, piedstavujici riizné relace mezi de-
terminanty mocninnymi a sestavnymi, jsou jiZz o sobé nemdlo
zajimavymi, nepostrddaji vSak i praktické dilezitosti, jakoz doka-
zujf jiz prvni relace vzorcem (6) vyjddiené, jimiz lze dovoditi
souvislost kofenii algebraické rovnice s prfsluinymi koéfficienty
jednotlivych mocnin jejich.

Znatf-li obecnf souéinitelové

Ay, A, A, A,

*) Jest-li na pf. @), =k (k=1, 2, 3) a K, =6, K, = 11, K;,= 6,
bude d =2, tedy

1, 6, 0, 0, 0

6,11, 6, 0, 0 1, 1, 1 |

1, 6,11, 6, 0|=1|1, 2% 27 [=11315
0, 0, 1, 6,11 |1, 84, 37

0 0, 0, 1, 6

jakoz se i pfimym vyéislenim determinantd obou shleddvd. Zdroven tu po-
znamendavam, Ze vzorec (16) nebyl dosud mnou uvefejnén, jakoZ viibec tato
stat neni ukonéena vzorcem timto a bude v ni ddle pokracovdno. A na-
opak jest pro ax =k, (=1, 2, 3, 4) a tedy K, =10, K, =35,
K,=50, K, =24, d =12, na pi.

1’ 1 ’ 1 !.1 Ka’ K"’ 0 0 ‘

1,oer, e, et 01, Ky Koy Ky 91080,
1, 8%, 3%, 37 o, 1, Kl’ K,

|1: 2 43’ 47\ 0 ) 0 ) 1 ’ Kl

jakoz se vytislenim druhého determinantu rychleji obdrzi nezli z prvniho,
z tehoZ i prakticky vyznam téchto vzorci jde na jevo.
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vesmés &isla redlni a » positivni Eslo celistvé, jest vyraz
Ager A Y A2, A2+ A =0 (17)

algebraickou rovnici stupné n-tého. Zndme-li pak »hodnot tento
polynom levé strany identicky annullujicich

Ay Qgy Q350005 0y,
obdrzime, dosadice je do relace (17), soustavu
Aoa? + Al a:‘_l + Azaj:—2 + et + An-—lal + A”: O !
Aoa: + Ax a,‘:_l + Aza:—2 + e + An—laz + A”: 0 !

Aag+Aa ' +Ad " +...+A,_,a,+A=0.

Z této soustavy (n) rovmic &itajiei, spoji-li se s rovnicf
(17), moznd pak (n 4 1) koéfficient

A, k=0,1,2,..., n)

pifmo vylouéiti, ponévadz tu pii stejnomérnosti jeji se zietelem
k témto koéfficientim platf

n n—1 n—2

ar, arl, g2 .., x, 1 |
”n n—1 n—2

al’ ax s al 9 a1a

n . n—1 n—2 o
Ayy Ay By yeeey Gy, 1 =0.

» n—1 n—2
l01,”, a ", a, ..., a,, 1

Rozlozime-li vSak determinant zde se vyskytujici podlé
prvki prvnfho fadku, obdrzfme, zietel majice ku piislu§nym
subdeterminantim mocninnym a ke vzorcim (1) i ‘6),

0g" — 0K, a1 4 0K, 22 — ... + 0K, 2 F 0K, =0;

a porovndme-li koéfficienty jednotlivfch mocnin zde se vysky-
tujicich s koéfficienty tychZe mocnin polynomu (17), pozndme, ze
vieobecné platf

0K =(— 1™ A . (18)

Kdybychom tedy polozili za zdklad rovnici
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2 4ba+bar?+ ...+ bz + b, =0, (19)

takZe plati o téchto novych koéfficientech

A
b = A
ptejde relace (18) v jednodu$si
bwb = ("‘_ ])m K'm ,*) (20)
z niz patrno, Ze postupné tu plati
K,=—b,,
' K,=+49,,
K,=—b, 1)

K, = (—1)", .

Soustava téchto » rovnic, v nichz vyskytuji se hodnoty ko-
fend a, pouze v mocniné proni, nahrazuje tedy jedinou rovnici
stupné »-tého (19).

A naopak feSice tuto soustavu =-rovnic stupné prvnfho,
prichdzime postupnym eliminovinim konetné k rovnici jediné,
avSak stupné n-tého, kdeZ nezndmou jest ktervdkoli z » neznd-
mych v soustavé (21) obsaZenych.

Jestli na p¥. pro » =2

a,+a,=-—0,

a.a,= b,
bude vysledek, vylou¢ime-li z obou rovnic a,
a® ¥ ba, +5,=0,
a vylout¢ime-li ¢, , podobné
a; + ba,+b, =0,

kterézto rovnice obé nahrazuje

*) DokdZe-li se jinym spisobem, jakoZ snadno moZnd, sprdvnost
vzorce tohoto, stanoviciho koéfficienty rovnice b, co symmetrické funkce
kofend K, obdrzi se obrdcenim pfisluS$né vzorce, vyjadfujici hodnoty
mocninnych determinantd (6).
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'+ batb, =0
svymi dvéma kofeny a,, a,.
Podobné obdrzi se pro » —= 3

a, + a, -+ a3:——-bl,
a,a, + a,a, +aa, = b,
a,a,a, =—b,,

vyloutime-li napfed nezndmé a, , a, ,*)

a} 4+ ba; +ba, +b, =0,
a vylout¢ime-li a,, a,,

ay +ba; +ba, +b, =0,

a koneiné vylout¢ime-li a,, a,

a; +ba; +ba, + b, =0,

takZe tyto tii kubické rovnice nahrazuje
2+ bx? 4 b+ b, =0

svymi tfemi koteny a,, a,, a,.

A Ze 1 obecné piijde se od soustavy (21) » rovnic stupné
prvnfho » nezndmych obsahujici k rovnici jedné nezndmé stupné
n-tého (19), moZnd dokdzati asi takto:

Znatf-li k, soulet v8ech kombinaci p-té tiidy » prvki

Ty, gy Oy ..., Gy (22)
v nichZ se nevyskytuje prvek a;, bude patrné
Kl —ar =k,
K2 - a;,,kl = k2 ’
K, —ak, =k,
Kn—l — Qy kn—Z — kn—l )
K, —apkn1 =0 3

*) Eliminace tato provede se nejpohodlnéji, zndsobime-li rovnice tyto,
jak po sobé jdou, veli¢inami
+a]2 ’ —a'l ’ +1

a sefteme-li pak na obou strandch.
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zndsobime-li pak relace tyto, jak po sob& jdou, mocninami pif-
padné oznalenymi

n—1 n -2 n—3 —_
a4 5 G 5, —a 1eee iak’ +1,

a seCteme-li konetné na obou strandch, zkritivie napied co
moznd, obdrzime

ar—K d '+ Ka ' —...+K

. F K, =0,

n—lak

coZ patrné plati pro vSech = hodnot (22) a nahraZuje se rov-
nici s jedinou nezndimou .

wr— K ot - Kot — ...+ Kz F K, =0,

jejimz FeSenfm se v8ak obdrzf » hodnot annullujicich (22), pred-
stavujicich tedy jeji kofeny,

A zde ptipojuje se nejpiirozenéjdim spisobem fundamen-
talni poucka z theorie algebraickych rovnic, jiz poprvé pfesné
7e oddvodnil r. 1799 Gauss, bylo v predchazejic{ slavnostni
piedndSce taktéZ podotéeno. :

Abychom i dalsich vzorcd zde vyuzitkovali, stanovme, Ze
rovnici 4. stupné ‘

‘ zt 4 px* tqx+r=0 (23)

vyhovuji hodnoty a,, a,, a,, takie soutasné platf
ai +pa; +4qa,+7r=0,

a, +pa; +qa,+r=0,
a; -+ pa; + qa, +r=0;

z téchto Ctyr rovnic moZnd vylouciti koéfficienty p, g, », nacez
vysledek eliminace zni

xt, 22, z , 1
4 2
al s Ay, @y, 1 __.O
4 2 1 -
az ’ az ? az il
4 2
Ay y Ay, Gy, 1

anéb rozlozime-li determinant podlé prvkd prvnfho Fddku,
@' (ala,1) —2*(ala,) 4 @ (ajail) — (alaia,) = 0.

Vyjddifme-li pak bhodnoty téchto determinantd mocninnych
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podlé vzorci predchdzejicich piisludnymni determinanty sestav-
nymi, obdrzfme, zkritivie spoleénym faktorem o,

K,, K K,, K
4 2 19 2 29 3
R T 1, K,

+ —K,K, =0.

Porovndme-li tedy s rovnicf (23), zjedndme si relace

KK, —K,=—p;
KK,—K,=+q,

K.K, —r,
zndsobime-li v8ak stejniny tyto, jak po sobé jdou, veli¢inami
K, K, 1
a sedteme-li-na obou strandch, vznikne
K} + pK] —¢K, +r =0, (24)

tedy rovnice 4.stupné, zniz plyne se zietelem krovnici (23), Ze
K =—(atatae) =g
jest téZz jejim kofenem, a Ze tu
a, +a,+a,+a,=0,

jakoz z rovnice dané jde zfejmé na jevo.

Podobné bychom obdrzeli pro rovnici
x® 4 px® 4+ qx* +re -5 =0, (25)
annulluje-li se veli¢inami
Ay, Uy, Gz, G,

plati-li tedy soutasné

a; + paj + qa; +ra, +s=0,

a; + pai + gat + ra, 45 =0,

a; + pa; + qa; + ra, +s=0,

a; + pa3 + qai +ra, +s=0,

“obdobnym vylouéenim koéfficientd p, g, 7, s
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2, z, 22, x, 1
a;, aj, af7 a , 1
a;, a,, ai, a,, 1 [=0,
a;’ ﬂg, a:zii a:l’ 1
a::’ ai’ a:’ a41 ]

anebo rozloZenim podlé prvki prvnfho ¥ddku a po pfiméfeném
zkréceni

K., K
1, K,

KZ’ K3
1, K,

K, ,

K, —
g KK =0

b — o®

+*

Porovndme-li pak tyto koéfficienty s pivodné danymi, ob-
drzfme relace
KK, —K,=—p,
KLK2 - K:; = + q,
KK, —K,=—r,
K K, =-+s;
zndsobime-li v8ak je, jak po sobé jdou, mocninami
K, K, K, 1,
a setteme-li pak na obou strandch, vznikne
K} + pK! — ¢K} 47K, —s=0,
coZ znamend, Ze
—K, =— (@, +a,+a,+a)=a
téz jest kofenem rovnice piedlozené (25), Ze tedy i tu plati

@ fa,+a;+a,+a,=0,
jakoz zndmo. ‘ ,

Jak by moznd bylo zjev tento z opacného hlediska pifmo
vyplyvajici zevSeobecniti, jde jiz ze dvou téchto piipadd zvldst-
nich ziejmé na jevo.

Koneénd budiz jesté poukdzdno k tomu, Ze zdkladni de-
terminant mocninny d, jak vzorcem (1) tu stanoven a ndsledu-
jicim souéinem alternujicim vyjddien, velmi dobfe slouzi k od-
vozeni poutky Borchardtovy, podle nfZ se posuzuje jakost ko-
fenii algebraické rovnice stupné n-tého.



120

Jestit ¢tverec determinantu mocninného determinantem
soumérnym, kdez prvky predstavuji soucty mocnin prvki danych
vedle vzorce

s=atfatbatt .. 4 at,
takZe plat{ vSeobecné
(@Yamamtt. .. a™t"=2) = (S,%emSemt2 « « - Samin-2)), (26)
a v naSem piipadé, kde specialisujeme, kladouce
m=1,
zvldsté se obdrif vzorec
(@ajayay . .. @) = (8,8,8, . - . Son—2) = . 27

A ponévadZ mocninny determinant na levé strané zde sto-
jlef vyjadiuje se znimym soulinem

n==(a, — a)%a; — a)*(a; —— a,)" . . . (an — an1)*,

bude podle toho
A, =11} , (28)

na ¢emZ pak zaklddd se poucka, Ze rovnice dffve uvedend mé
m dvojic sdruZenych kofend soujemnjch, obsahuje-li fada de-
terminantd vzorcem (27) stanovenych

4, 4,, 4,,..., 4,

m zmén znamének, jak pojem tento poprvé stanovil Descartes.
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