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0 zobecnéni poucky Hermite-ovy, k existenci
soujemnych korend rovnic algebraickych se
tahnouci.

.\'apsal\

Prof. dr. F. J. Studniéka. .

Jakoz jsem v piedchdzejici své predndSce piileZitostné po-
znamenal, poznd se pouhym pohledem na rovnici

x4tz +1=0,
Ze md kofeny soujemné, tedy tvaru
r=a+ b,
znd-li se ptisluSnd poucka Hermite-ova; predstavujif tu koéffi-
cienty ##f po sobé jdoucich €lend, totiz
1, 1, 1,

arithmetickou ¥adu stupné null-tého, jsou tedy z tohoto divodu
v pifsluSné rovnici dva kofeny soujemné. Znif zobecnénd po-
uéka Hermite-ova k existenci soujemnych kofent se tdhnouci
takto : , '
Predstavuje-li e po sobé jdoucich koéfficients
Am am—f-l, am—{-—z y oo ey Amtk—1
algebraické rovnice
+axrttax 4. ..t dua®+a. =0

arithmetickow 7adw stupné m-tého pro

m=k—3,
Jest z tohoto dtwodu
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k—m —1=2h

korenit jejich jakosti soujemné, takZe pti sudém % nutno, aby m
bylo liché a naopak.
V uvedeném piipadé zvlastnfm jest patrné

k=3, m=0, h=1.

Abychom dokdzali sprdvnost této dalezité poutky, nutno
ptedeslati nékolik zvldstnich poucek, na nichz se zaklddd, a tedy
pfedevifm vzorec, podlé néhoz se stanovi m-td difference arith-
metické fady pomoci ¢lend fady pidvodni.

A tu se uéf vtheorii fad rozdilovych, Ze moZnd si zjednati
k dané fadé ¢lent

Ay Gyy gy oo Wiy oo @
rozdfly da,, da,, dag, ..., dag, ...,
2 2 2 2
da,, d%a,, d%ag, ..., A%, ...,

.....

dma,, d™a,, 4™a,, ..., A"y, ...,

odettenfm predchdzejictho tlena od ndsledujiciho podlé vzorce
obecného '
day = A ray — A ay,

natez platf o libo;'olném ¢lenu prvnfho sloupce nasf soustavy
tadové™)

A", = A1 — M, A + Molm—1— ... Fa, . @) |
Jestli pak Fada pivodnf (1) stupné m-tého, jest
dray, =k, (p=1,2,3,..)
znadf-li & veli¢inu stdlou, a tedy
amtrg =0, (n=1, 2, 3, ...),
naceZ ze vzorce (2) vyplyne, obratime-li,

a,—ma,+ma, —...+ an;; =0. 3)

*) Viz Studnitka: ,Vieobecné tvaroslovi algebraické“, pag. 11.
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Jestli tedy arithmetickd fada (1) stupné p-tého, a napi-
Seme-li pod jejich (g -+ 1) ¢leni

my Ami1y Qmp2y ooy OAmig

binomické koéfficienty mocniny ¢ > p, bude identicky rovnati
se nulle soutet soulind, vzniklych zndsobenfm nad sebou sto-
jicich Elentd, vzatych s oznatenim stiidavym, tedy podlé vzorce
(8) téz

Un— @1m i1+ Gylmiz— oo Gmig = 0. 4@

Podlé toho jest na pf. u &lenii arithmetické tady stupné

druhého

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ...,
uzijeme-li binomickych koéfficienti mocniny cétvrté

1, 4, 6, 4, 1

a potneme-li ¢lenem tfetfm, identicky

1.9—4.16+6.20—4.36 4-49=0.

Jakozto praemissu druhou pak uvésti slusf poulku, podlé
nfZ se rozhoduje o pottu soujemnych kotend, schézi-li v pif-
slugné rovnici m po sobé jdoucich ¢lent, takze

| 2+ axn 4.+ a4 gt H4-a, =0,

k-+m
kterazto poucka, jakoZ zndmo, zni takto:

Jestli m Ctislo sudé, jest z déwodu tohoto pocet soujemnych
kofendt taktéz m; znadi-li v8ak m &islo liché, jest tento polet
m-1 stejné
{ m— 1 nestejné(’
jestli tedy pii soutasnosti svrchnich nebo spodnich znamének

, oznateny-li jsou ¢leny mezeru svirajict {

bud 4 ara™* + apyma® ™
nebo -+ apa** I apima™ ™ .

Podlé toho md na pi'.~ rovnice

xt—1=0
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Jjen dva soujemné kofeny; neb tu plati » = 3 a oznaenf Cleni
krajnich jest uestejné, totiz | —. Ale rovnice

2t+1=0
md C¢fvero soujemnych kofenti, ponévadZz oznaleni ¢lend ﬁrajnlch
jest stejné, totiz 4 - .
Ale podobnd rovnice binomickd
2"+ 1=0

md v obou ptipadech tu znamenim + vytéenych ctvero kotenit
soujemnych, ponévadz zde

m=4.
Koneéné nutno si na pamét uvésti, ze rovnice
J@) =0
obsahuje vSechny kofeny rovnice stupné niZsiho
p(2) =0
a vSechny koi‘eny rovnice stupné taktéz nizsiho
Y(x)=0,

jestli polynom rovniény f(«) soutinem polynomi podobnych ¢(x)
a 9P(x), plati-li tedy
J(@) = g() . ¥().

Majice pak na zfeteli tyto tfi praemissy, mizeme postupné*)
odvozovati platnost zobecnéné poutky Hermite-ovy takto:
Zngsobime-li polynom rovni¢ni

p@) =t P o fa@t =0 ()
na obou strandch linedrnim faktorem

1,!)(1‘) =z—1 ) (6)
vznikne patrné

*¥) Se zretelem ke étendi@m téchto listi volime zde tuto pristupnéjsi
formu induktivn{.
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J@) =14 040+ (a,— Da*—>+...,

z tehoZ pozndvdme, Ze dva po sobé jdouci Elenové tu schdzeji,
7e tedy rovnice odvozend

fl)=0

mé dva koreny soujemné; a ponévadz kofeny tyto neobsahuje
rovnice pomocni

P(2) =0,

soudime, Ze obsaZeny jsou v rovnici (5), u niz koéfficienty #74
po sobé jdoucfch ¢lenl predstavujf arithmetickou fadu stupné
null-tého. '

Kdyby pak bylo
@, () = b+ b= 4 b2 | k-3 - gt g0 L,
bude pii stejném ¥(x) patrné
f@=a"+0+04 0404 (e, — Dt 4...,
z tehoZ pozndvdme, Ze ¢yt po sobé jdouci tlenové tu schizejf,
a tedy soudime, Ze predloZend rovnice
P(2) =0,

kdez koéfficienty péfi po sob& jdoucfch Elend jsou velidiny stdlé,
a tedy ptedstavuji arithmetickou fadu stupné nulltého, obsahuje
Ctvero koreni soujemnijch.

A podobnym spisobem postupujice, ptichdzime k obecné
poudce, Ze rovmice

2(x) =0

obsahuje 2k koreny soujemné, predstavuje-li (2k -} 1) koéﬂiciehtﬁ
Jejich arithmetickow Fadw stupné null-tého.

Jdeme-li déle, piedpokladajice rovnici
9(x)=a*+tazt! +(2a —1) 2* 2+ (Ba—2)z* 2t aab* ..., (T)
kdeZ koéfficienty prvnich &tyi ¢lend, totiZ

1, a, Qa—1), (3a—2)
7*
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predstavujf arithmetickou fadu stupné prvéko, zvolime za druhy
faktor _
Ya)=(@&—1)’=a?®—22x + 1,

naéez znasobenim obdrZime

flm) = 2+ 4 (@ — Dbt 0404 ft—* 4.,

z ¢ehoZ patrno, Ze rovnice tato, postridajic dvou, po sobé jdou-
cich ¢lend, md dva kofeny soujemné, any nejsouce obsazeny
vV rovnici pomocné

(x—1D?=0,

piislusf druhé rovnici zde obsaZené, totiz (7). A tim dovozena
vlastni poutka Hermite-ova.*)

Podobné by objevilo se étvero annullovanych ¢lenét v od-
vozené rovnici

f®)=0,

kdyby Sest po sobé jdoucich koéfficientd polynomu ¢(:) pred-

stavovalo arithmetickou fadu stupné prvého; a vSeobecné by se

takto dovodilo, Zze obsahuje rovnice (7) z tohoto divodu 2k ko-

fenl soujemnych, predstavuje-li (2k — 2) koéfficienti po sobé

jdoucfch ¢lend arithmetickou fadu stupné prvého.
Postoupime-li-jesté o krok ddle, kde

o(z) = ajxt + a, b4 a0k 24 a2 34 qpt L. bae, (8)
kdez koéfficienty péti po sobé jdoucich tlend
a, &, a, 43, a

predstavuji arithmetickou fadu stupné druhého, bude piedevsim
podlé vzorce (3) identicky

a,—3a, +3a, —a, =0,

a, —3a, +3a;—a, =0,

takze zndsobime-li g(x) polynomem binomickym
-*) Nejslavnéjsi tento mathematik dnesni Francie podal r. 1842 pouhé

znéni této poucky ve zvldStnim pripadé tomto do ,Nouv. Ann. de Math.“
1. pag. 385.
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Y@) =@ —1)°=2°—3x* +-32—1,
obdrzfme patrné
f(®) = a @ t? + batt? + byttt 00+ bat2 ...,
z tehoz pak soudfme, Ze rovnice odvozend
f(x)=0 ©
a tedy i rovnice ptvodni
g(r) =0

méd dva kofeny sowujemné; vyznam koéfficientd b, jest pfi tom
arci lhostejny.

Z tehoz pak podobnym splisobem se dovozuje ddle, Ze
rovnice (8) obsahuje 2k kotend soujemnych, predstavuji-li koéf-
ficienty (2k + 3) ¢lenit po sob& jdoucich arithmetickou fadu
stupné druhého.

Na tomto induktivnim zékladé moZnd konecné sestaviti
Fadu zdvérkd tuto: Predstavuji-li koéfficienty rovmiénich Eleni
po sobé jdoucich

3 arithm. fadu st. O-tého, md rovnice 2,

4 » £l ” 1-niho ) » » 2 )

5 » » » 2, O-ho, » ] 2, 4,

6 " ] » 3,1 PEEIE) " 2, 4.

7 n ” » 4’ 2 0 ]0” ” 27 4’ 67

8 » P ” 5’ 5 1‘ » » » 2, 4’ 61

koo, o » k—m,m>3 meirovn 2,4,6, , 2h

koreni, soujemnyjch pouse z diwodw tohoto; neb ve zvldstnich pii-
padech, kde % jest Cislo liché, miize se jich vyskytnouti vice,
jakmile bud oznalenf krajnich Elené v rovnici (9) jest nestejné
anebo jakost jinych koefficientd dal3f soujemnost kofent poa-
miiluje. Podlé toho m4 na p¥. rovnice

x4 4 28 —22° — 3zt — 42 — B2’ + Tx — 8 =0

nejméns ¢fvero kotent soujemmych; dva jsou nutné rediné, po- -
névadz samostatny €len (—R) této rovnice stupné sudého mé
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oznateni negativni, nerozhodnuto tedy pouze o dvou kofenech
splisobem timto.

Kdybychom- vSak chtéli deduktivné si zjednati zobecnénou
poucku Hermite-ovu, zndsobili bychom

¢ () = agec* 4~ a,x*1 + a,2b 2 ... (10)
S pomocnym polynomem
Y@ =@—1)"=a™—ma™* t+mam?—...+1, (11)
naeZ by vznikl soutin
F (%) == byocb+m |- b aktm=1 | b ghtm-2 | ppitmon 4 (12)
kdez by o koéfficientech téchto novych platilo

by =—an —man— FMya—y — Mg+ ... Ay ,
bati = Gui1— M@+ Mylny  — Mgz + . .. & Gy,
bn+h = Qu{n— M Agp—1 + MyApt-h—z — e + Apf-h—m o

Priméfenou volbou stupné arithmetické fady, jiz pied-
stavuji koéfficienty funkce (10), jakoz i mocniny pomocnou
funkei (11) urcujfci, docilf se pak snadno, Ze podlé vzorce (3)
annulluje se v rovni¢énim polynomu (12)

2, 4,6, ..., 2h

po sobé jdoucich élend, coZ pak jest znamenim, Ze tolikéZ ko-
fenl soujemnych z fokoto divodu ¢itd rovnice pilivodni

@ (z) =0.

A z obecného pravidla tohoto plynou pak piimo vSechny
zvlastni, dfive tu o sobé odiivodnéné poutky, mezi nimiz i.pi-
vodni theorem Hermite-tiv.

Dodatek prvy.
V témze Casopise, v némZ uvefejnil mlady Hermite svou
- thesi, podal pozdé&ji a to ve sv. 4. fady 2. pag. 79 Faure trochu
obecnéjsi{ poutku podobnou, Ze totiz rovnice
F@ao+F@+t+1)am?! +F@+2)a™2+...
+F(@a+m)=0 (13)
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obsahuje koieny soujemné, znaéf-li symbol F (a) algebraickou
raciondlni celistvou funkei stdlé a, jestli tedy obecné o

F(a) = b, a* 4 b,a** + bya*—2 | ... + by, (14)
a pfi tom zdrovenh plati
F<<m—2. (15)

Uvdzime-li, Ze rovnice (13) obsahuje koéfficientd (m—-1),
jez podlé vyznamu (14) a podminky (15) pfedstavuji arithme-
tickou fadu stupné o 3 neb vice jednotek niZ$fho, pak podiizuje
se tvrzenf Faure-ovo zcela nasi zde zobecnéné poutce.

Dikaz, ze koéfficienty
F@, Fat+1), Fa@+2, ..., Flatm

ptredstavuji v tomto pfipadé mathematickou fadu stupné k-tého,
jejiz postupné difference jsou derivace

F(a, (@, F(@), ..., F®(a),
vede se i pomoci poutky Taylorovy zcela snadno.
Dodatek druhy.

Pti odvozovinf poucky Hermite-ovy uZfvali jsme pomocné
funkce ' '

P (x) = (x— 1)™,

abychom v polynomu f(z) si mohli zjednati telnou volbou
mocnitele m tolik se annullujicich ¢lent po sobé jdoucich, kolik
se dovolovalo poitem koéfficienti polynomu ¢ (x), predstavu-
jicich arithmetickou fadu daného stupné.

Tého# prostiedku moind viak ufiti téZ p¥i pomocné funkei
P () =2 —c, A

aby se annulloval sudy polet clend polynomu f (x).
Jestli totiz, jako prvé, obecné

@ (%) = agxf + a,2b ! - a2t 4 agxt3 ... fay,

vznikne ndsobenfm zde uZivanym
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S @)=ao**'+-a,

—ca,

z*4-a,
—ca,

a1 4 a,

—ca,

x‘"+...+ak

—_— . .= CAg—1 | — CA,

nacez annulluje se dvé ¢lend, plati-li

a, = ca,,
a, = ca, — c%a,,

z ¢ehoZ patrno, Ze rovnice naSe bude miti dva kofeny soujemné,
predstavuji-li ¢ po sobé jdouci koéfficienty jeji 7adw geome-
trickou.

ay, ca,, c%a,.

Kdyby se annullovaly jesté dalsf dva Cleny, tedy soucasné
jesté bylo

—_— — 3
a, = ca, — c*a,,
— — 4
a, = cay — c'a, ,

vzniklo by v odvozené rovnici ¢fvero po sobé jdoucich null, coz
by podminovalo &tvero soujemnych kofend.
A vSeobecné se takto dovozuje, Ze rovmice
9 (x) =0

md 2k soujemnych korenti, predstavuje-li (2k -+ 1) koéfficient
kterychkoli élenit po sobé jdoucich geometrickow Fadu

Qpy Cap, Cap, ..., c*a,.
Podlé toho md tedy na pf. rovnice
2 —ax? 4 a'r —b=0

dvé kofend ‘soujemn)’rch, ponévadZ koéfficienty prvnich ti¥f po
sobé jdoucich tlent, totiZz

17 — a, a“’
ptedstavuje fadu geometrickou, kdez stdly pomér jest
c= —a.

Ostatné potvrzuje okolnost tato i zjev mnohem blizf.
Jestif zndmo, Ze v tomto piipadé
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a=ea, + &+ e,
a* = a0, + a0y + 50,
znaéf-li tré kotent predloZené rovnice kubické
@y Gy, G

A tu vede koéxistence dvou téchto podminek k relaci
snadno odvoditelné :

2
39

jiz patrné vyhovéti 1ze pouze &fsly rdzu soujemného; a ponévadz
koéfficienty rovnice ptedloZené jsou éfsla rdzu redlnfho, nutno,
aby dva z téchto kofenti mély rdz soujemnj a sdruZeny, tedy
bylo na pt.

2 — 2 2
@ =——a —Qa, -«

o =p+ qi};
ay —=p — qt,
nateZz pak vyplyne relace
@ =2(g* —p) — &

tsly realnfmi, jakoZ patrno, snadno splnitelnd.

0 zakladnich vlastnostech determinantit moc-
ninnych a jich upotiebeni v theorii rovnic
algebraickych. |

Napsal®)
prof. dr. F. J. Studnicka.

L.
Sestavime-li z » rtznych prvkd
Ay Qgy gy o ooy @

n fad po sob& jdoucich mocnin

*) Poprvé &dsteéné uvefejnéno ve ,Zprdv. kr. é. spol. nauk® r. 1896,
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