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t. j. differencidlni pomér skaldru ¢ dle vektoru r ve sméru s jest

vektor téhoZ b&hu s, jehoz skaldrni dsti jest %;—’

(Pokracovini.)

Nékolik poznamek o determinantech.
Napsal K. Petr.

L

Nejprve chei poukdzati na zcela jednoduchy a pokud mi
zndmo dosud nepov§imnuty zplsob, jak lze odvoditi vztahy mezi
determinanty utvofenymi z elementii matice uréité hodnosti w.
Rikime, ze matice
=1 2,...m»
k=1, 2,...m
jest hodnosti u, jsou-li v8ecky determinanty | a, | stupné vys§siho
nezli u-tého rovny nulle a je-li aspoii jeden determinant | a.. |
stupné ¢ od nully rdzny.

Vysettujme, jaké jsou vztahy mezi determinanty stupné
p-tého. Za tim ulelem vezmeme v tvahu tento determinant :

Aik §

Qirjry Firjey « + « Firjyy Ty Qiykyy Toligkyy « o« TyQigky,
Qigjry Qigjay « « -« Rigjyy Ty Qigkyy TyQigkg « » - Ty Qigky,

-------- « s e e s+ o e e e e

D — ai”,'l, aiﬂ,-z, o e a,-”,-ﬂ, xla,-#k,, xgai‘uk27 ce .x”a.-ﬂk”
Qujiy Qijey -+ - Wyjyy YOk, YW kg -+ - YAuky,
Mgjiy Qgjoy -+ - Mgjyy  YWigkyy YQigkgy - o« YAuk,

.....

Qyiny Quyigy « » Quyiyy  YBigkry YWykyy o o YAk,
Tento determinant na zdkladé supposice, Zc matice ax jest

hodnosti y, a vzhledem ku Laplace-ové vété rozkladné jest rovny

nulle, kdyz y = x,. Ze stejnych pfitin jest rovny nulle i pro

y = z. Ponévadz pak jest to polynom p-tého stupné, jest nutné

D=A@y —x) @y —-2)...(H—2,),
kde A jest nay (a rovnéz na z,,..., r,, jak snadno nahléd-
nouti) nezivislé.
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Vypotteme-li tudiz soulinitele, jimiz v daném determinantu
jsou ndsobeny rizné vyrazy (— D** y*z, z,, ... Lr, o (ry,
7y, . . . riznd &isla z fady 1, 2, ... u), dostaneme pro tyto sou-
Cinitele vyrazy vesmés sobé rovné a obdrzime tak radu vztahd
mezi determinanty stupné p z dané matice. Nejjednodusdi a
také nejdilezitéjii vztah plyne ze srovndni koefficientd &isel y*
a (— 1)*z, x, ...z Dostdvime tak, zavedeme-li pro struénost

oznateni
(il, Ggy i
Jis Jay e+ -J
tento zndmy vztah
C:l’ @:“’ s i.u) [ lza---l,,, _< U, im'--iﬂ) by oy -lp *)
(B2 PR (knkw'-- kyy ko ook Juy Jas .7
Vztahy ostatni z porovndni koefficientd isel y*, — y*~'z,,
¥y a, Z,, . » . plynouci lze psdti v tomto tvaru

({,, o) (e Lo Ly
J1y J2y » - '.7,4, \kl; kz; .. -k‘“
z z:l’ ,{Q’H'i""'iu)(l" by - Lu Y. =12, ...
'(JI’J”"'kl"-j,u, jﬁkz;---kﬂ’ r y 4y w

2(’5” 7{9)---7:)-,...?:,,.-.’&."‘ l17 l2, l37"'l,u .
PEAV P S N SRR ) A W A SO % L

rns=L1,L2 ...u;r=s

|i Qirjyy Qirjgy « » « Firjy
’ Qigjyy Qigjay + + « Rigjy,

Figjry igjry « =+ Aigiyy |

Il

Il

*) Jdestlize dand matice jest symmetrickou, t. j. jestlite au = aw,
méme ihned specialisovanim

i, i,,...iu) (11, lgs oo Uy _(i,, is ..i,l)’_ ®
iy dgs e du) \lyy by oo ) T\l 1y o1, )0

pro symmetrické matice jest totiz, jak bezprostfedné jasno,

TR PR AN Z T S
lyy gy oo il —(.,, igy e in)”
Z (p) pak nisleduje pro formy kvadratické dilezitd véta, ze hlavni

subdeterminanty stupné » u matice hodnosti # jsou, pokud jsou od nully
riizny, vesmés stejného znaménka (pfi redlnich aw).
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Jest jasno, ze téZe methody, jako bylo prdvé uzito k od-
vozeni bilinedrnich vztahd mezi determinanty stupfit u-tjch,
Ize pouZziti k odvozeni bilinedrnich vztahd mezi determinanty
stupné w, a determinanty stupné u,, jestlize jenom y, 4 g, > u.

IL

Na druhém misté hodldm ukdzati, jak lze zevSeobecniti
jistou vétu determinantni uvefejnénou od G. Radose *). Zevse-
obecnéni toto jest vSak zdroveil jejim zjednodusenim.

Nejprve dokdzi vétu Radosovu ponékud jinym zpisobem.
Budu se opirati p¥i tom o nékteré zndmé a zcela elementdrni
véty o linedrnich substitucich, jez ihned vyloZim. Linedrni trans-
formaci

h=anx, f anr, + . o Ftmry; E=12,...0n 1)
budu znatliti zkrdtka ’
y = A (x).

Pti tom budu o této substituci pfedpoklddati, ze determinant
jeji | ax | jest od nully rizny a tento piedpoklad nechf plati
o viech linedrnich substitucich, jichZ v ndsledujicim budu uzivati.
Uziji-li na proménné y; novou linedrni substituci

2= B(y), (2)
aneb jinak psdno: -
s =buy; + ... F b k=1,2,...n
a dosadime-li za y; z (1), vidime, Ze jest mezi zx a x; vztah
2=C@), Zr=cux + ...+ s, k=1,2,...m, (3)

kde
Cw = by 011 + brgan + -« . F bnan, k, 1 =1,2,...0n (4
Pfi tom plati pro determinanty z koefficienti ci, br, ai

relace | cu| = | bw| | an|; tento vztah s pomoci (4) at také sta-
novi zpisob, jak dojdeme k soutinu dvou determindntii; forma

*) G. Rados, Zur Theorie der adjungierten Substitutionen, Math,
Annalen 48. sv., str. 417. Srovnej téz: W. H. Metzler, Compound Deter-
minants, Americ. Journal of Math., Vol. XVI. str. 131.

21
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soutinu nechf v ndsledujicim vZdy jen rovnicemi (4) jest uréena,
pfi temZ ovSem jest forma vysledku zdvisla téZ na potddku Ci-
niteld. O substituci C fikdme rovnéz, Ze jest soutinem substi-
tuci B a A piSice C = BA.

Zavedenim novych proménnych do (1) substituci

z2=T&) [xr=tud, + ... 4+ tadn
y=T@) \pr=tu¥y + ... + tusn
dostaneme snadnym poltem vztah mezi y" a 2/, ktery lze na
zdklade pifijatého oznaceni psiti ve tvaru

E=1,2,...n (b)

y =T AT (). (6)
A tu plati, jsou-li kofeny u,, u,, ... u,, rovnice
Ay — I, Qrgy =« - G
QAgyy oy — &y -« Qon
=0, (1)
(1 An2 oo gy — &

anebo jinak pséno, rovnice
) _ 0 =0, pro : = £k,
| @ik dmx l - O’ J;k = 1, pro ’l: 7»",

tisla vesmés riznd, Zze substituci (6) lze ddti vzdy tento tvar
Yei=wzh; k=1,2,...n%) (8)
Vétu tuto lze vysloviti téZ tak, Ze k determinantu | A |
1ze udati za uvedeného pfedpokladu dva determinanty | 7’|,
| T-1| takové, Ze soudin | 7—'| .| 4! .| T| utvoteny podle pii-
jatého predpisu md prvky, nachdzejici se mimo hlavni diago-
ndlu, vesmés rovny nulle.
Mimo substituci tvaru (1) vezméme v tuvahu (s Radosem)
jesté substituce k (1) ptidruzené. Tyto dostaneme z (1), uva-
Zujeme-li m tad ¢isel (m = n):

v, v Ly a zdroved b, 22, ... ", k=1,2,...n;

kde vesmds ¥ a 20, k=1,2,...m souvisi tymiz vztahy

*) Dikaz této vety jest zcela snadny, viz ku pf. Jordan, Cours
d’Analyse, 2. vyd. sv. IIL. str. 170 a ndsl.
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jako yr s ax v (1). Sestavme viecky kombinace m-té tiidy
z n sel 1, 2, ... n v fadu (libovolné) a oznatme jednotlivé
kombinace fadovymi ¢islovkami 1., 2., ... N-td = (7,)-td. Budiz
e-t4 7z téchto kombinaci », », . .. 7, a poloZme

oM M (1)
[z, 2., . .. @,

|
(m) (2) 2) (2) C
XMW=l a1, ..., )

i‘ () (ue) (m)
[y Ay ey

a podobné definujme Y."’. Pak plyne ihned z Binet-Cauchy-ovy
véty o subdeterminantech determinantu utvofeného jako soutin
dvou determinanti

(m) __ () (m) (m) (m) (m) (ney —_—
YW =a X" 4oy X 4. 4 ad WX, e=1,2,...0,

(10
pii temZ jest
|’ Qrysyy Qrysgy - oo iy,
,,{j'f":: Wrysyy Argsyy « o - Crysy, | (11)
i a,‘mm (l,-m,,w Coe (l"nr“m
je-li f-t4 kombinace s, s, . . Su.
Substituci uréenou rovnicemi (10) budeme psdti takto
Y = A (X); (12)

znai pak oviem A®™ substituci 4 samu. Sestrojime-li podobné
substituci B™ pridruZzenou ku (2), dostdvdme bezprostiedné jako
disledek Binet-Cauchy-ovy véty svrchu jiz uzité tento pro nds
fundamentdlni vysledek

(BA)™ = B™A™, (13)

Necht zna¢i nyni 7' substituci tak volenou, aby vztah (6)
byl tvaru (8), pak dle vztabhu (13) prdvé dokdzaného bude
(T—1)m , A , T piidruZzenou substituci k substituci (%) a
bude tudiz tato substituce miti tvar

lm =.“LM) Xém); P 1, 2’ I ]\T; (14)
pii temz
‘ugm) — ‘uTl ‘ur2 . (14’)

Dt

jakz dosazenim do vyrazu pro ¥.™ ptmo plyne; jest tedy sub-
21*



316

stituce pfidruzend k (8) téhoz tvaru jako (8). Z vyznamu viak

“sel w, p™ plyne vsak ihned véta:

Jsou-lv kofeny rovnice

Op=—0, pro i=~k;

Sa=1, pro =%k
(15)

[(lik——()‘ikx|:0 ’i, k:l,?,‘..n,

riznd cisla @y, Wy . . fy,
Jjsou kofeny rovmice
(m) — —_ . Oy = 0, pro e if)
|asy — Oz | =0 ¢ f=1, 2,... N, Sy=1, pro e = f
(16)
Tim jest véta Radosova dokdzdna. Zpisob vé,ak, jimZ jsme
dikaz provedli, umoziiuje nim zcela snadné zevieobecnéni. Nej-

prve lze ji rozifiti na rovnice tvaru

éisla w

bx =0, pro i= k;
b = v = 0.
(17)
Tuto rovnici pfeménime ihned na rovnici tvaru (15), dé-
lime-li elementy /Z-tého sloupce v; = biu. Tim obdrzime rovnici

|aw —bax| =0, 4 k=1,2,...n,

Oir =0 pro ) \< k,

la'a —dax| =0, 4, k=12 ...n sx=1 pro i=F,
ke a'p= 2% aw
ik — 'Vk.

Uzijeme-li na tuto rovnici (za potfebnych supposic pro
tisla a'sx) véty Radosovy, zndme ihned kofeny rovnice
0y =0 pro e=f
0y =1proe=>/.
(19)
Nésobime-li vSak f-ty sloupec v determinantu na levé

v,, = v, nezménime

7(m)

|&’ — 8| =0, e f=1,2 ... N

strané této rovnice Cislem v, ., ..
kofeny rovnice, rovnice pak dostane tvar

m, m b‘e"'”::O 0 ¢ =
o — b 2| =0, ¢f=12,...N b‘i‘)——v‘"}’) <f
ee — Ve

(20)
a mé-li tudiz rovnice (17), resp. (18) kofeny u,, tty, . « « thn, M4
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rovnice (20) kofeny u l’"’, a oo, (i temz se pledpo-
klddd, ze u,, w,. ... u, jsou &isla riznd).

v

MéjmeZz nyni rovnici
law — bapz | =0, 1, b=1,2,...n; (21)

kde pro ¢isla s, b neni Zddného omezeni, vyjma to, Ze ko-
feny této rovnice jsou mezi sebou riizny a rovnéZ kofeny rovnice
§p =0 pro i<k
Sp=1 pro i=21F%
(22)
jsou mezi sebou (a od nully) rizny. Pak dle piedchdzejictho 1ze
nalézti dva determinanty | 7|, | 7’| (patiici k jisté substituci
a” k substituci reciproké), jichz elementy jsou zdvislé pouze na
ba, Ze soutin determinantii

[T aw —bax| . | T, i, b=1,2...n (23)

| b — Onzx| =0, &, b=1,2,...m

bude determinant, jehoz elementy budou rovnéz linedrni vyrazy
v x, aviak koefficienty ¢isla « vyjma u elementd v hlavni dia-
gondle vesmés budou rovny nulle a podobné vyraz

L (" . e — b2 T, e f=1,2,...N (24)

obdrzi soulasné tvar levé strany rovnice (20) vzhledem ku
vztah@im vyt¢enym rovniei (14) a (8). PonévadZ pak rovnice (21)
a rovnice
laf — bz | =0, ¢ f=12 ..\ (25)
maji tytéz kofFeny, jako rovnice, které dostaneme, polozime-li
vyraz (23), resp. (24) rovny nulle a ponévadz tyto rovnice maji
k sobé& vztah rovnic (17)a (20), jakoZ i jejich tvar, plati pro kofeny
rovnic (21) a +2D) totéz, co plati pro kofeny rovnic (17) a (20,
totiz: Md-1i rovnice (22) koreny vesmés razné (,, Uy, . . .y,
md rovnice (25) koreny @), uS”, ... ux". Véta tato jest ome-
zena je§té poZadavkem, ze kofeny rovnice (22) maji hyti mezi
sebou a od nully rizny.
AvSak toto omezeni i druhé, jez podobné tykd se riznosti
kofend rovnice (21), jest zbyteéné a lze je odstranit, jak ihned
sezndme, a vyslovime vétu odvozenou v tomto definitivnim tvaru:
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Jestlize
lawz + bay | = IlY(a,x +pw); LEI=12,...n (26)
jest '
laP s+ 67" y | = L@ 2+ 8793 0/ 5 =1, 2. N (20)

PFi tom necht ustanovuji ukazatelé e, f, g tyto tii kom-
binace m-té tiidy z ¢isel 1, 2, ... % 7, 7. ¥, S Spevs S
tyty .o s Cislo o} urteno pak jest rovnici (11) a zcela

podobnou &slo 257, Pro o, " pak jest

“.f/m) 0 Gy . .0 /‘ém) =Pubr. .. B, (28)

m?

Véta praveé vyslovend jest zcela jednoduchd pieména ze-
vieobecnéné véty Radosovy, i domnivdm se, Ze neni tfeba touto
pieménou obsirndéji se zabyvat., Levé strany rovnic (26) a (27)
jsou formy stupné », resp. N. Aby mezi témito formami byly
vztahy vyjddfené pravymi stranami rovnic (26) a (27) pii
obecnych hodnotdch Cisel @i, bi (t. j. pii hodnotdch ai, bi, pro
néZz nenastdvaji jisté svrchu vyjmuté piipady rovnosti kofent atd.),
k tomu jest nutno, aby mezi koefficienty téch forem stupné n,
resp. .\ byly splnény jisté vztahy. Tyto vztahy jsou nutné
vztahy identické *), zlistdvaji tudiz sprdvnymi, i kdyZ nabudou
kocfficienty au, bi dosud nepfipousténych hodnot a véta vyjslednd
zhstiaed pro kaZdy systém hodnot aw, by sprdrnou.

II1.

Vét predchdzejictho odstavee 1ze riznym zpisobem pouziti
k odvozeni Eetnych vét o determinantech. Poddm nékteré piiklady.
1. Budtez dény dvé formy

| awz + bay| =I(wzx+ py) 4 kh1=12...0n (29)
(

[Cipn @ + dipiny | = Wy a4 8, 9) 7, 0, V=1, 2,000
" (29)

*) To jest, dosadime-li do téchto vatahit za %, 55" a provedeme-li

potiebné operace, dostaneme identitu.
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a utvorme determinant

Mat. (asx + b ) : I\ul]y
- (30)
Nully Mat (cz,;c 12+ digey )

Tento determinant rovnd se soudinu levych stran v (29) a
(29). Uzijme na determinant onen véty ptedchdzejiciho odstavce
pro m=—2. Kombinace drahé tf¥idy z ¢isel 1, 2,...n, 1", 2"... %/,
sestavme v toto potfadi

@) vSecky kombinace druhé tiidy ¢isel 1, TR

h) vSecky kombinace druhé tiidy tisel 1’, 2’, Y

¢) vSecky kombinace druhé tiidy takové, ze prvni prvek
jest jedno z ¢isel 1, 2, ... n, druhy pak prvek jedno z éisel
1, 2,...n

1

Pak, jak snadno seznati, determinant pfidruzeny ku (30)
pro m = 2 nabyvd tohoto tvaru:

Mat. (a(g) z 4+ Z)E}")y Nully

:i{ Mat (0§2if’1x+d fﬂ/)

Nully %Mat. (airciy 1y +badi z1Y)

bloupcu (1)q - (7)) ',

(31)

Determinant tento v3ak rovny jest soutint t¥ determinanti
a opétnym pouzitim véty odstavce piecdchdzejictho nabyvdme
véty, Ze

] @ik Ciryiey X+ b gy Y | == {{‘(“l?h x4 o y);

Lk 1=12 ...0n;¢, ,U,=1,2,...%,. (32

Pii sestavovdni determinantu na levé strané jest o to pe-
Covati, aby vSecky elementy téhoz fddku pattily k téze dvojici
(7, ¢';) a elementy téhoZ sloupce k téze dvojici (%, #’,); pak aby
po¥adi dvojic (7, ¢/,) ptifadénych k F4dkim 1., 2., ... n.%/;-tému
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bylo totozno s pofadim dvojic (%, %",) pfifadénych ke sloupcam
1, 2, ... n.%-tému.

Z rovnice (32) ku pf. plyne srovndnim koefficientu moc-
niny z™1 na obou strandch, se zietelem ku koefficientim z,
resp. z* 1 v rovnicich (29) a (29") vztah
| acinry | = aw ™. | cigny |75 i',.l,k']: ; i’,, 22’, /;l;r, :

véta to Kroneckrova.*)

2. Srovndnim koefficientd rdznych mocnin x na obou stra-
ndch rovnic (26) a (27) plynou podobné rizné véty determi-
nantni. Zvolme siku p¥. by = 0, jestlize k = q; (¢ < n, ¢ = m).
Uspotddejme pak kombinace m-té tiidy z cisel 1, 2...n, Zze
nejprve sefadime vSecky kombinace z &isel [, 2, ... ¢ a potom
viecky kombinace ostatni. Pak by = 0, jestlize £ > (¢)u. Sou-
tinitel vyrazu " @my'?w na levé strané rovnice (27) jest tedy
determinant

{Ayl, & f=1,2, ... N,
kde A, =%, kdyz f < (@)u, Ay = aef’, kdyZ f — (@

Uvédzime-li je§té, ze forma (26) obsahuje jako linitel a"—¢
a ze tudiz mizeme Kldsti g, =g, = ... =iy =0, ¢, = @,
=. .= a, =1, dostaneme po snadném poltu vztah

b,‘ . b]q, af',q+1 « o Uyn K(q —_ 1),,,_1

e e
P I P I P i

/. bnq, Ang+1 + « « Onn ‘
e, f=1,2 ...N, 4, k=12 ...n

*) Citat dle Encyklopaedie der math. Wiss. 1. A 2, § 22, sir. 40;
franc. vydani str. 99,

Dilezitost, jakd se na tomto miste vete Kroneckrové ptiklidd, zda
se mi ostatné neoprivnénou; vskutku neni Kroneckrova véta nez zcela
zvl4stni pfipad vety Frankeovy. Tato jest, uzijeme-li oznacteni textu,

(m) (—1),,__ k=1, 2,...n;
lag |=1az| ™75 o f=19,...N

Z této vely (kterou snadno dostivime za (26) a (27) porovninim
koefficientd u x» a x¥ na obou stranich) obdrzime Kroneckrovu tymz
posiupem jako jsme dostali (32) z (26) a (27).
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7. této véty specialisovdnim bychom dostali snadno riazné
zndmé véty o determinantech z determinantd.

3. Pouzijeme-li konec¢né véty odstavee piedchdzejiciho pro
m = n — 1, dostivime, oznatime-li minory v determinantu | |
piislusné ku «; a délené determinantem || znatkou ey a mi-
nory v determinantu | b | délené |bx| podobné i, téméi hez-
prosticdné

|Zaw 4+ ybou | = |aw| . bl . 2B fyonl|; 6, k=1,2,...n

coZ jest zndmd relace Siacciova*), ktery ji pouzil na odvozenf
véty pro determinanty orthogondlni (zevSeobecniv zndmou vétu
Brioschiovu).

(O thermodynamice deji neprevratnych.
Napsal Dr. Jos. Theurer, professor montanistické vysoké skoly v Pribrami.
(Dokondceni.)

9. Pojem ‘entropie viibec.

Pojem entropie, jejz zavedl ve védé R. Clausius na zikladé
studia déji prevratnyjch, zaveden byl jako pojem Cisté mathe-
maticky. V thermodynamice dé&ji prevratuych ukdzalo se, Ze

2

veli¢ina df) neni uplnym differencidlem, nybrz ze / d) zdvist
1

na cesté, kterou pracujici hmota se z poc¢dtetného stavu _1¢

do kone¢ného stavu ,2¢ dostane. Uplnym differencidlem jest

viak velitina d—j?,

jici hmota pfijala (neb odevzdala) mnozstvi tepla d@; proto

kdez T' znali absolutni teplotu, pfi niz pracu-

f TTQa pokud se tyce déje neuzavieného, zdvisi pouze na stava

potdtetném a konelném, nikoli viak na cesté, kterou déj se
konal. Z téZe piitiny tyz integrdl, vzat pro prevratny déj uzavieny
(kruhovy), rovnd se nulle. Velitinu, jejiz differencidlem jest vyraz

*) Atti Accad. Torino 7. p. 772, Annali mat. pura appl. (2), 5 (1871,3);
cit. dle franc. vyd. Encyclop. 1. 1 str. 117,
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