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Methodicky prispévek k theorii funkee Gamma.
Napsal

Vilém Jung,
professor c. k. stitni primyslové §koly v Praze.

(Dokonéeni.)
4.
7 rovnice (14) odst. 1. plyne

(58) log F () = log f (2) +log I'(2),

tak Ze na zdkladé rovnice (11) miiZeme psdti, berouce zfetel
pouze k hlavni hodnoté funkce logarithmické,

(68’) log I'(z) = Z [(z — 1) log d + 1 — log it%—i] .

Touto rovnici rozvinuje se hlavni hodnota funkce logI'(2)
v nekonefnou Fadu logarithmd, kterd konverguje absolutné a
stejnomérné pro kazdé konelné z, vyjimajic mista z =0, — 1,
—2, ..., jak bylo jiz z predu ukdzéno.

Derivovdnim rovnice (13) dle z obdrzime po kratké dpravé

(59)

_ml_‘fw[]"gm 2.1 +k— 1]

z ¢ehoZ pro 2 =1 vychdzi
25
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R
(60) ri=— ilfm [,;1 + —log m] .

Z rovnice (6) plyne pro limm — + oo
I''(2)

’ I'(z+m) I'"(1+m)
r =W +mllf.lw[r(z+ m) 1“(1_{_7,7)]

&l 1
15—

Na zdikladé rovnice (59) mozno psiti*)

*) Budiz » kladné &islo celistvé hovici podmince |z|<» <|z|{4 1.
Volime-li m tak velké, aby m > », plati

m

m
= ! == !
e k) tk+z—1) [Z 7 (m+k(m+k—1—|z])
m—1 m—1
<> S R, SR

T e e R TR

Polozme m —»=—p, potom jest pro limm =+ o také limpu =+ «.
Obdrzime tedy

i ’ + o
lim X ! 1

< lim X
m=top, \m-tk)mtk+z—1) U=+ g u—+-k)

1721
< lim — 3 —= lim ==o,
pu=+oo H ;2 =+ 4
nebot

1 )22 ____l_
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I'iez+m) I'(1-+4m)

li —
m:“-]{-lgo re—+m)y I(1+ m)
, \ 1 \IR!
=1 log m — — log o
i, L 8™ kZ: e+m—+k—1 logm + §1m+kJ

m

: 1
=(— 1) lim —_— B =0,
( )m:+oo]§1 (m—+-k)(m +k+2—1)

pfi Cemz béreme zfetel pouze k hlavnim hodnotém funkei loga-
rithmickych.

Ndsledkem toho obdrzime*)

re . o1 1
I (2) =T (1)+}.J (%mzﬁ—m—-l)'

m=\1

(61)

*) Rovnici (61) lze odvoditi primo z rovnice (18), v niZ vyjadiuje se
1 v v, . « .
funkce ny nekoneénym souc¢inem v celém koneénu absolutné konvergentnim.
Logarithmovdpim této rovnice obdrzime
4+
- . s |2 ( EAYE
log I'(z) — — Cz —logz+ = [m log(l +— )],
m=1
nekoneénd rada na pravo konverguje absolutné a stejnomérné v celém ko-
peénu, vyjimajic mista z—=0, —1, - 2, ..., jeZ jsou singulirnymi body
funkce log I'(z).
Derivovdnim pak obdriime opét fadu absolutné a stejnomérné kon-
vergentni ve zminéném oboru, t. j.

r'e _ 1, & 1 _:l
Te - ¢ = LTl
z tehoZz po krdtké dovolené preméné plyne
D@ _ oo [_1__ 1 ]
TG@ — +7;:_-’1 m  ztm—1]"

V textu jest tato rovnice odvozena na zdkladé rovnic, jeZ predchd-
zeji rovnici (18) a to zimyslné, aby nebylo potfebi zndti tuto rovnici. Z té
piiéiny mohly by tvahy, obsaZené v odstavci 4. ndsledovati hned za dd-
kazem absolutni konvergence nekoneéného souéinu, obsaZeného v rovnici
(16) odstavce I-ho.

25%
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Budiz w. obecny ¢len této fady, absolutni hodnotu |z — 1|
ozna ¢me literou ¢ a zvolme kladné celistvé h>§.

Pro m > 1, m > { pak plati
j2t+m—1|=m—7¢g;

z toho soudime, Ze

|ty | = lz—1] - §
"TTmz4+m—1|=—m(m—¢E)
Jest tedy
Zwmn_cz —— <§m2‘,,<m-—§>"

Jezto jest m kladné celistvé éfslo hovici podmince m>>1,
m > §, jest soutet fady na pravo v této nerovnosti konelny

pro jakékoliv konetné { a proto konverguje fada Z U abso-
i m=1

lutné pro jakékoliv konedné 2. vyjimajic mistaz =0, —1, —2, .. ..

Pro e=—(m—1), (m=1, 2, 3, ...) md jeden ¢élen této Fady

hodnotu nekoneéné velkou 1. 7ddu a tedy soudet této fady md

taktéz hodnotu nekoneéné velkou 1. Fddu.

Zvolime-li v poslednf nerovnosti # dostatetné velké, tak
Ze h>§—r &ili h— §>r, pii ¢emZ jest » libovolné celistvé
¢islo kladné, jest patrno, ze

A 1 1
Zm_—g)<2 m

Mizeme tedy volbou dousti velkého 7, t. j. volbou dosti
velkého A utiniti zbytek Fady libovolnd malym, nechf jest z
jakékoliv ¢islo konetné, z té piiliny konverguje zminénd tada
stejnomérné v celém konecnu, vyjimajic mista 2—=0, — 1, —2, ....

Rovnicf (61) vyjadtuje se logarithmickd derivace funkce
I’ (2) nekonetnou fadou parcidlnich zlomkd, z nichz kazdy ob-
sahuje jeden pol 1. fddu zminéné meromorfni funkce.

Nésobme obé strany rovnice (61) differencidlem dz a inte-
grujme v mezich od 1 do #. Jeito fada na pravo konverguje
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stejnomérné ve zminéném oboru, miZeme ji v tomto oboru
integrovati po Clenech; piihliZejice ddle k tomu, Ze log I'(1) =0,
obdrZfme rovnici

¥4

o
(62) log I'(z) =(2 — 1) '’ (1) —}—Z [

—1 s4+m—1
m log m ] ’

Budiz w, obecny ¢len Fady, absolutni hodnotu |2z— 1]
oznatme pismenem §; pro m>1, m > obdrifme konver-
gentni rozvoj

_a— e—1y_ 1(e—1¢ 1(s—1y,
Yo = —n —log(1+ m )_?(—I;z__)~—5—( m )+
Z toho soudime, ze
& ¢ & . e 1
‘“m\<;n—2(l+%+,;z+““), tJ |“m|\”72‘——?
T m
¢ili

¢ &

mm—¢) >~ m—)F

[t | <

Pro A > § plati

4 5 1
Y lunl < €}

(m —§)*’

m=h
proteZz konverguje rada Z w., absolutné pro jakékoliv koneéné z,
m=1
vyjimajic 2 =0, —1, —2, ....
Zvolime-li ddle » > ¢ -+ », pii temz jest » libovolné kladné
tislo, jest A — & >r a tedy také

-}

R
mzzh (—”—‘:57 <m2___r7—n_‘ *

" Patrno tedy, e mizeme volbou dosti velkého r, t. j.
volbou dosti velkého % udiniti zbytek iady libovolné malym,
necht jest z jakékoliv Efslo konecné; proto konverguje tada
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(62) také stejnomérné ve zmfnéném oboru, pii CemZ se musf
ovSem vyraz v hranatych zdvorkdch za znamenfm X brdti po-
kazdé za jeden clen Fady.

Z rovnice (62) plyne pro z=2 vzhledlem k tomu, Ze
log I' (2) = 0, rovnice

o0

m)Pm:_ZHrww+%ﬂ:—a

m=

MiZeme tedy v rovnicich (61) a (62) psditi misto I'’ (1)
zdépornou Fuler-ovu konstantu, t. j. — C.

Se zretelem k rovnici (60) miZeme tuto konstantu také
definoyati limitnim vyrazem

C :ml:iTg [;l% — log m] .

Jezto nekonetnd fada na pravo rovnice (61) konverguje
stejnomérné v celém koneénu, vyjimajic 2 =0, —1, —2, ...,
obdrzfme libovolnéndsobnym derivovdnim této Fady dle z rady
stejnomérné konvergentn{ v témz oboru, t. j. obecné

P C)
1" T _ o\ 1
(64) plam T mzzl (2 4 m— L+

pti temz »> 0.

Pro » > 0 konverguje fada na pravé strané rovnice (64)
absolutné a stejnomérné *) pro kazdé konetné z, vyjfmajic z = 0,
-1, -2, ....

*) 0 tom se mizZeme také piimo pFesvédéiti.
Budiz u,, obecny élen rady,
lz ~1]=¢.
Pro m > i, m > ¢ platf
| lztm—1]2m—¢
a tedy také
{lzm—1J"*1 2 m — ot
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Mizeme tedy pro libovolny reguldrny bod 2z, na zsklads
Taylor-ova theorému psati

I () =1 1
® To=" L[+ rra=)
<y . .
Pl e Y )

Potenéni fada obsaZend v ttetfm élenu pravé strany rov-
nice (65) md formu

65 Ve B
(65) ;un = ';la,. (2— 2"

Absolutnf hodnota |z, 4 m — 1| uddva vzddlenost bodu
2, od singuldrného bodu — (m—1) pro m=1, 2, 3,

Z toho soudime, Ze

pro h > & plati

+ o +oo 1

Sl S— n>>0.
1 9 -

m=h m—h (m — &)™t

Jeito jest m é&islo kladné hovicf podmince m 1, m > {, jest soudet
fady na pravo v této nerovnosti koneény pro jakékoliv koneéné { a proto

+»

konverguje fada 3w, absolutn¥ pro jakékoliv koneéné z, vyjimajic mista
i m=1

z2—=0, —1, —2, ..., vnichZ m4 souéet zmfnéné fady hodnoty nekonecné

velké 1. rdadu.

Volfme-li h~>¢§ 4 t. j. B —§ > r, pri ¢emZ jest » libovolné éislo
kladné, platf

+ o | Ty
—_——— < 2 — n 0.
1 1
m=—h (m—‘)”-‘- m=r m"t

Z tohoto jest patrno, ze miZeme volbou dosti velkého % uéiniti zbytek
fady libovolné malym pro jakékoliv koneéné z; proto konverguje fada stej-
nomé&rné ve zminéném oboru.
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Budiz*) singuldrny bod — (v — 1) mneblidsi k reguldrnému
bodu z,.

Plati tedy |[z,+v —1|<<|2, +m —1]| pro veSkerd
m=1, 2, 3, ..., vyjimajic m = ».

Patrno, Ze

Ia"l'_z(lzo—}—m——ll)"rl’

m=1
polozme
AL §1{|z —§—v—1|} 1
i || 2y m— 1] |2gFm—1]’
jest tedy
] £ 2
" —(|Z()+"’_l )"’
tak -ze
“+® +® |
~ |z—2 n
Un = A,.{————Ol—}
fgll l_nz___‘l [Z+v — 1
Jezto jest IT%T =<l pro veSkera m =1, 2, 3, .

vyjimajlc m = v, a jeito |z, m-—1|>0, jsou kladnd Cisla
A, urtitd a konecnd, hovici podmince

A <A <A <...<<A,.
Geometncké fada
_i { ‘Z_zo ‘ }"
= |2 +v—1]|
konverguje pro
|2 —2 | <|2+v—1],

proto také konverguje fada (65’) absolutné pro

*) K reguldrnému bodu z, méze byti nejbliz8i bud jeden singuldrny
bod, na pf. — (v —1), anebo nanejvj§e dva sousednf singuldirné body,
na pi. —(v—1), —»; v tomto pripadé jest totiz z(,:——v—i—%-«{— Yol

. T
takzex=o+v—1|:m+v|:\/;+y;.



|2 —2|<l|z+v—1].
Pro 2= — (v — 1) jest
= STV R, (— g — v 1)
2+ v—1 " 0 ’
pfi cemz
r—1 4%

1 1
K=Y ———M= -
2_,:1(20_!_,"_ 1)n+1 —f:,,:,.ﬂ(zo + m — ])n-rls
z tehoz patrno, Ze md soulet Fady (63") hodnotu nekoneéné
velkou pro s = — (v — 1).
Proto diverguje fada (65") pro |z—z,|> |2, +v—1|.

7 této uvahy vysvitd, ze Fada (65) konverguje*) absolutné
a zdroven stejnomérné uvniti konvergeninf{ kruznice, opsané
z reguldrného bodu 2z, a prochdzejici singulérnym bodem

2= — (v — 1), jenz jest k bodu z, nejblizsi.
I’
Jest tedy funkce 1_,((:)) jednoznaénou analytickou funkei,

reguldrnou v celém konecénu, vyjimajic mista s =0, —1, —2, ...,
jez jsou jejimi poly 1. ¥adu; meenym bodem téchto péld jest
bod 2= oo, v némz m4 zminéns funkce podstatnou singularitu.

Vigi polu 2y =— %, (k=0, 1, 2, ...), di se tato funkce na
zdkladé rovnice (61) vyjadfiti ve formé

Iz _ | {1 1
Te —  CTrri Tera TE—DT Taern T

1 ' 1 .
+%@+k—n*wk+mu+k+n*““}

Rozvineme-li lomené funkce raciondlni v nekoneéné rady
potentni, stoupajict dle celistvych a kladnych mocnin binomu
(¢ + k), konverguji tyto fady soucasné, a to absolutné a stejno-

*) Srovnej na pf.: _ _

Dr. 0. Stolz, Vorlesungen dber allgemeine Arithmetik. IL. Theil, pag.
153 —154. Leipzig 1886.

Dr. R. Fricke, Anal.— Funktionentheoretische Vorlesungen, pag. 127 -
a nasl. Leipzig 1900.

Ed. Weyr, Podet differencidlny. Odst.: 31.,32., pag. 65—70. Praha 1902,
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mérné, uvnit? kruZnice opsané polomérem R — 1 ze stiedu
2, = —k.

Vzhledem k tomu platf pro veskerd z uvnitf této konver-
genéni kruznice rovnice

I"I
o =—Ct it FE— DA A G

A, G R,

pii temz jsou A,, A,, A,, ... urCitd cisla konecnd, jez se
daji vyjddiiti konvergentnimi Fadami.

Na zdkladé identity

2—1=@E+k—>0+k)
mizeme posledni rovnici psiti ve formé

I'() _

66) o=z +,c+b<’"+b<’"<z+k)+b"°’(~+k>2

_ Z této rovnice jest patrno, Ze logarithmickd derivace funkce
I'(?) wé v mistech 2—=0, —1, —2,... pdly 1. Fddu vesmés
s residuem — 1; zéroven patrno, Ze tato funkce nem4 v koneénu
Zddnych poli s residuem kladnym. Z té ptitiny*) jest ptivodnf
funkce I'(2) jednoznaénou analytickou funkci, majici v mistech
2=0, —1, —2,... samé pdly 1. ¥ddu, v ostatnim Kkonecnu
Jjest reguldrnou a nemd v koneénu Zddngch bodd nullovijch. Proto
jest jejf reciprokd hodnota G(z) = FL(Z) celistvou funkci trans-
cendentni, majici v mistech z=—=0, —1, —2,... samé nullové
body 1. Fddu (jednoduché).

K tymz vysledkiin jsme dospéli jiz v odstavei 1. pii vy-

Setfovdn{ analytického charakteru funkce T’l(z—) na zdkladé defi-

nice, vyjddtené rovnic (16).

*) Viz na pf.: H. Burkhardt, Funkt. Vorl.; I. Theil, § 46, pag. 128.
Aneb: Dr. B. Fricke, Analytisch - funktionentheoretische Vorlesungen;
pag. 144. Teubner, Leipzig 1900.
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Funkce log I'(#) jest v celém koneénu reguldrnou, vyjimajic
singuldrnd mista 2 =0, —1, —2, ..., jez jsou jejimi pdly
a zdroven body rozvétveni nekonetné vysokého tadu.

Rozvinme na zdkladé Taylor-ova theorému hlavni hodnotu
funkce log I'(2) v potenéni Fadu, stoupajfc{ dle celistvych a kladnych
mocnin binomu (z — z,), tedy viéi reguldérnému bodu z,.

Snizfme-li v rovnici (64) index » o 1, obdrzime,

n—1 rr (Z)
1 ') )
m—1)!  de? =D mzl(z m—l)" n—1>0
¢ili _
- 1 d*logI'(z) _ (—1)r 1
(65) n! da» T on mzzl (#+m—1)n’ n>1.

Plati tedy pro veSkerd z uvniti konvergenéni kruZnice opsané
ze sttedu z, a prochdzejici nejbliz§fm ze singuldrnych bodd
z=0, — 1, —2,..., rovnice

66) logI'(2) = — C(z, _1)+Z[____1 _i“;”z_"l]

m=

el 1
+e-w[-c+Y (G amgm=i ]

»
+2[( - (==20)" S(z +m-—~ﬁ"’]
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