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Gasopis pro p¥stovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Mocninné spiraly v p-rozmérném euklidovském
prostoru R,.

M. Syptak, Brno.
(Doslo 9. kvétna 1947).

Uvod.

V pledlozeném pojednani jsou studovany jisté kiivky, které
mozno povazovati za zobecnéni znamych rovinnych spiral, t. zv.
mocninnych. Tyto rovinné spirdly jsou vyjadfeny v poldrnich sou-
fadnicich rovnici o = k. w™ kde k, m jsou realné konstanty = 0;
mezi né patii tedy spirala Archimedova (m = 1), hyperbolicka
(m = — 1), lituus (m = — }), atd. Zobecnéni spoéiva v tom, Ze
mocninné spirdly definujeme v euklidovském prostoru R, o libo-
volném poétu dimensi p => 3. V tomto pojednani jest ukazano,
Ze cela Fada vlastnosti, jeZ zname o mocninnych spiraldch, zistdva
zachovana i po tomto zobecnéni, oviem nahradime-li pojmy a defi-
nice, tykajici se rovinnych k¥ivek, vhodnymi pojmy a definicemi
platnymi v prostoru R,. Dilezitou dlohou hraje hlavni rotaéni
dvojkufel. Je to (dvojrozmérna) plocha, kterou p¥i klavnim rotaénim
pohybu vytvoruje piimka, jeZ prochazi sttedem rotace (je-li p sudé),
resp. protind osu rotace (je-li p liché). P¥i tomto pohybu opisuji
jednotlivé body prostoru dulezité kiivky, jez v literatufe jsou
oznadeny jménem nadkruznice (viz (C), (D)); jsou to kfivky prostoru
o sudém poctu dimensi, jejichz v8echny kiivosti jsou konstantni.
Mocninné spiraly v B, definujeme jako ktivky, jez lezi na hlavnim ro-
taénim dvojkuzeli a jejichz body maji od vrcholu dvojkuZele vzdéle-
nosti tmérné m-té mocniné oblouku nadkruznice, kterou z dvojkuzele
vytinad nadkoule o stiedu ve vrcholu a libovolného poloméru. Vztah
mezi nadkruZnicemi a mocninnymi spiralami je také piedmétem
studia v této praci. V dodatku je pak rozsifena definice znamé
rovinné kiivky kochleoidy na prostor R,,. Jejf zakladni étyfi vlast-
nosti zistavaji v platnosti i v tomto prostoru.
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1. Hlavni rota¢ni dvojkuZel.

Otéceni bodu P (2, z,, -. . Ton) V Ry, defmovane v pravo-
thlém systému soutadném rovnicemi -
Xoj 1 = Zoi_1 . cos Lio + zo; . sin Lo ' (1)
.Xp_:,; = — X9i—3 . sin Lq;o' + Z2; . COS LiO'
(t=12,...,n)—v nichZ ¢ je parametr a L; = 0 konstanty,

jejichz absolutni hodnoty jsou navzijem rizné — nazveme hlavni
otdc'em’) bodu P okolo bodu (zvaném stredu otaleni) z, = z, =
= =y =0V R2n

Podobne Otéaceni bodu P (z,, z,, .. xonH)VRon“, definované
v pravouhlém systému souiadném rovnicemi
XZi—l = X2;—1 . COS L;O‘ + x2i . sin LiG
Xoi = —ux9.sin Lo + x9;: cos Lo (2)
Xon+1= Lan+1
(¢=1,2,...,m) — v nichz o je parametr a L;+0 konstanty,

jejichZz absolutni hodnoty jsou navzijem rizné — nazveme hlavni
otdéeni') bodu P okolo pfimky (zvané osou otideni) x, = z, =
Zop =0V R2n-‘—1

Otaceni (1) v Ry, se tedy skldda z n rovinnych otéceni okolo »
(2n — 2) — rozmérnych prostort xs; 1 = x2; = 0 (¢t = 1,2, ..., n),
pii éemZ poméry kruhovych obloukiéi jsou konstantni a jejich
absolutni hodnoty rizné od 1. Tyto prostory, jdouci viechny
stiedem otddeni, budeme nazyvati axidinimi prostory.

Podobné: Otadeni (2) v Ryny1 se sklddéd z » rovinnych otédent
okolo n (2n — 1) — rozmérnych prostorit g 1 = 23 =0 (1 =

1) Obecné otédent bodu P(xy, @5, ..., ,) v B, (p = 2) okolo (p —m)—

_ rozm&rného prostoru z; =a; = ... =2, =0 (2 <m < p) —tedy také

okolo bodu a pimky — je vy]adreno v pra.vouhlem systému soumdném
ortogondlni transformaci

X; _a11 STyt e o0y, L 2y, PTO 1<i<m,
X = prom+1<z<p
Posledni rovnice odpa.da. v ptipad? otéden{ kol bodu, t.j.prom = p.
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= 1,2, ..., n), pfi éemZ poméry kruhovych oblouki jsou konstantni
a absolutni hodnoty jejich rizné od 1. Tyto prostory, jdouci viechny
osou otadeni, budeme nazyvati axidlnimi prostory. :
Jak se snadno presvédéime, tvoif viechna otddeni (1) nebo (2) —
pislusnad riznym hodnotdm ¢ — grupu. Vuéi této grupé jsou
-invariantni vSechny axidlni prostory a nasledkem toho kaZdy
prostor, ktery vznikne jako prasek m (1 < m < n) axidlnich pro-
storti. Zejména to tedy plati o stiedu otaleni a o ose otddeni, u niz
dokonce kazdy jeji bod je invariantni vidi grupé (2).

P hlavmm otaé'em prostoru Ry, opisuje kaZdy bod P (%,,..., Top)
nadkruZnici, jejiz stied je ve stfedu otdcéeni a jejichs axidini prosto'ry
7sou axidlnimi prostory otdéent, nebo v téchto prostorech leZi. PFi hlav-
nim otdéent prostoru Ropi1 opisuje kaZdy jeho bod P (z,, ..., Zen+1)

v e e v sy * ’ . ’ . v
nadkruinici, lefict v nadroviné Ry, kolmé k ose otddent. J eyi stied
. o ; , * . . . . o v 1
je v prasetiku osy otdéeni s R, a jeji axidini prostory jsou. priseéné

A 14 o ’ * ’
prostory axidinich prostori otdceni s Ry, nebo v téchto prostorech leZi.

Dukaz: Ktivka, kterou bod P opisuje, je dana rovnicemi (1),
resp. (2). PouZijme transformace soufadnic

- Loi—1 Toi
Klgl__l = : Xzi._l + '————: Xg,,
]/’021—1 + x21 Vx"t——l + x
X2 Xoi—1
X’zi : Xzb—l __—_— .XZ@,
me—l + x21 Vxn—l + xm

resp. X'en1 = Xont1 _
pro takova i (1 < ¢ < n), pro kterd xz; 1 nebo y; je riizné od 0 a
X'gi-1 = Xoi, X'gi= X
- pro takova ¢ (1 < ¢ < n), pro kterd xp;—; = x9; = 0. Tim dostaneme
X' 1= me— -+ x21 CoSs Ltay
X'y = szi—l + x5 . sin Lo,
resp. X'ons1 = Zont1 -
(s = 1, ..., n), coZ je nadkruznice, majicf uvedené vlastnosti.2) _
Piimka p v Ry, jeZ prochazi stiedem otatent O a jei neleii
v zadném axidlnim prostoru, vytvoiuje pii hlavnim rotaénim po-
hybu (1) plochu (K2,), kterou nazveme (hlavnim) rotaénim dvoj-
kuZelem s vrcholem O. Podobné: Piimka p v Rg,.1, jeZ protind osu
otateni o v bodé O a neni k nf kolms, a jez nelezi v Zidném axialnim
prostoru, vytvoiuje pfi-hlavnim rota¢nim pohybu (2) plochu
") Viz (0), (D). \ |
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(K2q+1), kterou nazveme (klamiim) rotacnim dvojkuZelem s vrcholem
"0 a os0u 0.

Jejich parametricka vyjadieni (= p. v.) miZeme snadno zjistiti.

Jsou-li rovnice pfimky p xz, = o4, ..., Ton = Q%2n, resp. Topt1 =
=d + o0, kdeZ ¢ je parametr, &% + ...+ aBy + resp. C2 =1,
ag,_l + oc;i + 0 pro viechna 1 =1, ...,n a C je razné od 0 a 1,

pak tato p¥imka pii rotaci (1), resp. (2) vytvorl plochu

X2i—-1 = Q0 (0‘21'—1 Ccos L;o‘ —|— x9; sin L;O‘) .
. Xo; = o (— g sin Lio + &g cos Lo)
resp. X+ =d + oC

(¢ = 1, ..., n). Provedeme-li transformaci soufadnic
. ’ K2—1 X9;
X'y = Xoi1 + XZ@
X2i X2i—1
X9 =— Xoi1— X
r; T \

7!
X 2n+1 =\ X2n+l —d

(t=1,...,n), kde r;= Vai-_l -+ océi, dostaneme X'p, ;1 = gr;.
.cos Lno, X's; = or;.sin Lig, resp. X'spt1=0C (1 =1, ..., n).

" Provedme dale transformaci parametru s = o'l/rfL% + ...+ 2L2,

oznadéme l]/r‘fL'l + ...t 7rLi =L, a pidme z; misto X’; pro
j=1..,nn+ 1 Tim dostaneme p. V. rotacnfho dvolkuzele
(K2n) ve e tvaru

Zgi-1 = @r;.coslis, xg; = pr,.sinls (3)
(i =1,..., n), pri éemz vrchol jeho lez{ v pocatku soufadnic,
" 4+ ...+ re =1, A + .+ ri=1 a ¢ zna¢i vzdalenost

bodu plochy od vrcholu, a p V. rota,cmho dvojkuZele (Kant+1) ve
tvaru

Zgi—1 = QT;.cCOS lis, X9, = gr,- .8inls, %1 = oC (4)

(=1, ...,n), pii ¢emz vrchol jeho leii v pocatku soufadnic, osa

]ehovoseXz,.H,rl + =1L+ ... trill=1lapg
znadf vzdilenost bodu plochy od vrcholu.

. Poznamka: Rovnice (3), resp. (4) pro s = s, (konstanta) pied-

- stavuji p. v. pfimky, leZicf na rotaé. dvojkuZelu (Kgp,), resp. (Kon+1)

a dé se snadno dokazati, Ze rotaci (1), resp. (2) této pfimky vznikne

tyZ rotad. dvojkuzel Obzvlasté to tedy plati o pfimee 9, = or,
g = 0, resp. Tapr1 = oC (¢ =1, ... n).

Je patrné, Ze rotadni dVO]kuzel (K2n), resp. (Kan+1) se skla.da

ze dvou shodnych &asti, t. zv. (klavnich) rotacnich kufelt (k.),
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resp. (k3ni1) pro o > 0 a (k3,), resp. (k3n1) pro ¢ < 0, jeZ jsou
soumérné polozeny dle spole¢ného vrcholu. Kazdy z nich vznikne
rotaci polopfimky, jejiZ koncovy bod je ve stfedu otdceni, resp.
na ose otaceni.

Ka#dd nadkoule o stfedu ve vrcholu rotaéniho dvojkutele (Kg,),
resp. (Kan+1) protind tuto plochu ve dvou shodnijch nadkruénicich,
z nichZ jedna lezi na (k3n), resp. (kins1) & drubd na (k3,), resp.
(k2n+1) Nadkoule 2} + ...+ Ton + resp. xgnﬂ =R (R>0)
proting totiz (3), resp. (4 )vnadkruzmcich ZToi—1 = -+ Rri.cosls,
Z9; = -+ Rr;.sin s, resp. op+1 = + R.C (¢ = 1, ..., n). Soudasné
vidime, Ze nadkoule o poloméru R = 1 protina (3), resp. (4) v nad-
kruznicich xg; 1 = 4~ r;. cos lis, xg; = 4= r;.sinl;s, resp. e =
= 4 C, pfi éemz s jest jejich oblouk. Z toho je patrny geometr.
vyznam parametru s v (3), resp. (4). :

KaZdd madrovina Rs,, jeZ je kolmda na osu rotal. dvojkuiele
(K2n+1) @ je neprochdzi jeho vrcholem, protind tento dvojkuZel v nad-
kruznici, majici stied v priseéiku osy a nadroviny Rs,. Nebot nad-

rovina ZTon+1 = k (#F 0) protind (4) v nadkruZnici xy,, = EI.C ;.

.Co8 I8, X = =1y . 8IS, Xopy1 =k (2 =1, ..., n).

Cc

Kaédd nadkoule se stfedem na ose rotaé. dvojkuZele (Kopi1)
protind tuto plochu ve dvou nadkruZnicich, leficich v nadrovindch
kolmych k ose a majicich stiedy v praseéicich nadrovin s osou. Nebot
nadkoule «} + ...+ Zam + (x2n+1 — k)? = R? protind (4) v nad-
kruZnicich g, -3 = pr,.cos’ls, xg; = gr;.sinls, xeps1 = oC (12 =
=1,...,n), kde o= Ck + l/C’%2 —k? 4+ R2. Oznadime-li 22 =
= k2 — c?k?, coZ geometricky znamend Ctverec vzdalenosti stiedu
nadkoule od povrchovych pifmek dvojkuzele, pak platf:

a) pro R? > 2, po pi. R? << ¢? jsou prisekem dveé realné, po pi.
dvé imaginarni nadkruznice.

b) pro R? = v? jest priisekem nadkruZnice dvojnasobna, podél
ni% se rotad. dvojkuzel dotyka nadkoule.

Protnéme rotaéni dvojkuzel (Kz,), resp. (Kon+1) dvéma nad-
koulemi — o polomérech R, (> 0), R, (> 0) a spoleéném st¥edu
ve vrcholu dvojkuZele — v nadkruZnicich »x,, x»,! Budte P;, P; dva
body téZze povrchové primky, z nichz P, le#f na %, a P, na xz'

Opisuje-li P, na #, oblouk PIQI, oplsu]e P, na x, oblouk P,Q,
a plati

P1Q13P2Qz=R1:Rz~ : (6)

Je-li totiz dvojkuzel (Kgas), resp. (K2a+1) uréen rovnicemi (3), resp.
(4), md », p. V. Za— = + Ryri.coslis, x5 = + Ryr;.sinls,

‘
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vresp. Zon+1 = + R,C . 8 Zoiy = - Ryr;.cos i.-s, o = -+ Ryr;.
.sin I;8, resp. @epy1 = + R,C (¢ =1, ..., n). Jsou-li body P,, @,
uréeny parametry s, 82, jsou body P,, @, uréeny tymiz parametry.

Plati tedy P,Q, = le ds = By (83—s,), PyQy = JR,ds = R,.

(83 — 81), z Cehoz nasledu]e uméra (5).

2. Moeninné spiraly.

Jestlize mezi o, s v (3), resp. (4) platf vztah f (o, s) = 0, pak
tyto rovnice piedstavuji p. v. krwky, lezici na rotaé. dvojkuzelu
(Kz,,) resp. (Kon+1). Kiivku, u niz plati

e=k.(s—so)" (6)
— pn demz k 4 0, m + 0, s, jsou redlné konstanty — budeme

nazyvati mocninnou spzmlou stupné m. Zvlastni pnpady téchto
kiivek nazveme ve shodé s nazvy v R, takto:

prom = 1 Archimedovou spiralou,

pro m = — 1 hyperbolickou spiralou,

prom =  } Fermatovou spiralou,

pro m = — } spirdlou ,,lituus®,

prom = VA (p, ¢ celd kladnd cisla = # 1, 2) parabolickou
spzralou vy$siho stupne

rom=—2 p, q celd kladna &isla, — + 1) hyperbolickou
P ; 14 klad 1 ’q’ hyperbolick

spirdlou vys$&iho stupné.

Déle nazveme kiivku, u nfZ ¢ je rovno polynomu P (s) stupné »
(# 0), polynomickou spirdlou stupné n. Sem patii ku pt. Galileiova
spirdla, u niz o = as? 4 bs 4+ ¢ (@ * 0, b, ¢ jsou konstanty a b* —
— 4ac + 0). BudiZ zde poznamendano, Ze u této spiraly lze transfor-

N\
macf (7) pro sy = — —b— dociliti toho, Ze o pfejde do tvaru as® + B

(B # 0 konst.). Véechny uvedené kfivky patii pod algebmwke
spirdly, u nich% mezi o a s plati algebralcky vztah f (o, 8) = 0.
Z transcendentnich spirdl —u nichz g je rovno transcendentni funkei
v 8 — jest nejdilezitéj’ spirdla exponencidini &ili logaritmickd,
. unff o ==Fk.em (k + 0, m + 0 konstanty)?). Kazdé4 z téchto spiral
mé pdl ve vrcholu dvo;kuiele (K2p), resp. (Kon+1) & — v piipads,
%e jde o Rgpyy — mé kromé ‘toho osu v ose dvojkuzele (K2ni1)-

%) O jejich vlastnostech viz M. Sgpté,k 0] logantnnckych spirélach
v p-rozmérmém euklidovském prostoru. Casopis pro pést. mat. a fys., roé. 70
(1940).

112



Z geometrického vyznamu v (3), resp. (4) je patrné, Ze kbnchde
téchto spiral, kdyz pél konchoidy volime v pélu spiraly, dostaneme,
kdy% misto ¢ dime ¢ + d, kde# d j€ libovolna konstanta. Jest tedy
spirala, u niz g =a. Vs + d (@ + 0 konstanta) — zvand nékdy
parabolickd — konchoidou Fermatovy spiraly.

Dosadme do (3), resp. (4) o = k. (s — s,)™ a provedme trans-
formaci systému soufadného (otoceni) .

Xoi 1 = — Xoi—1 . cO8 U;8y + Xg; . sin I;s,,
2 = — Zgi—1 . 81N lisy + x2; . cos 1,s,, (7)
resp. Xopi1 = Ton+1 .
(¢ =1, ...,7n). Po malé ipravé dostaneme

Xoi 1 = rik (s — 8)™ . cos I; (s — 8,),
Xo; = rik (s— 8p)™ . sin li(s — s,),
resp. Xop+1 = Ck (s — So)™ -

Provedme dale transformaci parametru s =o0 4 s, a plsme s,
Zoi—1, Tui, Topt1 Misto o, Xoi 1, Xoj, Xopt1! Tim dostaneme p. v.
mocninné spirdly stupné m, leZici na rotainim dvojkuzelu (K,)
vyjadieném (3), resp. (Kz,,q) vyjadieném (4), v tomto jedno-
duchém tvaru

X2, = rik . s™ . cos l;s, i
A X3y =rk.s™. sinls, (8)
resp. Tope1 = Ck . s™ ‘

(¢t = 1,2, ...,m); ptitom r;’—}—r:—i— +r:__1 resp. r‘;+r2+
[ Bt —|— =1, a "3+ ...+ 2 = 1. Krom& toho jeji
polj ]e v pocatku so_uradmc a— ]de-h 0 Ro,+1 — jeji osa je soufadnou
osou X2n+1.

Dle (8) jest p. v. Archimedovy spirdly (m = 1)

Xoi1 = rik . s . cos s,
X9 = rik.s.sinls, c(9)
resp. Zo,-1 = Ck . s :

(1 =1, ..., n) a p. v. hyperbolické 3pirdly (m = — 1)

k
Xoi- 1 =14 ? . COS l,’8,

To; = r;—.sinls, ) ; (10)

k
8

‘ k
- Iesp. Tgp41 = C ';

(# =1, ...,m). Vzorec (8) doplnime nasledujici v&tou, na kterou
se pozdéji budeme ¢asto odvolavati:

8 ' ' . 13



Parametncké vyjddient
Zoi—1 = R; (a8 + b)™ . cos LS,
x2; - = R; (aS + b)m . sin L;S, (11)
resp. Zzm+1 = K (@S + b)m _
(=1, ...n),' kde S je parametr a B; + 0, L; + 0, a + 0, m + 0,
K + 0, b jsou konstanty a kde plati |L;| + |L,[ pro ¢ =i= 7, lze vhod-
nou upravou uvésti na tvar (8), ve kterém r7 + . -t re =1, resp.

s + ...+ =1, a4+ ... Fri=1. Je tedy kfivka
op.V. (11) mocninnou splralou stupne m, lezici v Rop, resp. Ropt .
A z dikazu bude patrno, ze vechny spirdly — odpom’,daywz rizngm
hodnotdm konstanty b — jsou, aZ na polohu, stejné a maji spoleény
pol v poédtku soufadnic a spoleénou osu v soutadné ose Xgy:;.

Diikaz: Otoéme nejprve systém souiadny dle rovnic

. .Xz;'_l' = Xgi—1 . COS (L,, -2) — X2 . sin (L, 2),
. a a

b b
Xgi = X2{—1 . SIN (Ll E) + Z9; . COS (L E)’
Xant1 = Zon+1
" (¢=1,...,n) a provedme transformaci paramentru dle vztahu
o =a8 4 b! Tim dostaneme Xo,,_; = R;.d™. cos (% a), Xoi =

= R;.o™.sin (% o), resp. Xop+1 =K .o™ (¢ = 1, ..., n). Oznadi-

me nyni
R; R;

VR+ +R’"r - VR2+ +R2+ 2
1° cee n K
alC =

1',——

VRE+ ...+ RE+ k2
or__ VB+ .+ R

R

—
rosp. & = VB + .. + R+ K

B - e

3L = t

T+

RS T S




a provedeme dale transformaci parametru

S

R R

Parametrické vyjadreni (11) miZeme pak v tomto oznadeni psat
ve tvaru (8), pii ¢emz plati i + ...+ r,2, = 1, resp. r + ...+
+ 72 +C2=1, a L + ... + rI: = 1. Ponévadz re, L, k, C
nezavisi na b, nemd b vliv na tvar kiivky. M4 vliv pouze na jeji
polohu, nebot se vyskytuje jen v rovnicich pro otodeni systému
soutadného. Z dokazané véty bezprostfedné nasleduje:

Konchoida Archimedovy spirdly — jestlife jeji pdl je v polu
Archimedovy spirdly — jest opét Archimedova spirdla, shodnd s pi-
vodni, li¥ici se od ni pouze polohou. POl po pt. osa jest viak ob&ma
spirdldm spolecna.

Vratme se ke vztahu (6) a vS§imnéme si, Ze dle Gméry (5) jsou
oblouky s, 8 nadkruznic — které vytinaji z rotad. dvojkuZele
(K2s), resp. (Kgn+1) nadkoule, majict spolecny stfed ve vrcholu
a poloméry R, =1, R, = R (> 0) — mezi dvéma povrchovymi
primkami, p¥i vhodne volbe orientace, vazany vztahem S = Rs.
Proto z ¢ = k . (8§ — S,)™ nésleduje ¢ = kR™ (s — s,)™. Z toho dle
(3), resp. (4) a (7) plynou nésledujici dvé véty:

Bud » nadkruznice v Rgy, P, Q dva jeji body a O jeji stred, po pr.
— jde-li 0 Ryyyy — bod na Folmici o vztycené ve stiedu » ma Rs,!

Nanesme na spojnici O-ZZ od O usecku 0_:4 umeérnou m-té mocniné
oblouku PQ! Jestlize bod P je pevny a Q se pohybuje na x, pak koncové
body A leZi na mocninné spirdle stupné m. VSechny tyto spiraly —
odpovidajicf riznym volbdm bodu P na x — jsou aZ na polohu

shodné, maji viak spoleény pol O a — v piipadé Ra,+1 — spoleénou
osu 0.

Poznimka 1. Dle (11) plati pro Archimedovu spiralu obeche]si
véta: Naneseme-li od O tsedky rovné k.o + K — kdei k + 0, K _
jsou konstanty a o = PQ —, obzvli§té tedy naneseme-li od @

tsecky rovné k . o, pak body A4 lez na Archimedové splré.le jejiz
tvar nezdvisf na volbé P ani na konstanté K.

2. Dle (11) se snadno dokéZe: Ot4&i-li se rovnomsrné pifmka p
V Ry, dle (1), resp. v Ropyq dle (2) — pii demz procha.zi stfedem
otadeni O, resp. protind osu otadeni o v bodé O — a soudasnd na ni
(vychéze]e z urcitého bodu) se pohybuje rovnomérné bod P, pak
tento bod opisuje Archimedovu spirilu, majicf v O sviij p61 a—
v ptipadé Rop.2 — V 0 sVOu osu.
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Mocninnd spirdla (8) stupné m < 0 md v pélu asympioticky bod
a — v pfipadé — 1 < m < 0 — md té£ asymptotu, jejté rovnice jsou
a) pro m = — 1 (hyperbolickd spirdla)
Toi 1 = 1y, Xo = Tilik, resp. Xop1 = AC (1 =1, ...,n) (12)
b) pro —1 <m <0 .
o1 = A1y, X9y = 0, resp. xa2,.1 = AC (1 =1, ...,n), (13)
pri EemZ A je parametr. A
Dikaz: Predevsim je patrné, Ze u mocninné spiraly (8) plati
pro 8 = 0 dag;—; : das, : (resp.) dxa,c1 = 7;:0 : (resp.) C. Déle sou-
fadnice bodu 7' (viz (27)), leziciho na te¢né bodu s = 0 jsou

a)prom = — 1 1 @91 = 0, Xy = 7ilik, resp. xopi1 =0
(t=1,...,n),

b) pro —1 <m < 0:x5 1 =0, xs; = 0, resp. Tzy41 =0
(t=1,..,n).

Proto rovnice asymptoty, uréené bodem 7' a pomérem smérovych
kosind, jsou v prvém piipadé (12) a ve druhém (13).

m+1

Poznamka: Jestlize m < — 1, pak vzdalenost v = -,f__:::_

]/ 2 + m?

pélu od teény mocninné spiraly (8) (viz (26)) vzrista do oo, kdyz

s —'0. Tedy u spiraly stupné m << — 1 asymptota jako techa

v nekoneéné vzdaleném bodé kfivky neexistuje.

3. Polarni te¢na, normala, subtangenta, subnormaéla.

Bud P regularni bod jakékoli spiraly X, lezici na rotaénim dvoj-
kuZelu (Kg,), resp. (Kon+y) & O bud jeji pél (vrchol dvojkuzele)!
Sestrojme v bodé P teénu a protnéme ji v bodé 7' madrovinou,
jdouci bodem O kolmo na spojnici OP (pravodi¢ bodu P)! Spojnici
TO protnéme pak v bodé N nadrovinou, jdouci kolem P kolmo
na jeho teénu! Tim dostaneme pravouhly trojihelnfk o vrcholech

P,T, N, ve kterém ex def. PT je délka poldrni telny, PN je délka
poldrni normdly, OT délka poldrni subtangenty a ON délka poldrni
submormdly. Uvedené délky béfeme vidy absolutné.
P. v. spiraly 2 mizeme dle (3), (4) psat ve tvaru
Zoi—1 = Ti0 (8) . CO8 li8,
T = rip (8) . sin s, (14)
resp. Xonr1 = Cp (8)
(¢ =1, ..., n). Pfitom r;, l;, C jsou konstanty =+ 0, |l;| % |l;] pro
RS j,r‘f—{— et rE=1 (resp. nt .t C2= 1), e+
+ ...+ 722 = 1. p(s) je tedy vzdalenost bodu spiraly od vrecholu
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dvo;kuzele a s je oblouk nadkruzmce ‘T = 7; CO8 I;S, X9y =
= r;8in ls, resp. ¥gn1 = C (i = 1, ..., n), kterou vytini z dvoj-
kuzele nadkoule o stfedu ve vreholu a o polomeru 1. '

Bod P bud uréen parametrem 8! Pomoci smérovych kosini
Ize zjistiti, Ze pro Ghel 9, sevieny te¢nou a pravodiéem bodu dotyku
P, platf

L = de)
tg?9 _Ql (Q - Q(S), Q - dS )1 (15)

takze délka polarni teény je

| r=j§V¢+iF, (16)
délka poldrni normaly : o .
. Yy = IVQZ _+__ Q’ZI (17)
délka poldrni subtangenty
5. = &} .8y
délka polarni subnormély
, 8 =|eo"| (19)
a vzdalenost pélu od tecény .
T (20)
Vo + o®

Jelikoz dale teéna v bodé P ma p. v. &1 = rig-cos lis + Ar;.
(0’ cos lis — l;0 sin 1;8), x9; = r;0 sin l;s+ Ar; (o sin ;s + l;p cos I;s),
resp. Zgn+1 = Co + AC¢' (2 = 1, ... n), kdeZ 1 je parametr, a nad-
rovina, jdouci pélem O kolmo na OP, ma rovnici

Zr; (®2i—1 cos ;s + @i sin l;s) + [resp. C] = 0,
i=1
jsou soutadnice bodu 7' _
2 2 .
Toi—1 =l "'ili % SAiI'I lis, Toj = — Tili %; CO'S li8, (21)
Tesp. Zaut1 =0, (t =1, ..., n).

Jelikoz dile nadrovina, jdoucf bodem P kolmo na jeho teénu, ma
rovnici :

Z (@2i—1 — 7rip cos 1;8) . r; (¢’ cos lis — l;p sin I;3) ‘—{-

+ Z (ze; — 70 8in ;). ¢ (o sin l,s + l;p cos I;s) + respa

(xg,,+1——- C’g) Cg = 0 a spojnice OT mé PV X = Jrd .sm lsy
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Xy = — Arid; cos l;s, résp. Xa,..1 = 0 (A parametr), jsou soufadnice
bodu N
’ 3 ’
Zoi—1 = — rilip’ sinls, g = rid;0’ cos s,

: (22)
Tesp. Xon+1 =0, (1 =1, ..., n).
Pro mocninné spiraly (8) platf tedy
s k

= — —_ +1
tg pont (23) Se=. smt1] (24)

+1
5= |mk.sm 1], (25) — V’f%—_; (26)

8+ m

Z (24) je patrné, Ze u hyperbolické spirdly jest subtungenta
konstantni. Pomoci (18) a (11) se snadno dokaze, Ze je to jedind
kfivka ma rotaénim dvojkufelu (Kop), resp. (Koni1), majici tuto
vlastnost.

Z (25) je dale patrné, Ze u Archimedovy spirdly jest subnormdla
konstantni. Z (19) a (11) plyne, Ze je to jedind kfivka na rotaénim
dvojkuZelu (Ks,), resp. (Ksn11) 0 této viastnosts.

Dle (21) a (22) platf pro mocninné spiraly o p. v. (8):

Body T lezi na kf'ivce

x;_)?‘_l r7lnk sm+lgin lis, X9 = — %l;—ksm“ cos I;s, 27)
resp. Xepiq, =0 (1 =1, ...,n),\

a body N na kfivce

Zoi—1 = — 1id; kms™—1sin l;s, xo; = rl; kms™1 cos l;s, (28)

resp. g1 =0 (1 =1, ..., n).

Z toho je patrné: U mocninnych spirdl m-tého stupné leZt koncové
body subtangenty (.mbnormaly) na mocninné spirdle stupné m —+ 1
(Stupné m — 1), jeZ md s pavodni spirdlou spoleény pol a — v pripadé
Ront1 — leéi v nadroviné Ry, jdouct pilem kolmo na osu. Tedy:
U hyperbolické spirdly koncové body subtangenty a wu Archimedovy
spirdly koncové body subnormdly leti na nadkrugnicich, majicich stfedy
v polu spirdly. Z (22) je déle patrné, Ze u polynomické spiraly stupné
m leZi koncové body subnormély na polynomické spirdle stupné
m — 1, jez ma s pivodni spiralou spoletny pél a — v piipadé
- Ropt1 — lezi v nadroviné Rs,, jdouci pélem kolmo na osu. U Gali-
leiovy spiraly je to tedy Archimedova spiréla.

Daldi dvé vlastnosti lze snadno dokazati pomoci (23), (15),
resp. (24), (25), (18), (19):

Mocninné spirdly na rotaénim dvojkuZelu (Ks,), resp. (Kent1)
jsou charakterisoviny vlastnosti, e protinaji povrchové primky
dvojkufele pod vuhlem &, jehof (trigonometrickd) tangenta je linedrni
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funkci oblouku S nadkruinice, kterou z (Kzp), resp. (Kon+1) vytind
‘nadkoule o stiedu ve vrcholu a libovolného poloméru.

Mocninnd spirdla m-tého stupné na rotaénim dvojkufelu (Kop),
resp. (Kant1) je charakterisovina vlastnosti, Ze jeji poldrni subtan-
genta je tvaru s, = k . (S 4 a)™+! a soulasné jeji poldrni subnormdla
tvaru s, = K . (S + a)m1; pritom k, K jsou konstanty + 0 a S md
1Y% vyznam jako v predchozt vété.

4. Dal¥ vlastnosti mocninnyeh spiral.

Podavame zde nékolik riiznorodych vlastnosti mocninnyech
spiral. Predevsim u spiraly (14) uvedeme vzorec pro vypodet plochy
¥ opsané pruvodlcem o(s), kdyz s jde od s, do s,. Na zékladé toho,
Ze poloha opsana prﬁvodlcem konstantn{ délky g(s) = R se rovné
3R (s, — 8,), se snadno zjisti, Ze

~ F=3fewds. - (29)
Pro mocninné spiraly (8) jest tedy
. 82m+1 s2m+l

.F’ %kz—%—_—{—l—l)rom‘#:—%, (30)

F=1k log— prom = — }.' (31)

Z toho nasleduje: Plocha F opsana pruvodic¢em ‘g(s), kdyz ]eho

koncovy bod jde a) od pélu s = 0 do bodu P(s) F = 4 k? 2:& _:_ 1
prom > 0, b) od bodu P(s) do pdlu s = oo (asymptotlckeho bodu)
F=o pro —3<m<0, ¢) od bodu P(s) do pélu ¢ = o0

(asymptotického bodu) F' = — % RN

2m + 1

Poznamka: U Archimedovy spirdly jest plocha F omezens
jejim obloukem a.privodi¢i koncovych bodi 91, o3 Tovna dle (30)
F = A (o2

Vlastnost vyjadfend vzorei (30), (31) je pro mocninné spiraly
na (Kagy), resp. (K2q+1) charakteristickd. Plati totiz: Jestlize u Icfwky
(14) na rotaé. dvojkuteli (Kgu); resp. (Kont1) jest plocha F, opsand
privodilem o(8), kdyZ jeho komeovy bod jde od P(s,) do P(s), tvaru
F=a.s"m4+b (a,m, b konstanty, a.m > 0) nebo tvaru F =
=a.log|b.s| (a > 0 b konstanty), pak kfivka (14) je mocninnou

spzmlou stupné’ -5 L nebo —3. Dle predpokladu fjest totik

— 0%) a u hyperbolické spiraly F = 2k (01 — 03)-
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F=1[¢¥s)ds =a.s™ + b nebo F.=if92(s)d,s=a;log|b.s|.

8 3y
Derivaci dle s dostdvdme v prvém pifpadé g*s) = 2ams™—1,
z SehoZ g(s) = V2am .8 2 avedruhém g¥s) = —Sg, z ¢ehoi o(s) =
= V2a st

V kulové inversi odpomda mocninné spzmle m-tého stupné —
v piipadé, Ze stred inverse je v jejim pdlu — mocninnd spirdla stupné
— m, majici s piwodni spirdlou spolefny pil a resp. osu. Archimedové
spirdle odpovidd tedy hyperbolickd spirdla a obrdcené.

Jestlize stfed inverse je v pocatku soufadnic a polomér nad-
koule R, pak kulovéd inverse v p-rozmérném prostoru R, je vyja-
dfena rovnicemi :

R2 .
Xj=—"——.2; (=12 ..,p).
xl + ot xp :
Odpovida, tedy mocninné splrale (8) mocninn4 spirdla
Rr? R
Xoj1=1;— - —cos I8, Xo = riz—— sinls,

k.s
R2

k_,F (’b = 1, ERT) n).

Protneme-li rotad. - dvoylcuzel (K2z) 0 p. v. (3), resp. (Kon+1)
o p. v. (4) nadkoulem:, majicimi spoleny stfed v jeho vrcholu V,
dostaneme systém nadkruinic (X), z nichZ kaZdd protind pFimku
EZgyiy =r520i=00¢=1,...,n), resp. Zgn+1 = C, lefict na tomto
dvojkuZeli. Hyperbolickd .spwdla (10) jest charakterisovina na (Kay),
resp. na (Kay 1) viastnosti, Ze délky obloukd nadkrutnic systému (X)
od pfmky & af k priselikim jejich s hyperbolickou spirdlou jsou
konstantni (= k).

Pozndmka: Pimka & jde vrcholem dvojkuZele rovnobéiné
s asymptotou hyperbolické spiraly (10), jak patrno z (12).

Dikaz: Bud @ (s; + 0) bod na hyperbolické spirale (10)!
NadkruZnice systému (ZX), jdouci timto bodem, mi p- V. Zgi—y =

k

resp. Xapp1 = C

= —r;co8 8, X3, = —mysinls(t =1, ...,n), resp Zon+1 = C —.
& 8 8
Jeji prusecik P s pfimkou £ je urden parametrem s = 0 na nadkruz-

.- mici'a pa.ra.metrem 8= ;k- na &. Je tedy oblouk: PQ f ds = k.

" Bud. nyni obrécens b khvka na (Kg,.), resp (K 2,.+1) ma]ici uveden ou
vlastnost! Jejf 11>{hv miZeme psat ve tvaru (14). Bud déle @(s;) bod
spoledny této kFives a nadkruimcl Zoi = 0 (8,) r, cos lis, g =
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= g(8,) i 8in I;s, resp. Tap41 = C o(81) (z = 1,..., n) ze systému (Z2)!
Nadkruzmce protina & v bodé P jenz je na ni uréen parametrem

s=0. Je tedy oblouk PQ = fg(sl ds = o(3,) . 8; a ten dle pied-

pokladu je konstantni (= k). Z toho nasleduje, zZe g(s) = é, takieh

je hyperbolicka spiréla, j. b. d.
Podobné se dokaie, Ze mocninné spiraly (8) stupné m jsou
charakterisovany vlastnosti, Ze shora uvedené oblouky od piimky &

az k prase¢iku @(s) na mocninné spirale jsou rovny PQ =k .sm+!
(k konstanta).

Spirdla , lituus‘‘ o p v. (8) pro m = — 1 jest na (Kzp), resp.‘
(Kon+r1) charakterisovina vlastnosti, fe plocha, omezend obloukem
}”\Q nadkrutnice » systémic (X) — kdyé P, Q jsou praseéiky nad-
krunice x s pfimkow & a spirdlou — a spojnicemi koncovych bodi
P, Q s vrcholem V, md konstantni plochu (= % k?).

Poznamka: P¥imka & jest asymptotou splraly, jak je patrno
z (13).

Dikaz: Je-li @ na spirale uréen parametrem s = s,, jest p. v.

L L

V’go Va_o-

Zop+1 = C Vs: (¢ =1, ..., n), takZe body P, @ jsou na ni uréeny
0

parametry s = 8,, s = 0. M4 tedy plocha omezena I;Q a épbjnicemi
VP, VQ dle (29) obsah F = } fog— ds = }4*. Bud nynf obrécens
0

0
h kiivka na (Ky,), resp. (Kz,+1) majici uvedenou vlastnost! Jeji
P. v. lze psati ve tvaru (14). Bod @ na ni bud uréen parametrem
8 = 8,! Pak p. v. nadkruZnice ze systému (Z), jdoucf timto bodem,
jest @i 1 = 0(8g) 7 €08 Iis, T2 = 0(8,) i sin U;8, resp. zoa+1 = Co(8)
(t=1, n), takZe P je uréen parametrem 8 = 0. Dle pfedpokladu

nadkruznice x g1 = 7y cos I;s, To, = 13 sin l;s, Tesp.

jest identlcky vzhledem k s, f 0%(8e) ds = % k? &ili %(sp) . 8p = k2.
0

Z toho plyne, Ze kiivka A jest spirdlou lituus, j. b. d. ~

Promitneme-li nadsroubovici v Ry, 2 bodu V jeji osy o na nad-
rovinu Rs, kolmou k této ose, dostaneme hyperbolickou spirdlu, jeZ
md asymptoticky bod v prisefiku nadroviny s osou a jejiz asymp-
tota md smér piimky, jef prochdzi stfedem promitini V, protind
nadsroubovnici a je 8 Ray, rovnobéind.

.Diikaz: Bud

Toi—y = 1; €08 li8, Tg; = rysinls, Xopi1.=0C .3 (32)
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(¢ =1, ..., n) p. v. uvedené nadsroubovice!*) Ptitom 7;, l;, C jsou
konstanty + 0, |l;| *+ [l;[ Pro ¢ * § a soufadna osa X, jest osou
nadsroubovice. Bud dale (0, ..., 0, a) stied promitani V a xop+1 = d
(# a) nadrovina Ry, kolmé k ose nad&roubovice Xs,:1! Pak p.v.
kuzele, jenz z bodu V promita nadsroubovici, je

Zgi 1 = Qricos l;8, xa; = prisinlis, Xopt1 = a + p(Cs —a)

(¢t =1, ...,n), kdeZ o je parametr. Rez tohoto kuZele s xg,1 = d
jest
—a d—a .
X9i-1 = 6;::-; r; COS li8, Xoi = a_ p r; SIn l,‘S, Xop+1 = d | (33)
(1 =1, ...,n), coz je dle (11) hyperbolicka spirala, majici zfejmé

v bodé (O, ..., 0, d) asymptoticky bod. Pouzijeme-li na (33) trans-

. v . 1y 7 a .
formaci ototeni (2), v niz L; = l;, ¢ = — a pak transformaci para-

’ C

metru s = o + -Z,—, dostaneme

d—a d—

a .
X2i——1 = Co r; COS l,:a), ng' = Co r; s l,-a), X2“+1 =d

(i=1,...,n). To se dal psat ve tvaru (*) Xo ; = RtécoaLS
Xoi = R‘—g— sin LiS, Xoni1 =d (i = 1, ..., n), pfi emZ plati R +
+ ...+ R =1, RiL} + ... + RL2 = 1, kdy% oznadime

| “‘_E—___’.'i_._____ ——) Ll = = l‘ | ORI

V7'1+ .+ - BB+ .. +R%
S=|RBE+ ...+ BE .vak.C=@—a)|rE+ .. + 2

Proto dle (12) ma asymptota hyper. spirdly (*) p. v. 2ei—1 = AR,,
Zgi = RiLi, Top11 =d (¢ = 1,...,n). Ototme déle dle (2) — kde

R =

Li=1l,0= —EZC-, — pFimku z2;; = pr; cos ; %, Z2; = prysinl, —gT,
Tomi1 = a (¢ = 1 ., n), ktera spojuje stfed promitani V s bodem
Xoi -1 = 7'; CO8 l, L To; = 75 8in l, ok Tomrr=a (1=1,...,n), ve

kterém nadrovina wz,., = a protinid nadiroubovici! Dostévame
X 1 = pri, Xo; = 0, Xopt1 = a, coZ je piimka rovnobéZna s uve-
denou asymptotou, j. b. d.

4) Viz (D).




Primd plocha Sroubovd v Rony1 jest profata souosym rotacnim
nadkufelem ve dvou shodnych Archimedovyzh spirdlach, soumérné
poloZenyjch dle primky, 7ez je spolecnou osou plochy Sroubové a nad-
kuZele. Obé spirdly maji spolecny pol ve vrcholu a spoleCnow osu v ose
nadkuele.

Poznamka: 1° PH{ma plocha Sroubova () jest tvofena piimkami,
jez jdou body nadsroubovice a protinaji kolmo' jeji osu. Osa nad-
Sroubovice jest osou Sroubové plochy. 2° Rotaéni nadkuzel dostane-
me takto: Ve stiedu nadkoule, lezici v nadroviné Ry ; prostoru R,
vztyéime kolmici (osu) a na nf zvolime bod V (vrchol). Rotaén{
nadkuzZel je tvofen spojnicemi vrcholu V s body nadkoule. KaZda
nadrovina, kolma k jeho ose, protind jej v nadkouli, majici st¥ed
v prusecifku této nadroviny s osou.

Dikaz: P. v. plochy (n) 5 osou v X34+, miZeme psat dle (32)
ve tvaru

Zgi—1 = Aricos lis, xg; = Arysinls, xop11 = Cs 4 ¢ - (34)

(t=1,...,n), kde 4, s jsou parametry, r; + 0, l; + 0, C + 0,
¢ jsou konstanty a kde plati |}| + IliL pro ¢ #+ j. Déle rovnice
rotaéniho nadkuzele s osou v X2,+1 a vrcholem v poéatku soufadnic
jest

@i + @5 + ... + Ty — B2p41 = 0, (35)
kde k jest konstanta =+ O. Je patrne Ze tento nadkuzel protina
plochu (zn) v kiivkach

k(Cs + ¢) k(Cs+c)
Vg+ . 2 i+ . +n
Zony1 =Cs + ¢ (i =1, ..., n), jez dle (11) jsou Archimedovy spi-
raly, majici zfejmé uvedené vlastnosti.

KaZdouw mocninnou spirdlu v Rs, muteme povafovati za kolmy
“pramét kfivky, v niZ se protind pfimd plocha Sroubovd s vhodnou
souosou rotacni nadplochou v Rey+1, na nadrovinu kolmou ke spoledné
ose. :

Zoi—q = + cos s, o = -+ sin U;s,

Protneme-li totiz rotaéni madplochu v Rzpi1 x5 4+ 25+ ..+

+ 2%, — kit . = 0, (k, m jsou konstanty =+ 0) — jejiZ osou ‘je

soutadné osa Xg,11 — pifmou plochou &roubovou (34), dostaneme
dvé shodné kiivky

k(Cs+c)m k (Cs + c)m
| |

Tont+1 = Cs+c(i=1,..,n) Jepch ortogonélni prﬁmét na nad-
rovinu Z2a+1 = 0 jsou dle (11) dvé shodné mocninné spirély stupné

Xoi—y = 4+ cos I;s, Xo; = :i: sin Is,
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m, majici spoleény pol v prﬁseéfku osy nadplochy s nadrovinou
Tgp1 =0 .
‘Dodatek.
Z jinych kiivek, které souvisi & projednivanymi spirdlami,
__budiZ zde uvedena kochleoidn. Je to kiivka v B, jejif p. v. je moZno
uvésti do tvaru

Tgi— = % (1 -— cos li'?).; Loy = _R,;i sin l;s (36)

(i =1, ..., n); pfi tom s je parametr,.R;, ; konstanty =+ 0a [§j| + [§;]
pro i * ;. Z tohoto p. v. je patrné, ze kochleoida (35) je soumérna
dle prostoru (X,, X,, ..., X2.) & mé v podatku soufadnic asympto-
ticky bod.

Kochleoida m4 dtyii pozoruhodne vlastnosti:

1° Promitneme-li- nadsroubovici z jejtho bodu A na nadrovinu
kolmou % jeji ose, dostaneme kochlcoidu, majici v kolmém priemétu
bodu A asymptoticky bod.

Dukaz. Nadiroubovice méj p. v. (32) a stfed promitani af
odpovidd parametra s = 3,! Pkmka, spojujief 4 s libovolnym

bodem nad&roubovice protind nadrovinu zz,.; = d, kolmou k ose
na,déroubowce v bods

Wiy = 77 008 Ly + 7: Od(_ Gao 5 (cos L5y — c0s Ls), oy = r; sin Ligy+-
-1— C&" (gin I8y —gin Lis), wgp1 =d (1 =1, .., n).
C( ¢ — 8)
Pouzijeme-li transformace
Xop 1 = i1 008 Usy -+ ¥ 9in Ligy — 1y, Xyg = — @y 8in lig; +
- g 008 8y, X3ar1 == ZTguty (1 = 1, ..., n) a oznadime-li 8,— 3 = a,
- -dostaneme _ ‘ )
. d—0s d—Cs,
\Xg.'._]:———-f’{ 0‘00(1—0081‘0') Xg{—-—'?"i 0. 0' 8111150‘ .in[.,[—d

{t=1, ...,n), coi je p. V. koehleoldy ‘Podrobime-li dédle kolmy

pr&mét bodu A 2y =rconlis,, wy o= riainlig, e =4d
f4=1,...,n) uvedené transformaci, dostaneme. Xy 1 — Xy = 0,
Xone1 =4 (¢ =1, ..., n), tedy asymptoticky bod této kochleoidy.

2° Bud AB oblouk dané nadkrufnice » o T jeho (5. Je-li
bod 4 pevnyj a B se pohybujée na x, pak T opisuje kochleoidu, majici
-ve stfedi nadkrufnice asymptoticksy bod. Pitom viechny kochleody,
odp&nndaﬂcirﬁmww&bdmboduAmn, jsou af na poloku shodné,
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Dikaz: NadkruZnice x v Ro, mé’; P. V. Xgi-1 = 7; CO8 ;8 xi.=
=r;sinls (¢ =1, ..., n) — kdeZ s je oblouk; r;, I; konstanty * 0;
{:| % |l;| pro ¢ + 7' Bodim A, B at odpovida]i po fadé pammetry
So» s' Pak pro soufadnice §, 4j=1,2, 2n) tézisteé T platf
r; (sin l,s — sin [;s,)

li (s — 8)

b

f ds = f x;ds, z CehoZ dostdvame &op | =

7 (cos lis — cos lso)

Eo; = — Ie—s0) Pouzijeme-li transformace &5, ; =
- %o
= — &y18in bisy + &g, 08 lisy,  &'9i = &2 cos Iisy + Saisin Lis,
. v . . 7i
(e =1,...,,n) a oznatime-li ¢ = s —s,, dostaneme &2; = -l—’& .
. h .

.(I—cos; q), Eoi= li sin ljo (¢ = 1, ..., n), coZ je p. v. kochleoidy.

wvey

T obloukt AB nadsroubovice (32) leii na knvce Eoi 1 =

i L ' . . -
= li—a(l-—cos lig), &x = ﬁ sin l,o, &'ont1 = 50 (i=1,...,n).

b) Z vypodtu je patrné, Ze geometrické misto té£ist T oblouks AB
na téZe nadkrufnict (resp. nadsroubomcz) o konstantni délce S = s — s,

le#t ma nadkrufnici (resp. nad$roubovici) &sq = f—g sin ki f .
s 2r, . LS. S C
. cos I; 5 ;—0, Eo; = ZS sin > sin /; + _“0 (resp. &2nt1 = - (s +

+ 8) (2 =1, ..., n), majici s ptivodni nadkruzmci (resp. nadSrou-
bovici) spoleény stied (osu) a vSechny axialni prostory.

3° Bodem A hyperbolické spirdly (10) v Rs, nebo Royi1 vedme
rovnobéku s jeji asymptotou (12) a nanesme na ni od bodu A vsebku
AB rovnou vzddlenosti bodu A od polu O, a to ve sméru opaéném
onomu, ve kterém by se bod A bli#il na hyper. spirdle do nekoneéna!
Pohybuje-li se nyni A na hyperbolické spirdle, opisuje B kochleordu,
majict v polu spirdly sviyj asymptoticky bod.

Diikaz: Je patrné, Ze bod B mé soufadnice

k ’ k . -
C Xgp1 =Ty - cos l,s —r; - XE = - sin [;s, Tesp. Tapp1 =

ok _ok_, G=1,...,n).
8 s
C4° Systém nadkru¥nic v Ry, T9i—1 = @r: €08 Ui8, x2; = pr;sin lis
(o parametr; i = 1, ..., n), ktery vytind z rotaéniho dvojkuZele
(K24) 0 p. v. (3) system nadkouls o spoleéném stiedu v jeho vrcholu,
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positime dle vztaht Xg; 1 = %1 — o1y, Xoi = 2e; (2 = 1, ..., n)!
Tim dostaneme systém nadkruZnic xs;y = or; (cos lis — 1), xg, =
= prysin l;s (o parametr; ¢ = 1, ..., n), jeZ prochazeji podatkem
soufadnic O a maji v tomto bodé spoleény teény a normalni prostor.5)
Pak plati, Ze koncové body B oblouki OB nadkruZnic tohoto systému,
méfenych od spoleného bodu O a majicich konstantni délkw d, le#i
na kochleoidé, majict v O asymptoticky bod.

Dikaz: Je-li bod B uréen parametrem s,, jest OB = fods =
0
= 08y. Dle piedpokladu gs, = d, takze B m4 soutadnice xs;—; =
d . . ..
=T (cos lisg — 1), o2 = 5 risin lisy, 6=1,...,,n), coZ pii
0 0
proménlivém s, je p. v. kochleoidy s asymptotickym bodem v O. -
*

Les spirales d’ordre m dans Pespace euclidien au nombre quelconque
de dimensions.

Extrait del’article précédent.

. Dans le présent article, j’étudie certaines courbes de l'espace
euclidien R, & p dimensions (p = 2) qui sont exprimées dans le
systéme de coordonnées rectangulaires par les équations (8) et que
nous appelons les spirales d’ordre m. Ces courbes sont bien connues
dans le plan R, ou elles peuvent étre exprimées dans le systéme
polaire ¢, w par I’équation ¢ = k. o™ (k, m étant des constantes
#+ 0). Je démontre que la plupart des propriétés de ces spirales
planes sont conservées dans ’espace euclidien au nombre quel-
conque de dimensions. Aux courbes que j’ ai ainsi obtenu appartient
la spirale hyperbolique (10) et celle d’Archiméde (9), qui jouent un
role important parmi elles.

Dans le chapitre I, je définis le bicdne de rotation avec les équa-
tions -paramétriques (3) dans Ry, resp. (4) dans Rg,+1, sur laquel
sont situées toutes les spirales de différents ordres. Cette surface
est engendrée par une droite qui fait un mouvement de rotation donné
par les équations (1), resp. (2) et qui passe par le centre, resp. coupe
Paxe de rotation. Dans les chapitres IT, III, IV, je présente un
nombre de propriétés de ces spirales, par ex:

' a) Sur le bicone (3), resp. (4) la spirale d’Archiméde (hyperboli-
que) jouit de la propriété caractéristique d’avoir la subnormale

- (la subtangente) polaire®) constante.

%) Viz (0), (D).
$) Soit P un point d’une spirale d’ordre m et O son péle (c’est-a-dire le
sommet du bicone). Soit ¢ la tangente de P et T' le point d’intersection de ¢
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b) Si ’on projette une hyperhélice dans Rz, ., d’un point de son
axe sur ’hyperplan orthogonal 4 cet axe, on obtient une spirgle
hyperbolique.

¢) Les points finaux des tangentes polaires 7' (des normales
polaires N) d’une spirale d’ordre m se trouvent sur une spirale
d’ordre m + 1 (d’ordre m — 1). Alors les points finaux des tangentes
d’une spirale hyperbolique et ceux des normales d’une spirale
d’Archiméde sont situés sur une hypercicoférence ayant son centre
dans le pole de ces spirales. Etc.

Dans l'appendice sont indiquées quelques propriétés intéres-
santes de la cochléoide donnée dans Ry, par les équations (36). P. ex.

a) La cochléoide est la projection d’une hyperhélice dans
R3n1, d’un de ses points sur I’hyperplan orthogonal a son axe.

b) Elle est le lieu des centres de gravité des arcs AB d’une
hypercirconférence, le point 4 étant fixe et le point B étant mobile
sur I’hypercirconférence.

avec I'’hyperplan passant par O et orthogonal & la droite PO. Soit N le poiat
d’intersection de T'0 avec I’hyperplan passant par P et orthogonal & ¢. Alors

les longueurs P7', PN, OT, ON sont la tangente la normale, la subtangente
et la subnormale polaxre
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