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~ Cartanova geometrie na ploSe kulové.
Milan Mikan, Praha. ‘
(Doslo. dne 19. Fijna 1936.)

Na plose kulové ziidme pienos tak, aby jednotkové vektory ve
sméru rovnobéZek a merididni byly autoparallelni, pfi éemz délky
méii se klasicky. Tento prenos je integrovatelny, polosymetricky-
metricky a je-li R polomér kulové plochy &' zemépisna délka,
&2 zemépisna Siika (| £2 | < 1w pokud neni vyslovné ]mak stano-
veno). jakozto v radiantech dané geografické soufadnice, je dlffe-
rencial oblouku!):

dsz X R2cos? £2d&1d&! + R2dgzdee, (1).

fundamentélni tensor ma slozky a,, = R?cos? &2, a,, = R?, a,, =
= a, = 0, a jednotkové vektory.ve sméru ,,vychod* a ,,sever

. : 1 . 1 §
gl — _— 52— 4l — 2 —_ 2
jsou: z, Boos & 1; 0; 4! v =0, 2 7 Jest I tg &2,
ostatni I,7 =0, St = — Sié =+ tg &2, S, = — tg &2, ostatni
Sy;, =0 a R,. = 0. t

. (Schouten-Struik, Einfilhrung in die neueren Methoden der
Differentialgeometrie, str. 127, 179 a 180, tloha 11.9.)

Pro kovariantni k¥ivost k libovolné kiivky M jest:
;o7
= Djt Dj2

(Dr. V. Hlavaty: Differencialni geometrie kiivek a ploch
a tensorovy podet (v tisku).)

e
Vauazz — d12»

je-li j» tangencidlni versor kiivky. j* ='£1d%', Dj# = *D,j* a D,
symi)ol kovariantni derivace podle &,

1) V nésledujicim se omezime vesmé&s na realné hodnoty vSech pro-
ménnych, parametra a funkei, pokud neni jinak vyslovnd stanoveno. .
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Dosazenim vyplyva, je-li C libovolna konstanta, kdé&% =
. 1

=d (cos 52%——0), odkudz, je-li B thel, v némz M proting

meridiany,

R~ d(inf—EC) dsin g

dg2 dés2

Rovnice (2) je integrovatelna v takovém oboru proménnych

sin 8, &2 (po pripadé B, £2), ve kterém je k funkei bud obou pro-

(2)

ménnych sin B, &2 (po piipadé ve kterém je c_ol‘;_ﬂ funkei obou

proménnych 8, £2) nebo jedné z nich a to vidy funkei spojitou,
majici spojitou (nebo nule rovnou) parcidlni derivaci podle sin j
(po ptipadé B), nebo je-li k konstantou.

Integraci rovnice (2) ziskavame, je-li ¥ konstantou,
sin
peL g ¥ ) 3
jakozto rovnici kifivek konstantni kiivosti.?) Vzhledem k promén-
nym &, £2 tato rovnice zni:
2
dél = . Rj]“é +0), S dee (4)
Vl — R2(k&2 4 C)2 cos &2
Ponévadz na pravé strané koefficient differencialu d&? je spojitou
funkef proménné &2 v kaZdém intervalu. v némz | &% | < 4,
|sin 8| = | R(k& + C)| < 1, m4 tato differencialni rovnice pro
libovolné dané hodnoty parametri k, C' soustavu partikuldrnich
integrali, interpretovanych v tomto oboru na kulové plose vesmés
shodnymi krivkami, tvoiicimi jednoparametrovou soustavu. in-
variantni vzhledem k rotaci kolem osy plochy kulové. V daldim
ukaZeme, Ze rovnice (4) m4 Fefeni dokonce i v intervalu, v némz
| &2 | < dx, | R(k&? + C) | < 1. Nazyvejme tuto soustavu rotaéni,
proménné sin 8, &2 rotadnimi souradnicemi a oznadujme kiivky
konstantni kfivosti pismenou K. Jsou uréitou analogii kruZznic
klasické geometrie. Jejich rotadni soustavu oznaéme (K).
Loxodromy (k = 0), v&etnd merididnt a rovnobéiek, jsou
autoparallelni. '

2) Rovnice % = k& + C znadéi soustavu kiivek K, Sl; LA
— kn? — C soustavu, jejiz k¥ivky K jsou s predeSlymi totoZné, ale, vzhle-
dem k sin f = — sin ¥ pro 5% = &2 opaéné orientované, 31111{6 =— k2 +C

znadi soustavu, jejiZz kiivky K jsou, vzhledem k {? = — £ pro sin § =
= sin f# ke kfivkdm K pravouhle soumérné podle roviny rovniku.
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sin B

R b
plyvé dosazenim z rovmice (2) k = m, t. j. kiivky K a jen tyto
maji vzhledem k rotadnim soufadnicim sin f, &2 linedrni rovnici.
RC je sinus thlu, ve kterém K protind meridian na rovniku.

protina rovnik realné <l1
K { dotyka se rovniku je-li| RC |{ = 1.
protina rovnik imaginarné >1
Vzhledem ke vztahu ¢ = ltg (st + $£?% je rovnice kiivky K
1
jakoZto Mercatorova obrazu kiivky K
sin § — RC
. w1 . . Rd& .
Pro libovolnou kfivku M jest g = cos B= ET;
vzhledem k (2):

Je-li ddna rovnice mé&2 4+ C = m = konst., vy-

v
sech - = COs

ag
ds

Tato rovnice je zcela analogicka vzorci pro k¥ivost klasické geo-
metrie. Pro £ = konst. jest:

’ -z— = s + konst.. : (7

jakoZto analogie vzorce pro kruZnici klasické geometrie.
Rovnice (5) je rovnici soustavy kfivek K, invariantnich vzhle-

dem k translaci ve sméru rovnobszek na Mercatorové mapé (pro
uréitou hodnotu parametra k, C je tato soustava jednoparametrova,’
tyto kiivky jsou vzajemn& shodné a tvoif translaéni soustavu).
Proménné sin 8, v nazyvejme translaénimi soufadnicemi.

. Translaéni soustava kruZnic L o poloméru 7, t. j. klasické kii-
1 B

. 1 ’ v . L
vosti x = - m4 v translaénich soufadnicich rovnici

sinff =xv+ B, (Bkonst.) - (8)

coZ je uplna analogie rovnice (3) kfivek K danych v soufadnicich
rotaénich. KruZnice L jsou Mercatorovymi obrazy kiivek L na

kulové ploge, jakoitol ortogonalnich trajektorii svazkil loxodrom.
prochézejicich body, jejichZ obrazy na mapé jsou stiedy kruznic L

Tim ziskdna druhé analogie kruinic na ploée kulové. Kiivky L
maji rovnici:
sin B = % . Rl tg (}= + 3&%) + B. - (9)
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Jejich kovariantni kiivost je

. *® . 1
" Rcos & Rrcosé&?

(10) je rovnici vSech kfivek L, zobrazenych na mapé kruzZnicemi L
1

(10)

o témiz poloméru r.

Na mapé: je bodem a piimkou jim prochaze]ml vvtknut
(Lie-tiv) element o soufadnicich u, v, 8, zobrazujici bodem a pii-
sluSnou loxodromou jim prochazejici vytknuty element na plose

v
kulové o soufadnicich R& = u. &% = 2arctg c® ' ., B. Volme
na merididnech n. p¥. smér ,sever jakoZto kladny, orientujme
téZz dany element vytknutim kladného sméru a vytknéme jesté
jakoZzto kladnou orientaci hlu g, ktery je sevien kladnym smérem
elementu s kladnym smérem meridianu n. p¥. pozadavkem, aby
na mapé tato orientace byla zobrazena kladnym smyslem ahlu g.

Prikazeme-li proménnym v, f na mapé a proménnym &2. § na
plose kulové uréité hodnoty, ziskdvame na mapé translaéni sou-
stavu elementli, na ploSe kulové rotaéni soustavu elementi. Je to
jiny druh rotaénich a translaénich soufadnic. Naproti tomu
v pfedchozim poprvé uZité rotadni a translaéni soufadnice sin g, £2;
sin B, v vzhledem ke vztahu sin f = sin (x — ) stanovi dvé ro-
taéni a dvé translaéni soustavy elementi, jejichZto soustavy loxo-
drom na plose kulové a piimek na Mercatorové mapé jsou vzajemné
podle meridiant soumérné, orientace téchto loxodrom (piimek)
v8ak jsou soumérné vidy podle rovnobéiky. Nazyvejme tyto dvé
vidy k sobé vzhledem k uvazované soumérnosti prisluiné soustavy
element soustavami sdruzenymi a oznaéme je (sin 8, &2). po pi.
(sin B, v). :

Budiz nyni ddna rovnice:

sin f = F(&?), (11)

kde sin g8 = cos §2 dé! =sin (m —B). (11")
? = & Veow ey T @@ o

a kde F(£2) je spojitd, spojité differencovatelnd a pro | F(fz) !

jednoznadéné funkee v intervalu — 4z < & < 4 4z, v némz viude

dI:; E’i)# 0 a bud & = @ (sinp) jeji inversni funkce:.--Budiz

—in < f’ < 152 < {n, & = P(sin f) = D(sin(w — B)), ?2 =

- e : __cos &2dg F(&)

Plein f) = P(sintx—f)). € F=—ga— = TIyT—rey|
A F(&)

t J—

Be—h = =
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Rovnici (11), differencidlni vzhledem k proménnym &, &2
je dana rotadni soustava (M) kiivek M, interpretujicich piislu§né
partikularni integraly. Interval (&2, £2) budiZ jedté volen tak. aby

[ 1
F(&)
_ YT (F(@)* ,
intervalu poéinaje, byla stale kladnd nebo stile zaporna. Potom
integral :

funkce alespon od jedné hodnoty &% v tomto
2

F(&) dé?
V1= (F(&))2cos &

(12)

)
mé uréitou koneénou hodnotu i tenkrate, existuje-li redlna hodnota
= (%) sin §n), F(&) =01, | &] < {n a volime-li £ = &2,
X X 1 X

F(&) (&2 — &2
ponévads jii pro } <n < lje e}'u%’l/l — (F(&%))* cos &

Probiha-li &2 interval (52 Ez) kde 52 je libovolnd hodnota
v intervalu (52 52), problha souéasne ﬂ Jednak interval (ﬂ ﬂ)
a vytvolena ]e rotaéni soustava (V) vétvi V ]ednak 1nterval

= 0.3)

(= —ﬂ, T — /3) a tim je vytvofena rotaéni soustava (V) vétvi 1.

Na prve ]e Tozdil zemépisnych délek “krajnich bodi a = 51

— . F(g2) dée ’ - B
— &= f+ H/l_ F(fz))zlcos £ na druhé b = fl_él_

am

(§2) déz . ..
f—|V1—(F(§2))2|cos £ @=—>b, t. j. vétve V,V jsou

na,vza,]em soumérné vidy podle uréité merididnové rovmy Existu-
je-li vSak a,lespon jedna realnd hodnota 52 = 52 = ¢(( Zy sin u}n),
F(é’) =51, | 52 | < in, exxstu]e ke ka,zde vétv1 174 soustavy (V)
vzdy takovia vetev V soustavy. (V) Ppro niz §1 = El obé& vétve tvoii

souvislou vétev V kiivky M, pravouhle soumérnou podle roviny
merididnu £ = £ a tato vétev je protata kaidou rovnobéikou

bud ve dvou bo(siech nebo (omezime-li se na reédlné body). vibec

3) O urdeni zda pFedloZeny omezeny integral mé koneénou hodnotu,
viz n. pf.: K. Petr, Podet integralni.
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neni protata, kdeZto rovnobézka n. pi. E’- se této vétve dotyka ve
spoletném bodé vétvi V V.

' Kiivky konstantni kiivosti K sestavaji, jak z rovnice (3)
patrno (F(£2) je v tomto pifpadé linearni funkci) z takovychto

podle merididni vzajemné soumérnych vétvi V Va ma]1 -li jednu

te¢nu (nebo vice teden) || s rovinou rovniku, sestavaji z jedné nebo

uréitého mnoistvi vétvi V, z nichZ kazda je podle roviny uréitého

merididnu soumérna a jsou proto soumérné podle jedné nebo

urditého mnoistvi merididnovych rovin. NiZe shleddme, Ze v pfi-

padé & = &2, | £2| < }x jeden nebo druhy piipad nastdvé, je-li
X 1 1

kiivka K tvofena jedinou uzavienou vétvi podél ni% B probihd
hodnoty n. pf. od — }x 4 gn do + $x + gz pro ¢ celé (pro C = 0),
nebo mnozstvim vétvi, z nichZ na kazdé g probihé tytéZ hodnoty.
ale z nichZz ani jedna neni sama o sobé uzavienou (pro C = 0).

Rovnici = f(£2), kde f(&2) je spojitéd a spojité differencovatel-
né jednoznaénd funkce je naproti tomu dana rotadni soustava

kiivek M , které obecné nejsou podle merididnovych rovin soumérné.
Soustava (rotaéni) kiivek Mk prvym podle téchto rovin soumér-
nych je dédna rovnici f = z — f(£%). Obé soustavy jsou soudasné
ddny spole¢nou rovnici sin B = sin (f(£%)) a je-li 4m = f(&%), &2
1 1
redlné a | £2 | < 3z lze stiidave z vétvi i’, V kiivek M M vytvofiti
. 1 N
vétve V urditych kiivek M, soumérné podle merididnovych rovin,
podél nichZ se B spojité méni.
Prve dopliime viak je§té avahy o kiivosti odvozenim vztahu

kovariantni kiivosti k kiivky M a klasické kiivosti x jejiho obrazu
M na Mercatorové maps.
1 .

Budtez opét na mapé ziizeny soufadnice z = &, ¢ =
=1tg (3 4 4£2). 1 jest:
' - du
do? du - cos £2d&
Sl L i
e+ (&)
gy qdv |
d2y dv dv dé& df.cos & dg .
WD TAE @ st EdE T am osfes

a vzhledem k rovnici (2):
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% = Rk cos &2, (13)
coZ pouzito na kfivky L dava rovnici (10).
PonévadZ v bodé vratu (obratu) ki¥ivky M je 1/x = 0, (» = 0),
je vzhledem k rovnici (13)a | &2 | < dnv pf'ishiéném bodé kiivky M:
1/k = 0, (k = 0); nazyvejme takovéto body kiivky M také body
vratu (obratu). Kiivky K a jejich obrazy K nemaji ani bodu
vratu ani bodt obratu. K¥ivka K majici v urditém bodé s kiivkou M
tyz ahel B a totéZz k je analogii oskuladnf kruznice. V bodé obratu
je (vzhledem ke k = 0) takovouto oskuladni kiivkou K loxodroma.
Dvé kiivky M majici v uréitém bod& totéZ g a k maji v onom bods
tutéz oskulaéni kiivku K.

Uvazujme nyni opét kfivku konstantni kfivosti K danou
rovnici (3). V bodé A svirej K s merididnem thel g, —jx <
4

< <0,V Bthel f =0, v Ethel f = — p.1 jest

4 1Bdf 1— d B dg
_sin sin
5= S sin ,B RC' WcS sin p — Ro)’ (14
& 0
£ |
1 sin g dp . ,
g B kS sin ﬂ RC’) (14)

Na pravych stranich rovnic jsou trigonometrické formy
integralu, analogického integralu (12), rozdily zemé&pisnych délek
jsou tu parametricky vyjadfeny, zemépisna sifka je, jak zndmo,

. . sin § —
vyjadiena rovnici &2 = — R
resp. (8, B), (B, B). nechat je opét vidy — }n < &2 < }x; potom

B A BE
integraly (14), (14') ma]i kone¢nou hodnotu.

Podél oblouku BA ve smyslu od B do 4 polozme —p =

sin (—B) =siny, d(—pB)=dy, ¥y y= —-f g tudiz 51— 51

a probifha-li B intervaly

4 8
A4 E
_1 sin y dy 1 sin g§df V inter-
Rk (— siny — RC' Rk (— sin 5 RO)
. COos
0 0
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valu 0 < | 8| < $xn je v kterémkoli bodé vidy cos (gn_%g_lf(_}’) .
{f} cos (wﬂl%—@), tudiz 51 — E‘ {_} a 51 je-li

cl+ } 0. Existuje-li tudiz —4n < 2 < 4 4 pro néz g =
= 4 4
=—3na —jn< < 4 jnpro néz f = + 4z, t.j. je-li resp.
E E

| 1— RC

Rk L 7
malnftho (minimélniho) &2, A bodem miniméalniho (maximal-
nfho) £2 a je-li C =+ 0, nelezi body A, E na témZ meridianu. &ehoZz
daldi disledek je, Ze (redlnd) vétev kiivky K od B = —}n do
B = + 3= nenf uzavienou, je viak, jak z pfedchozi avahy vyplyva,
pravoihle soumérnou podle roviny merididnu prochézejiciho
bodem E. V bodé A piechazi K ve druhou vétev, na niZz g probiha,
hodnoty od — }n do — §x; atd. Také vétev n. pf. na niZ g probihd
hodnoty od — 3z do }m je soumérnou podle meridlanu procha-
— RC

Rk

< 3n a bod E tedy bodem maxi-

zejiciho bodem A4 atd. Je-li viak C = 0 {a oviem opét

1+ RC
Rk

z Gehoz déle vyplyva, Ze body A, D, v nichi resp. f = — i,

ﬂé? i+ 3n se ztotoziuji a kiivka K je tvorena jedinou uzavienou

vétvi.

<}, < im|, lezi body A. E na témz merididnu,

Naproti tom1‘1 jestlize ‘1—;2:! c > dn, po piipadé
1 -II-{ kRC' = ym, sestdva kiivka K, jak z Mercatorovy mapy

patrno, z jedné dvojice nebo z mnoZstvi dvojic vé&tvi, z nichz
vidy dvé vétve v téZe dvojici jsou pravoihle soumérné podle ro-
viny uréitého meridianu a k jednomu nebo ob&ma pélim se asymp-
. toticky bliZ{ — vyjimaje ptipad, kdy, jak nffe uvedeno,

| & Rk }n + RC | = 0 — na zpusob loxodrom.
Asymptotické blizeni se kfivky K k pélim pro 0 <

<|HRkin+ RO <1, |2 (4;)1611_6_*

= dn vysvita i z toho, Ze

limita integralu (jakoZto funkce jeho horni meze)

(Rk&* + RC)dé?
V1 = (Rk& 4 RC)? cos ¢

(15)

an
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(coz je jind forma integralu (14, 14’) daného v trigonometrické
formé), majictho koneénou hodnotu pro | é&%| < im, | Rk&® +
+RC L1, | £ < jnt)pro lim &2 = F) 4n Toste nade véeéhny
meze, nebot
(REE® + RO) (Jm— | €2 )"
—gnl/l — (Rk& + RC)?cos £2
je konednd toliko pro »>1, jeli 0 < |Z) Rkin + RCI <l1
a je-li | (&) Rk3n + RC| =1 dokonce toliko pro = > 4. Uvahu
lze zobecniti i pro krlvky M, jejichz rotaéni soustava (M ) je dana
rovnici (11). Naproti tomu integral (15) ma pro | &2 | = 17,
| + Bk tn + RC | = 0 koneénou hodnotu, ponévadz v tomto pfi-
padé hm1ta (16) je = 0 pro kazdé n kladné, tedy jiZz pro 0 < n < 1.

(16)

oe

Vétve V, V kiivky K se priblizuji k sobé v pélu, aniz by se k pélu

blizily asymptoticky.

sin B
R

sdruzené rotaéni soustavy element %2, siny = sin (x — ), (kde

7%, sin y jsou dané konstanty), jest:

Maji-li soustavy (K) kiivek K . =ké& + C spoieéné

sin § g, SIDYy . _siny
& = k& —|————~R nk,t.].O’———R nk. (17)
- Tyto kiivky konstantni kiivosti tvoii rotaéni soustavu jedno-
parametrovych soustav, majicich spoleény dotyk podél elementi
obou vzajemné sdruZenych soustav (5?2 siny). Nazyvejme tuto
(dvojparametrovou) soustavu kiivek K dotykovou soustavou
rotaéni. Obecné dvojparametrova soustava kiivek K, jakozto
rotadni soustava jednoparametrovych nerota¢nich soustav dand
rovnici sn};ﬂ = k& + Y(k), (kdez pro kaZzdou hodnotu k dosta-
vame uréitou jednoparametrovou soustavu rotaéni) neni dotykova:
Kazdou danou dvojici sdruZenych rotaénich soustav elementt

2, su}x{é prochazi tolik rotaénich jednoparametrovych soustav
(K). kolik kofent pro k mé rovnice
K2+ W(k) = sullzé

Aby rotaéni soustava jednoparametrovych nerotaénich soustav
krivek K byla dotykové, k tomu je nutné a staéi, aby ¥(k) byla
celistvou linearni funkei parametru k: ¥(k) = ak + b, pro realny
dotyk |Rb | =|siny| <1, |a|=]|7n*| <{m.

4) Srovnejme s uvahou o integralu (12).
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V tom piipadé kazdou daldi dvojici sdruZenych rotaénich

soustav elementt |2,

snlle 6) prochazi jedind rotaéni soustava (K)

kiivek K a jeji rovnice jest:

sin § £2 1 . i . g
sinyn?1 =0, t.j. sin f = smy slznﬁ & — ¢siny 172 sin 0
sin § 2 1! —¢ n”*—<

To je rovnice ]ednoparametrove rotaéni soustavy (K) procha-
zejiei danymi dvéma dvojicemi sdruZenych rotadnich soustav~
element (%2, sin y); ({2, sin d).

Vzhledem k tomu, %e — jak z pfedchozich tvah vyplyva —
kiivka K protinajici danou rovnobézku 72 v hlu g protina ji téz
v uhlu — p, moZno vysloviti vétu:

Kiivky konstantni kiivosti K protinajici dvé dané rovno-
bézky resp. 72 (2 v Ghlech danych resp. g o jsou shodné; maji
kovariantn{ kiivost

COS p — COS O
R(n* — &%)

a jsou obsaZeny v téZe rotadni soustavé (K).

k=

Dvéma sousednimi elementy na dvou sousednich rovnobéz-
kaech je dana urdita kiivka konstantni kfivosti. Kiivka K ke
kiivee M v daném bodé& oskulaéni mé s ni v tomto bodé dva sou-
sednf elementy spoleéné (a naopak). Dvé v daném bodé& oskulujici
se kiivky M, N ma]i v tomto bodé dva sousedni elementy spoleéne
(a naopak).

Rovnici
sin f = F(&?) (18)
je ddna jednoparametrové soustava rotaéni (M) kiivek M. '
Budiz kromé toho déna rotaéni soustava (V) kiivek N rovniei:
sin y = @(&2). (19)

Je-li n¢ktera z kiivek N isogondlni trajektorii soustavy (M), jest:
y = B + a, akonst. a je-li m kovariantni kiivost této kiivky N,

= c‘; (?1’ g”, jest v présesicich kivky N s ktivkami M:
k m
: cosf~ cosy » 2(_))
gili: ’ : <
_’i cos ﬂ cos B k m ' (21)

m ~ cosy cos (B + a) cos ﬂ cos (f + a)

112



Potom je viak také kazda dalsdi kiivka soustavy (19) isogonilni
trajektorii soustavy (18), nebot je-li pro jednu z kfivek N

sin y = sin (B + a) = D(&2) = F(&?) cosa + Vl — (F(£%))? sina,
je tato rovnice platnd pro kaidou kfivku N soustavy (N) dané

dy _dB
rovnici (19) a je-li v platnosti (20), jest de—aqm? = f+ a,

a konst., pii éemZ a je vzhledem k tomu, %e soustavy (M), (N)
jsou rotaéni, pro kazdou dvojici kiivek M, N totéz.

Isogondlnt,_ trajektorie rotaéni soustavy (M) tvort zase rotaént
soustavu (N). Aby soustavy (M), (N) byly takovymito vzdjemnymi
soustavami isogondlnich trajektorit, k tomu je nutnouw a postacujict
podminkou (20) nebo (21).

Isogondlni trajektorie rotaéni soustavy loxodrom jsou zase
loxodromy a kaidé dvé rotaéni soustavy loxodrom jsou vzayemné’
soustavami isogondlnich trajektorii.

Kromé toho z podminky (21) vyplyva:

Isogondini trajektorie rotaéni soustavy (K) kfivek konstanini
kFivosti jsou tenkrdte a jen tenkrdte zase kiivkamsi konstantni kiivosti,
jsou-li (K) loxodromami. Ony isogondlni trajektorie jsou potom téi
loxodromams.

K objasnéni n&kterych dosud odvozenych vysledka lze také
pouziti — kromé zobrazeni Mercatorova — jedté jinych zobra-
zeni rotaénich soustav. Nana§ime-li na vodorovnou osu B jakoito
asetky hodnoty Ghla B, na svislou osu X jakoZto pofadnice hodnoty
zemé&pisnych Sfiek &2 (po volbé libovolnych délek jakoZto jednot-
kovych), zobrazi se rotaéni soustava elementi (£2%, f) bodem,
leZzicim vzhledem k | £2 | < }a uvnitf rovinného pasu omezeného
pfimkami P,@Q ve vzdilenostech + }n, —34m rovnobéinych
s osou B, rotaéni soustava kiivek M dand rovnici f = f(£2) urditym
obloukem uvnité tohoto pasu. Rotaéni soustava isogondilnich
trajektorif (N) rotadni soustavy (M) zobrazuje se obloukem (N

vzniklym poSinutim oblouku (M ) o délku a ve sméru osy B, (K ) se

zobrazuji sinusoidami, rotadni soustavy loxodrom o daném thlu g
svislou pfimkou ve vzdalenosti pod osy X. Osa X zobrazuje viechny
merididny, body osy B zobrazuji vSechny elementy na plose
kulové, jejichZz body lezi na rovniku, body rovnobé&iky s osou B
viechny elementy, jejichz body leZi na urélte rovnobéZce plochy
kulové.

Prisek dvou obloukt (M )s (N ) je obra.zem dotyku dvou ro-

taénich soustav (M), (N) podel ]edné rota¢ni soustavy elementd,
dotyk takovychto obloukiu, jak z pfedeslého patrno, je obrazem
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oskulace téchto soustav (M), (N) podél pfislu$né rotadni soustavy
elementd. ,

Na hranici pasu P, @ neni zobrazeni jednoznaéné (ve smyslu:
bod v obraze — rotadni soustava elementi na plose kulové).
Protina-li v8ak oblouk (M) reilné resp. P..Q, v bodech, jejichz

B =+ 3n + qn, q celé, zna,éi’to, ze kiivky M soustavy (M) se asymp-
toticky bliz{ resp. k severnimu, k jiznimu pélu a zarovenn k oném
loxodromam tvoricim rotaéni soustavu, jejichZz 8 je rovno vzdale-
nosti onéch pruseéiki od X.

Jiné zobrazen{ ziskdvame. naneseme-li na svislou osu X
hodnotu zemé&pisné &ifky, na vodorovnou osu S hodnotu sin g.
Jednotlivé sdruZené rotadni soustavy (realnich) elementi (jejichZ
| &2 | < }m) jsou zobrazeny body uvnitt pravouhelmku abed, jehoz
vrcholy maji soufadnice: a (— 4n, —1). b (—- I, + 1), ¢ (4 =,
+ 1), d (+ 3z, — 1). Uréitéd soustava (K) je zobrazena usetkou
(K ) = mn uvniti abed, jejiz body naobvodu abed jsou m, . PI'Obl-

hime-li mnoZstvi elementi na k¥ivkich K podél vétvi V V vaa-
jemn& podle merididnovych rovin soumérnych®) je soudasné

tisetka mn prob&hnuta v obou smyslech mn a nm.

V rovnici (11) vyskytujici se funkce F(£2?) proménné £2, pro
| F(£2)| £ 1 jednoznaéng v intervalu —in < £2 < + I, k niZ
piislusf na plofe kulové soustava (M), je uvniti pravothelniku
abcd interpretovina obloukem (M), protatym kazdou piimkou || 8
v jediném bodé&. Neprotina-li tento oblouk re4lns tsetky ab, cd.
nepiiblizujf se M pélim. Protind-li viak realné resp. ab, cd, blizi
se M asymptoticky k jednomu nebo ob&éma pélim, jak patrno ze
zobecnéni Gvahy o integrilu (15). Rotaéni soustava loxodrom,
zobrazend nyni opét rovnobéZkou s X prochéazejici vidy jednim
z onéch prusetfki je soustavou asymptot kiivek M. Protina-li
viak (M) obvod pravoihelnika v nékterém z vrchold, pfiblizuji se

v pélu k'sobs podle merididnové roviny soumérné vétve kiivek M,
aniz by se M k tomuto pélu bliZily asymptoticky. Probéhneme-li
v obou smérech oblouk (M ), probihame soutasné mnozstvi ele-

mentd na obou soustavich vétvi V1 na plose kulové, z nichz
sestava soustava (M) kiivek M a jez jsou vzajemné podle meridié-
novych rovin soumérné.®)

8) P¥i tom zachovévéme tutéz orientaci podél vétvi V = v + 74
k¥ivek K i uhlu B. Zmé&nime- 11 orientaci, zobrazi se (K) tisetkou m'n’ vzniklou
zreadlenim mn na X.

.+ %) Zména orientace jevi se v obraze zrcadlenim na X.

-
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Usedky (K) prochazejici bodem (0, 0) zobrazujf kiivky K,
jejichz C =0 ;)onévadi vzdalenost pruseéiku 8 (K) od bodu (0, 0)
je rovna sinusu .Ghlu, v némz K protina meridsién na rovniku,

pro C = 0 protind K rovnik v pravém Ghlu. Pro libovolnou kfivku

. dsin g
MJeRk——d§2

Priisek oblouku (M), (N) je obrazem dotyku soustav (M), (N)

podél sdruzenych soustav elementi na plose kulové, svazek useéek
(K) o spoleéném bodé je obrazem rotaéni soustavy dotykovych

soustav kiivek K na plose kulové, dotyk obloukd (M), (N) je

obrazem oskulace soustav (M), (N) podél piisluinych sfiruignych
soustav elementii. (TotéZ vzhledem k rovnici (13) lze vysloviti
o transla¢nich soustavach (M), (N) na Mercatorové mapé.)

— = tg «, je-li « Ghel, ktery svira (M ) s pofadnici.

. ’ rd e ’ 1 . 1 3
Partikularni integridly Clairautovy rovnice vzhledem k pro-
ménnym sin B, £2 v oboru, jemuz pFislusi &ast rovmy omezena

d d -
;l;ﬂ £+f ( (S;Enz ﬂ) ¢ili vzhle-

pravouhelnikem (abed): sin f =
dem k rovnici (2) '
sin f = Rk&z'-i— f(RE) (22) .

jsou, jak ze zobrazeni v pravoihelniku (abcd) patrno, na plose
kulové interpretovany soustavami (K), oskulujicimi uréitou sou-
stavu (M) jakoZto interpretaci singularniho integrdlu rovnice (22).
Z tvaru oblouku (M) uvniti (abcd) moZno p¥{mo posouditi
nékteré vlastnosti kiivek M soustavy (M): Na pf. existuje-li k (M)
uvnitt. (abcd) teéna || S, roste v dotyéném bod& k nade véechsny
~ meze, kfivky M maji na ptislu§né rovnobézice body vratu, existuje-li
vSak uvnitt (abcd) tetna || X, je prislusné k = 0, kiivky M maji
body obratu. Je-li v nékterém bod€ oblouku (M) dig;— =0, mak

3 .

v tomto bodé extrém, (M ) bod obratu, pfislu$né body kiivek M
mozno nazyvati vrcholy, ponevadz krivky M vskutku v takovychto
bodech maji vrcholy. Vzhledem k soumérnosti kiivek M (a M )

vzhledem k merididnovym rovindm (a k mendlanum), da,ny -li
jejich rovnice ve tvaru (11), jsou téZ body, v nichZ je f = %n + qm,
g celé, vrcholy. :

Analogické Gvahy lze provésti s nékterymi zménami vzhledem
ke zobrazeni o osich X, B jsou-li rotadni soustavy kiivek diny
rovnicemi typu g = f(&2).
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Aby rotaéni soustava,l(M ) danda rovnici

. A&t
B = f(&?) ¢&ili d—gzcos £2 = tg f(&?) (23)
pfipoustéla infinitesimélni transformaci, jejiz symboi je
oD , 0D :
a [(tg p(£2)) 38 + cos & 8—62]’ (24)

kde a je libovolna koneéna konstanta == 0, pii éemz se omezime
na takovy obor proménnych £, £2, | £2 | < 1z, ve kterém tg f(£2),
tg @(£2), D(&, £2) jsou spojité funkce, majici alespoii prvni derivace
spojité, k tomu je nutna a postadujici podminka

de(é2) _ _ df(&)

7
cos? (&%) d&* ~ cos? (&) dg? ) (29)
aneb, poloZime-li y = @(&2)
tgy =tgf +tgb, (26)
kde b je libovolnd konstanta, nebo
sin (y —B) _
cosycosf tg . (27)
Je-li & kovariantni kiivost kterékoli z kiivek M (podél M
1 2
obecné proménna) a poloZime-li m = %, Ize uvésti pod-
minku na tvar :
m ok k  [cos B 2o
cosy  cos3f nebo m (cos y) ' (28)

Rovnice (25), (26), (27),' (28) jsou ekvivalentni a jsou vesmés
soumérné vzhledem k veliéindm vyskytujicim se v rovnicich
soustav (M) a (N)...y = @(£2). Dréhy infinitesiméln{ transfor-
mace (24) tvoif rotadni soustavu (), jejiz rovnice je
d":l 2 — 2

. Iz cos &2 = tg (p({& ) (29)
&li o y = @(&2) (30)
a kovariantni kfivost m kiivek N vyhovuje rovnici (28).

. Naopak, soustava (N) pfipousti infinitesimélni transformaci,
jejiz symbol je
- 0D oD
. 2y % 2 2 1
¢ [(tg f(&%) 5z + cos & 652]’ - (31
c) libovolna koneé¢néd konstanta = 0).

) Pro srovnéni n. pf. J. A. Serret-G. Scheffers, Lehrbuch d. Diffe-
rential u. Integralrechnung, TII. (Lipsko 1909), str. 199 a dal3i.
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Jeji dréhy jsou kiivky M ‘soust.avy (M), t. j. vztah obou
soustav je reciproky.
Kdyby misto transformace (24) byla déana transformace

ao [t 916 5+ cos 2 22, (32)

kde o je spojitou funkei proménnych &, £2 (nebo alespoii jedné
z nich), majicf v uvaZovaném oboru spojité parcidlni derivace
alesponi prvého fadu, byla by podminka (25) nahra?ena podminkou

d ¢(&2) d f(&y -
e (cos"‘ p(£) d&®  cos? f(£2) dfz) +

+ (bg f(£%) — tg p(&%) (tgf(sz) 55 + cos &2 a,52) 0. (33

Transformace (32) je, jak patrno, nejobecnéjsi transformaci,
jejiZ drahy tvoii rotadni soustavu. Je to soustava (N), dand rovnici
tvaru (30), pii ¢emZ funkce ¢(&2) vyhovuje podmince (33).

Tato podminka (33) je symetrickda vzhledem k funkeim f, ¢,
je-li bud tg f(£2) = tg (&%), t. j. trividlni transformace, p¥i niz

(M) = (N), nebo aa_gl =0, t. j. o je toliko funkef proménné &2,

g gz 3502’ nadeZ soustava (N) pfipousti infinitesimalni transfor-

maci :
0P
2 2
cQ (tg f(¢ ) 3 + cos §% 52), (34)
a je-li také aa B 0, jedné, se o transformace (24), (31). Nebo ko-
nednd, je-li tg f(&z) 651 -+ cos 52 852 =0, t. j. je-li o= konst.

integralem rovnice (23), t. j. rovnici soustavy (M). Podminka (33)

piechéz{ v podminku (28), pfi éem% soustava (V) pfipousti mflmte-
siméln{ transformaci

coteren ggtomeizgl 69

je-li o = konst. integralem differencidlni rowvnice (29). Obecné
moZno Fici: Kterakoli z rovmic (25), (26), (27), (28) je nutnou
a postadujici podminkou, aby rotadni soustava (M) dana differen-
cialnf rovnici (23) p¥ipoustéla infinitesimélni transformaci

ag? [(tg #(EY) 22 + cos &2 8—5,] T
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a rotadnf soustava (N) dand differencidlni rovnicf (29) infinitesi-

malnf transformaci v .
oD oD

- 2yy 77 2 77 |,

| cot [(tg f89) g0+ oon 151

jsou-li ¢ = konst., o = konst. integraly rovnic resp. (23), (29),

pii éemz p, ¢ mize byti téZ = 0. Naopak, aby byla splnéna ktera-

koli z podminek (25), (26), (27), (28), k tomu je nutné a stadf, aby

uvaZované infinitesimalni transformace mély symboly (36), (37)

(37

0 . v 0 . 0
a aby % +=0. A tolgko v prlpadé é?% = 0 je pro a—§2=d—§2 + 0
podminka (33) soumérnd a jind neZ (28). :

Z rovnice (27) plyne pro transformaci (24):

Je-li soustava (N) soustavou isogonalnich trajektorii soustavy
(M), tu vzhledem k rovnici (21) bud identicky f = y a thel @ = 0,
t. j. trividln{ transformace, nebo vzhledem k (20) &k =m = 0,
t. j. rota¢éni soustava invariantni netrividlnich infinitesimélnich
transformac{ (24) je tenkrate a jen tenkrate soustavou isogonalnich
trajektori{ rotadn{ soustavy drah této transformace, jsou-li ob&
dj(e) _do) _
_ d& —  de -k

Drahy kazdé infinitesiméln{ transformace, jiz pfipousti rotaéni
soustava (M), netvor{ v8ak vidy rotaéni soustavu v naSem slova
~ smyslu. Pifkladem toho je na pt. rotace kolem osy plochy kulové,
jejiz drahy (rovnobéiky) sice zustdvaji invariantnimi vzhledem
k rotaci -(je to jejich trividlni transformace), neptislufeji vSak
uvazované kategorii infinitesimalnich transformaci, pon&vadz pro
né je vesmés y = J=, t. j. tg ¥ roste nade vSechny meze. Symbol
této transformace jest:

soustavy soustavami loxodrom (potom oviem

@
. 0&2 o

Pi{sludné podminka, aby (M) pfipoustéla rotaci je oviem identicky
splnéna pro kaZdou rotadni soustavu (M).8)

Na Mercatorové mapé méjtez drahy grupy infinitesimélnich
transformac{ rovnice » = p(u, v, t), v = y(u, v, t), je-li ¢ parametr
jednotlivych transformaci, % hodnoty funkef @,y pro t =0,

1 . ] .
a tyto funkce jsou spojité aospojité differencovatelné, a smérnice
libovolného elementu se transformuje podle rovnice

Yu, + Yo v s
v = o__g_o" v = d’U’ s = 'aLp &td., Pﬁ éemz Pur P = 0-9)
‘P!;. + ‘P: v du u ou Yus Yo
—_ 0 o -

) 8) Dosadme n. pf. do rovnice (4) na str..198, .Serret.-Scheffers, Lehrbuch
d. Differential u. Integralrechnung, III. A
9) TamtéZ, str. 213.
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Jsou-li témito' drahami loxodromy, jest u = u +tcosx, v =
-—v—i—tsma,tp,,—o 1/),,—1 q)u_l,qa,,_O v _-v
Tudf% mo#no Vyslov1t1 vétu:

Infinitesimdlni transformace na plofe kulové, jejiz drdhy tvort
hbovolnou 7ednopammetrovou (obecné merotaini) soustavu lozodrom,
md tu vlastnost, %e integrdlni kiivky ka*dé differencidlni rovnice,
jeZ uvazovanou mf@mteszmalni transformaci pFipoustéji, sviraji s ka-
dou jednotlivou loxodromickou drahou thel, ktery je konstantnt vidy
vzhledem ke v¥em transformacim pfisludné grupy.

Jedna-li se o rotadni soustavy loxodromlckjrch drah, jsou
oviem pifslu$nymi integralnimi k¥ivkami, jak jiz dokazéno prve,
opét loxodromy.

La géométrie de Cartan sur la sphére.
(Extrait de l'article précédent.)

Sur la sphére nous construisons une connexion de sorte que les
vecteurs unitaires dans la direction des méridiens et des paralléles
soient autoparalléles, les longueurs étant mésurées classiquement.
Cette connexion est intégrable, demi-symétrique, métrique, et
si R est le rayon de la sphére, £ la longueur géographique, &2 la
largeur géographique (| &2 | < 4n sauf l'avis contraire), la diffé-
rentielle de arc est donnée par 1’équation (1). Soit f l’angle
d’'un méridien et d’une courbe au point d’intersection. Les
courbes K & courbure covariante constante %k sont donnees )
par I’équation (3), ou C est une constante arbitraire, c’est-a-dire
par I’équation (4), différentielle par rapport aux variables &, &2,
Cette équation a des intégrales dans un intervalle, dans lequel
| R(k&2 4+ C) | £ 1, | £ | < $n. (Nous nous bornons aux para-
métres et valeurs réels.) Les courbes K constituent une analogie
aux cercles de la géométrie classique, et de plus, elles se réduisent,
pour k= 0 aux loxodromes (c’est-a-dire aux droites de la géo-
métrie loxodromique). Les loxodréomes, et seulement celles- 01,
sont courbes autoparalléles.

Si nous appelons les variables sin 8, &% ,les coordonnées
de révolution‘ on voit, qu’il n’y a que des courbes K qui ont,
par rapport aux coordonnées de révolution, 1’équation linéaire.
Pour une valeur déterminée des constantes C, k nous obtenons
un systéme (K) des courbes K, invariant par rapport & la rotation
autour de l’axe de la sphére.

Nous appelons ce systéme un systéme de révolution. La

’
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représentation (K) de Mercator de ce systéme est donnée par

1 .
I’équation (5) en coordonnées (de translation) sin §, v. En général,
une équation arbitraire en coordonnées sin g, &2 est une équation
d’un systéme de révolution (M) des courbes M, et pour leur courbure
covariante k (en général variable le long de M), nous avons 1’équa-
tion (6), parfaitement analogue & 1’équation correspondante de
la géométrie classique. Nous obtenons une autre analogie aux
cercles en considérant des courbes L, dont la représentation de
Mercator est constituée par les cercles L. Elles sont les trajectoires

orthogonales aux réseaux de loxodromes passant par un point
sur la sphére et leurs équations sont resp. (9), (10).

On peut démontrer, que des courbes données par les équa-
tions en coordonnées sin 3, &2, sont orthogonalement symétriques
par rapport aux certains plans des méridiens; en particulier, les
courbés K jouissent de cette propriété. D’autre c6té, en intro-
duisant autres coordonnées de révolution, & savoir B, &2, les
équations en ces coordonnées représentent des courbes qui ne
sont pas en général symétriques par rapport aux plans des mé-
ridiens, mais on peut toujours construire 1. d’autres équations,
dont les courbes correspondantes sont symétriques aux courbes
précédentes, et de plus, 2. des equatlons communes, en coordon-
nées sin 8, £2, de ces deux espéces des courbes. Lequatlon (13)
nous donne le rapport de la courbure classique » de la représen-
tation de Mercator M et de la courbure covariante % des cour-

bes M. En passant, on voit, que les images K n’ont ni des points

d’inflexion, ni des. points' de rebroussement. La courbe K, ayant,
dans un point, avec une courbe M les mémes B et k est une ana-
logie au cercle osculateur de la géométrie classique.

\ .|1—RC 1+ RC|
No\us demontrons de plus, que, si ,T <3, ~—Ri <

< }m, les courbes consistent ou d’'un seul arc fermé (pour
C = 0), ou d’'une multitude des arcs, pas du tout fermés (pour
1— RC 1 4+ RC|
C == 0). Au contraire, si —Rh = jmou -;?Ic
be K consiste de deux arcs, (ou d’un nombre pair d’arcs en général)
s’approchant asymptothuement vers 'un, ou vers tous les deux
poles, comme on voit, en considérant l’mtégrale (15).

Etant donné un systéme de révolution (M), ses trajectoires
isogonales N forment aussi un systéme de révolution (N). Les
équa.tions équivalentes (20), (21) expriment le rapport de ces deux
systemes, si m est la courbure covariante, 4 Pangle, formé par

n’importe quelle courbe N et le méridien & un point d’inter-
section.

= }= la cour-

. -
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Si 'on se sert d’une représentation, en portant la variable
sin B sur axe B, &2 sur I'axe X, B | X, on voit facilement, que
I'image d’un systéme (M) (si nous nous bornons aux valeurs
réelles) est un certain arc (M ) situé dans le rectangle, pour lequel

IsinB|< 1, | 82| < b, llmage d’un systéme (K) est un segment
(K ) d’une droite. Deux arcs (M ) (N ) tangents représentent deux

systemes (M), (), osculateurs le long d’une paralléle, et 1’équa-
tion (22) de Clairaut (par rapport aux variables sin 8, £2) donne
des intégrales particuliéres, interprétées sur la sphére par des
systémes (K), osculants le systéme (M), c’est-a-dire l'intégrale
singuliére de 1’équation (22).

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (M)
donné par l’équation (23) admette la transformation infinitési-
male au symbole (24) est (25); les conditions (25), (26), (27), (28)
sont équivalentes, si les courbes N du systéme (N) donné par
P’équation (30), sont des trajectoires de la transformation consi-
dérée. Ces conditions sont symétriques par rapport aux valeurs,
figurant dans les équations des systémes (M), (N). De plus, on
démontre le théoréme: Le groupe des transformations infinité-
simales sur la sphére, dont les trajectoires forment un systéme
(en général non de révolution) des loxodrdmes, jouit de la propri-
été, que les courbes intégrales de -n’importe quelle équation diffé-
rentielle, admettant le groupe considéré, forment un angle constant
avec chacune trajectoire loxodromique particuliére.
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