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O zon&lni funkei harmonické.
Napsal M. Kdssler.

§ 1. Zondlni funkee harmonick4 hovi rovnici

2% 1 9 _

o2 +’()z“ ++ = O @

A. Budiz ¢ (r, 2) feSenim této rovnice toho druhu, Ze
integrdl
(4

S 9G sin 9, 2) sin 9ao
0

mé vyznam pro urlity obor velidin r, 2.

Dokdgeme, Ze vijraz

T
2
D (r,8) = rf(p (r sin 9, 2) sin 9d9 (1a)
0
spliiuje rovnici Laplaceovu:
%D 22D
e +3 Fraial @

nimi n body samodruZnymi. Kazd4 tato homologie je mimo to uréena dvéma
body sdruZenyini, jez takto nalezneme: Pfimkou O, 4 a body 0405 . .. On—1
polozime prostor (n — 1)-rozmérny, rovnéz pFimkou On4’ a body 0,04 .

On— ; oba tyto prostory protnou se v prostoru (n — 2)-rozmérném, ktery
vytkne na uvedenych dvou pFimksch body 4, a 4';. Dvojice 44, a 4/, 4/
zvolime za dvojice bod& korrespondujicich v homologii prvni /A, a posledni Ay,
Podobné uré¢ime dvojice v Hy a Ap—1 na zikladé bodd 4,, 4, a n—2
bodd samodruZznych O40g ...On—1; atd. Na konec zbudou bud tfi body
samodruzné a body A%(n_s'), A’;uhs) v prostoru trojrozmérném (je-li n liché)

nebo dva body samodruzné a body A%n—-l' A‘%n_l v roviné (je-li n sudé).

V prvnim ptipadé protneme ¢vé pfimky uréené obdobné jako prve pfimkou
vedenou tfetim bodem samodruinym a dostaneme posledni dva body
Alm—w A 1(n v druhém ptipadé protinaji se obé spojnice bodi samo-

druinYch s body uvedenymi v 41 ,. Dostaneme tak stfedni tfi resp. dve
!

bamologie.
22
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Z toho pak vyplyne, e viechna FeSeni rovnice (1), spliiu-
jict podminku A, daji se vyjddriti integrdlem :

(4
@ (r, 2) = ‘/qdi, (r sin ¥, 2) d9, (3)
0
 kde# @, (r, 2) spliuje rovnici (2).

Derivaci rovnice (1a) obdrzime
T

2
a—?—j----/}p (r sin &, 2) sin ¥dd
T
2
g (r sin B, 2) 2) sin? 8do
J0 T (rsin )
£
2
%D o9 (rsind,2) . ,
= 9
or2 "2 (r sin®) (r sin @) sin' 549

0

a o (r sin &, )
+ ru ? (r stn 0)2
7’
122D fb”¢ (rs

2= :z«‘) 2) sin 9d9.

sind 9d9

Integrujeme per partes vyraz
ﬂ

/ m{}—ﬁ sin 'ﬂ} sin Ay =
? (r sin &)

¢ (r sin &, 2)
— /[]cosﬁ—l—fcosq‘} aa[msnﬂ]dﬂ.

Prvni séftanec pravé strany jest roven nule, a tak obdrzime
na pravé strand ' "

2

T
3
p (r sin ¥, 2) f a @ (rsind, )
1 ————>T—d Deos? @ —~——_— dd.
[cos 3 (rsin ) ro sin & cos*6= ?(r sin )
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Dosazenim cos? 9 == 1 — sin® & vyjde vzorec:
7!

dp(rsin®, z) ., g (r sind, 2)
2f 9 (r sin &) sin 1<}da——/‘’0(7'.9m1‘}) d

T
3
2% 3
+r f’() (r'sma‘})2 ? (r son 9)* sin® 949,
Tim redukuje se druha denvace @ podle 72 na tvar

22D (7, z) 2 g (r sin D, 2)

or? . ? (r sin 9)
z
2
. o 0% (r sin 9, 2)
+r0/sm«‘) 2 (r sin 9 ad,
a tedy
T
cL Y R % (0, 5) , 3% (o, 2) , ? p
R e
¢ 0

Integrand pravé strany jest vSak roven 1denticky nulle,
jeito @ (o, 2) spliiuje rovnici (1). @ (r, #) spliuje tedy rov-
nici (2).

PH vypottu uzili jsme na integrdl (la) integrace per
partes a derivace za integratnim znaménkem. Tim omezuji se
nale vyvody na ony funkce ¢ (», 2), pro néZ operace uvedené
jsou dovoleny.

K dikazu rovnice (3), poddvajici obecny tvar feSen{ rov-
nice (1), uzijeme vzorci Beltrami-ho z roku 1880*). Vzorce
ty jsou: :

/q) (r sin®) dd =1 (r) (a)
f‘P (r) dr =%fw (r sin @) sin 3d9. ()

*) Annali di matem. Ser. 1II. Tom. XXV.
22*
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Rovnice (a), (b) jsou equivalentni. Jedna d4 se z druhé

odvoditi uzitim formule Dirichletovy pro dvojity integral.

Zavedeme-li novou funkci rovnici

So@ar=rm»,

zméni se tvar rovnic (a), (b) ndsledovné

_ n})f (r sin 9)
YOS vt O 1
; l
f(r)_—_—:;—ftp (r stn 9) sin d¥ l

Applikujeme-li tyto formule na (1la), dostaneme
T
_ 1 D (rsind, 2)
¢ 8= 7 9 (r sin 9)
Polozime-li
1920 (r,2
XX

zjednodudf se vysledek.

(4
o (7, .é) :fdil (r sin 9, 2) dd.

4)

Funkce &, (r, 2z) spliuje patrné rovnici (2). Tim jest do-

kézdna véta (3).

Ke ka?dé zondlni funkei harmonické piislusf jind funkce
harmonické spliiujici rovnici (2). Tato posledni funkce, oznaéo-

vand znskem @, (r, z), neni libovolnd. Musf byti pfedn& splnéna

podminka 7(0) =0 2z formule (4), to jest [@, (r, 2)],=o = O

a za druhé musi byti také
l:aQI (ry 2_)] —0

or —0

*) Patrné jest f(0) =0.
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v tom piipadu, kdyz Ziddme, aby ¢ (», z) bylo regulérni na ose
symmetrie, to jest, aby

r="9
Jsou-li tyto podminky splnény, hovi vyraz (3) rovnici (1),
0 lemZ se miZeme pFesvédliti dosazenim.

Harmonickd funkce @, (r, 2) jest tedy vdzand jistymi pod-
minkami.

Postupem analogickym tomu, kterého jsme dosud uzili, pte-
svédéime se, %e rovnice (1) md také Fefeni tvaru

2
@ (r, 2) :-/’cb1 (r sin 9, 2) d#,
(2

kdeZ funkce dil (r, 2) hovi podobnym podminkdm jako shora.

Z rovnice této a feSeni (3) usuzujeme:

2

@ (r, 2) = f¢1 (r sin &, 2) d¥, RG]

jest fefenfm rovnice (1), kdez @, (», z) hovi rovnici (2) a jest
toho druhu, Ze integral () méd vyznam a Ze jest dovolena dvoji
derivace za integraénim znamenim podle » i podle z. Jiné pod-
minky funkce tato spliiovati nemusf.

Verifikaci provedeme dosazenim (5) do rovnice (1). Na
levé strand ndm vyjde, uZijeme-li vzorce

o ’ 2

00, (r sin #, 2) . _ /‘ 2
2 (r sin ®) = sin dd = rU cos? &

2D, (r sin ¥, 2)
3 (rsin9)?

integral

2

220, (o, %D
JI 2 e an

0

kdez ¢ = r sin 9.
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"A tedy spliuje-li @, rovnici (2), spliiuje ¢ (r, z), dané vy-
razem (5), rovnici 1.

Rovnice (1a), (3), () urluji vztahy mezi harmonickou
funkei zondlni a jinou harmonickou funkef, hoviei rovnici (2),
které "daji se struéné shrnouti takto:

Ke kasdé harmonické funkei zondlni pFislusi jistd funkce
harmonickd v roviné uriéend rovnici (la) a obrdcené ke kazdé
dvogrozmérné funkci harmonické pFislusi wréitd funkce zondlni,
dand vzorcem (5).

§ 2. Vzorce (3) a () d4 se uziti k TeSeni obecnéjsiho
problému Dirichletova a fady jinych wloh z oboru funkef zo-
nalnich.

Problémy ty vedou k novému typu rovnic integrdlnich,
tvaru

G s = F@, (6)

kdez g (z, s), F(z) jsou funkce dané, a, b konstanty a f(u)
jest funkce hledan4.

Pi§me rovnici (5) ve tvaru

2
@, (r, 2) = f D, (r sin B, 2) dI.
0
K harmonické . funkei @, (r, 2z) najdeme funkei konjugo-
vanou @, (r, #), kterd spliiuje podminky
00, 09, 29, __ 29,

or T 02’ 0z or’
Integrél

2T
9 (r, ) = [ @, (r sin 9, ) do
0

jest rovnd% fefenim rovnice (1).



343

Nazveme q, (7, 2) @, (r, 2) konjugovanymi funkcemi zo-
ndlnimi. Utvoiime soudet

. ?” .
9, (r, ) +igs (, )= [Flrsino4inas.., (1)

kdez .
1= V—— 1

a Fo+iy) =, (2, 9) + ity =z, 9) . .. ®)

Vzorec (7) pro funkce zondlni jest analogon vzorce (8)
platiciho pro rovinné funkce harmonické.

0 jisté vlastnosti rovnoosé hyperboly.
Dr. Ant. Pleskot, c. k. professor v Plzni.

Na rovnoosé hyperbole budtez diny ti# libovolné body
4, B, C, jakozto vrcholy trojihelnika; zvolme na téZe kiivce
libovolny bod O a stanovme spojnice 04, OB, 0C. Vedeme-li
nyni daldim libovolnym bodem S hyperboly kolmice na paprsky
04, OB, OC, pak tyto kolmice protinaji strany trojahelnika
B(C, AC, AB v bodech, jez lezi v pifmce.

Véta tato plyne, jakoZto zvldstnf pfipad obecné véty, kterou
jsem v tomto Casopise (R. 32. str. 278.) uvefejnil a jeZ zni:

Je-li trojuhelnfk ABC vepsdn kuZelosetce a déna-li libo-
volng pifmka s a na ni dvé Fady projektivni, jichz dvojné
body jsou prisetiky piimky m s kuZelosetkou a patii-li k pri-
setfkim stran BC, AC, AB, s pifmkou m jakoZto bodim jedné
fady, projektivné body a, b, ¢ v fadé drubé, tu spojnice libo-
volného bodu S kuzelosetky s body o, b, ¢ protinaji strany BC,
CA. AB v bodech «, 8, v, jez lezf na pfimce.

Diive nezli vétu tuto budeme applikovati, uvedme je§té
tuto poznamku samoziejmou.

Budiz S vrcholem dvou involuénich svazkd S (a, b, ¢, ...)
a S (a,, b, ¢,...) a v nich n a », dva paprsky sob& odpovi-
dajici navzdjem kolmé.
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