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Piiloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

. O scitani tad numerickych.

Pro studujici napsal K. Petr.

L

1. Pii séitdnf Fad numerickych nekoneénych hlavné bé&zf
o to, udati methody, které ndm dovoluji soutet té fady v tom
piipads, ze Fady mdlo konverguji, vypotisti, aniz by bylo nutno
séitati veliky pocet Clend a provadéti obsdhlé pomérné vypolty.
Maji-li ov8em takové methody byti mozny, jest tfeba, aby ¢leny
fady byly tvofeny dle jistého zdkona nim zndmého.

Ku pf. fada
1 1 1 1 (— 1yt
T3ty Tt turr e @
jest fada konvergentni, jeji soudet jest %
Jest snadno dokédzati, Ze soutet prvych m ¢&lend této fady

lisf se co do absolutni hodnoty od souétu celé Fady, t. j. od %—

o1 .
0 méné neZ 9m 1’ takze kdybychom jenom na zé.kladé.t_éto

okolnosti ndm zndmé chtdli pomoei dané Fady vypoilisti —Z—

8 chybou mendf nez 1.10-% musili bychom sedisti 500000

¢lend dané fady, coz by pfi praktlckém provadéni poskytovalo
obrovské potize.
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Uvedend fada spad4 jako zvlastni piipad do fad tvaru

9O) + ap() +a’p @) + ... +apB +.., (@
kde ¢ () jest raciondlnd funkce proménné wz, t. j. kde

(@) = bt 4 b+ ... 4+ ba
$ = G + a2 v+ ...+ G + an

V fadé dané jest
a=—1 o¢@@=

A
20 4 1°
Misto fady (2) miZeme briti v dvahu fadu

PO) _ PO : PQ) _ P2
( O+ G0~ Q(l))+“(°”(1)+ e~ 7@‘(?‘))*
3)
PQ) _ PO ‘
( @+ %@~ Q(3)> te

P(z), Q=) necht jsou mnohotleny v .

Blizili se viraz ar SE:; s rostoucim n libovolns blizko

k nulle, jakoZ chceme pfedpokladati, jest mezi souftem S,
fady (3) a soultem S fady (2), jakoZ na prvy pohled patrno,
vztah

P(0)
QO)

Mnohotleny P(x), Q(x) lze viak vidy tak voliti, aby
fada (3) mnohem rychleji konvergovala nez fada (2), jakoz po-
drobné na pifkladech bude vyloZeno.

Stitdni fady (3) jest zcela pohodlné, nebof, souet (n 4 1)

prvych Elend fady (3) zmenSeny o QEO; )est patrné

30) + ap(1) + a%9(2) + .. +argln) — b LU )

vyraz tento neposkytuje pro vypofet mnohem v&tsi obtiZe neZ

S=8, —
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soulet prvych (n -+ 1)-tlend ¥ady (2), od n&hoZ se jenom v po-
slednim &lenu li¥i. Naproti tomu hodnota toho vjrazu s rostoucim »
pii vhodné volbé mnohotleni P, @ mnohem lépe vystihuje
soutet fady (2) neZ soulet » prvych &lendl Fady (2)*).

Vyraz (3) pfedpoklddd, Ze polynom @(x) pro Zidmou ce-
listvou kladnou hodnotu &isla « neni rovny nulle; kdyby ku pt.
Q(z) =0 pro x — 4 a uz pro z4dné jiné kladné celé x, mohli
bychom transformaci fady (2) ve (3) naznatenou provadéti teprve
od 5. &lenu potinajice; vysledek (4) by viak i tu zistdval
v platnosti pro » = 5. Obratme se ku pifkladim, abychom to,

v pfedchézejicim uvedeno, podrobné tu objasnili a provedli.

2. Budiz dédno za tikol odvoditi pro soulet fady (1) fadu
rychleji konvergujici. Zavedeme tedy misto fady (1) fadu

(+ +Q£§) (5+ QZS)) +Q§g;>+

1, P | P Py 9<4>)
( 5T T Q9(3)) (e 2® T ¢,@
Obeceny ¢Elen této fady jest (nehledime-li k prvnimu éElenu)

P (n) Py(n + 1))
(=1 (2n TiTem T o+ D
Pfi tom necht jest @ (x) mnohotlen v x stupné o, P,(x)

pak mnohotlen stupné nejvy§e ¢ — 1. Soulinitele v téchto
mnohodlenech pfi riznych mocnindch = volime tak, aby

L P@ Pl A,
%17 Q@ T Gt et (@ @t 1)

kde Ao jest ¢islo na x nezavislé; e takovato volba jest vidy
(pro kazdé o) moZna, dokaieme vypoétem t&ch polynomi.
Rada (5) pti té volbdé zméni se na fadu tim rychleji konvergu-
jief, ¢im v&ti jest o; jelikoZ Cleny jeji maji znaménka stiidavi,

(6)

*) Tuto methodu Ize v podstaté poklddati jako specielni pripad
methody Kummerovy.

23*
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uddvd soulet prvych (» -+ 1)-Elend, kteryz lze psdti ve tvaru

1 (— 1) P,(n+1)

1 1 o
T___g__*_.g-—... m—1+(_1) Q (» + 1) M

tislo —Z— s chybou men$i, nez jest ¢len » - 2-hy, t. j. mensf

co do absolutnf hodnoty nez vyraz
A,
(20 +3) Qo (v + 1) Qo (n +2)°

Piistupme ku vypottu mnohotlenit P, Q. PiSeme-li v (6)
x — 1 misto x, dostdvame rovnici

1 +Py(w-—1)+1",(w): A, B
2e—1" Q—1) " Q@ 2r—1¢=—1)Q,(x)

Z (6) a (8) jest patrno, Ze, uvedeme-li rozdil
A, A, —
@—1DQe—10Q @ @+0Q,@¢, @+

Qe+ 1)@ @+1)—2z—1)Q,(x—1)

na spoleény jmenovatel, pifslu§ny C¢itatel jest délitelny Q ().
Citatel viak jest stupnd o, nebof tlen s x®+, ktery se v Gitateli
zddnlivé vyskytuje, vypadd; i jest tedy &itatel rovny Q, (x) né-
sobenému konstantou, t. j.

@ +1) Q@+ 1)—@—1)Q, (e — 1= C, q, @).

Aviak i tuto konstantu lze snadno stanoviti, dosadime-li
ku pt. '

(— D+

)

Qp (@) = A2 + At 4 ...+ 4,

a porovnéme-li soutinitele u ¢ na obou strandch pHi 4, = 0.

Dostaneme Co = 40 + 2, takZe dostdvdme pro Q, () tuto rov-
nici funkciondlnf

@2 + D) Q2+ 1) — (22—1) @y (z— 1) = (4o +2) @, (). (9)
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Rovnici touto jsou uréeny aZz na jeden koefficient, kiery
si mizeme zvoliti libovolné, vSecky ostatni soulinitele vyrazu
Q, (x). Abychom @, (x) uréili dplné, stanovime, Zze soutinitel
pii z¢ ve @, (2) jest 2¢¥). Klademe-li pak v (9) o=1
a @, (x) = 2x + 4,, dostivame ihned, jelikoz (9) jest splnéna
identicky, 4, = 0. Podobné kdybychom kladli ¢ = 2, @, (z) =
2222 4+ A,z + A,, obdrzeli bychom z (9), ze 4, =0, 4, = 1.

I pro titatele P, (z) lze z (6) a (8) ziskati rovnici funkeio-
ndlni. Nédsobime-li (6) soutinem (2x+ 1) @, (=) Q (z 4+ 1),
vyraz (8) pak soulinem (2z — 1) Q () QQ (x — ]) a vzniklé
tak rovnice odetteme, obdrzime pouZiva]ice (9) po jednoduché
iipravé vztah

@+ 1D)P,a+1)— @2 —1)P,(zx—1)=
— (44D P, @) — Q@+ 1) — @, (= — D],

kteryzto stanovi, zname-li Qe (x), soulinitele ve vyraze P () =
Bat—' + B2 4 ...+ B aplné. Mame tak pro prvni dvé
hodnoty o=1, 2 tyto vysledky

Q, (x) = 2z, P, (CC):—%,
Q @)=42"+1, P, (@) =—

Ze polynomy P (2) a Q (x) vyhovuji rovnici (6), kde A

jest konstanta., vyplyva snadno na zdkladé rovmnic (9) a (10).
Nebot jsou-li P a Q libovolné mnohotleny, jest Ag rovnici (6)
dané obecné Jlsty polynom v , oznatme jej pro okamzik A ().
Jelikoz pak rovnice (8) vznikla z (6) tim, Ze jsme psali a:—— 1
misto z, jest Ag rovnicf (8) uréené v obecném piipadé A, (z — 1).
Vypoéteme-li pak z rovnice (6) A (z) a z rovnice (8) A (z—1),
dokdZeme ihned, Ze v nasem pﬁpadé kde vyhovuji P, () a
@ () urtitym funkciondlnim rovnicim, A, () = A, (x—1),
t. ] Ze jest tu A konstantnim.

(10)

(11)

*) Ze stanoveni koefficientd jest jednoznaéné a vidy mozné, pFesvédéi
se &tendt dosazenim vyrazd Qé’ () =29 £ 4.2 4, x® 0 1 A(’
do funkcionélni rovnice (9). Dostane porovndnim koefficientd pfi x¢, x¢~2,

x%~2, ... na obou stranich fadu rovnic, z nichZ prvé jest splnéna identicky
druhd obsahuje toliko 4, tfeti jenom A4, a 4,, atd.



368

Zaménime-li v (9) « v — z, dostivime po jednoduché
Gpravé

Qz+1DQ(—2—1)—Q2—1¢, (—x-l-l)——
(4o + 2) @, (— 2),
t. j. dosté,v:ime, 7e, vyhovuje-li té rovnici funkciondlni Q, (2),
ji také vyhovuje Qp (— ). Jelikoz pak rovnici danou jest

Q, (*) az na prvni koefficient dplné stanoveno a ten se za-
ménou & v — a nasobi Cinitelem (— 1)¢, vidime ihned, Ze

Qp (— 2) = (— 1)* @, ();

obsahuje tedy polynom Q () jenom sudé moecniny z, je-li o
sudé, ‘a jenom liché mocnmy, je-li o liché. Podobné se dokize,
Ze P(, (») jest sudy mnohollen v z (resp. lichy), je-li ¢ liché
(resp. sudé).

3. Rovnice funkciondlnf nejsou viak nejpohodin&jsi pro-
stfedek pro vypotet mnohoélent P (@), Q (x); lze snadno
udati jiny. Odetteme-li od rovnice (6) rovmcl, kterou dostaneme
z (6) zéménou ¢ v ¢ — 1, dostaneme po jednoduché tpravé

P, (2) Qo_, (@) — P,_, (@) @, (@)

Q@ 0, @ +
P(m+nahxw+D—ngw+anw+n
Q@+ 1 Q_, =+ 1)

AQ Ag_l
22 +0DQ @ Qe+1) @r+1)Q_, @ Q_, @+ 1)

Kdybychom provedli déleni na pravé strané podle klesa-
jicich mocnosti z, obdrZeli bychom jako nejvy33i Elen

o Re
92W—1 201"

Tenty% ¢len dostati musime i na levé strané; oba Eleny
levé strany zalfnaji vSak tymZ nejvy$sim &lenem a jest tedy
nutné stupeii jmenovatele v z u obou ¢lent o 29 — 1 jednotek
vyS8&f nez stupeni Citatele; tudiZ, jelikoz stupeil jmenovatele jest
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20 — 1, jest stupeil Citatele O, t. j. Citatel jest konstanta. Jest
pak, jak snadno délenim ziskdvime (poiitajice toliko prvy ¢&len
podilu),

P, (%) Qo (2) — Py_, (2) @, (2) = — 3A,_,. (12)

Zmensime-li v této rovnici ¢ o jednotku (a ndsobime-li
zarovell — 1), mdme ddile

Pg—z (‘T) Qy—l (.’E) - Pe_.l (x) Qp —9 ({C) —= %Ae_g'

Vylou¢eufm konstantnfho &lenu z obou poslednich rovnic
obdrzime

o
Pg (x) + A Pg_g (x) QQ—I (x) -

P§'~1 ($) (Qa (T) + 0:; Q{)_g (x)) - 0

0

odkudz ihned (nebof dle (12) P o1 (@), Qg__1 () nemaji spoletné
miry, @, («) jest pak funkce suda ¢i lichs dle toho, zda o sudé
¢ liché a koefficient nejvy$8i mocnosti jest 2¢)

0—-1

Qo @) + 3— A Qg_g () =22 Q,_, (2);

t. j. plati rovnice
Q, (@) =2z Q,_, () — "‘“’ - € (),
(13)

A'._
Py (¥) =2 P,_, @) — ‘ 7 — P,_, ().
9 2

A
V nich zbyvd je$té vypolisti pomér A"—'. K tomu cfli
o—32
postaéi stanoviti soulinitele u zf—2 v @, (z), coz ulinime na
zdklad® rovnice funkeiondlni (9). Dostaneme pro tento koefficient
A snadnym poétem (viz pozndmku na str. 357.) vyraz

1) (20 — 1)
2 .
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Porovndme li pak v prvni z rovnic (13) na obou strandch
soutinitele u zY—2, obdrzime

ﬁ—i‘i = — (o— 1y, ' (14)
tudiz ize (13) pséti ve tvaru
Q (@) =229, , (@) + (¢ — 1)* §,_, (@),
P,(@)=2zP,  (x)+ (¢ — 1*P,_, ()
Zgroven vyplyva z (14) a z okolnosti, Ze A, = — 1
A, = (= 1. (e))™

(15)

Z rovnic (15) ziskame si na zakladé okolnosti, Ze zndme
P, (x), P, (z), @, (x), @, (x) postupné snadno

Q; () = 8x3 + 10z P, () = — 22*— 2
Q, (xr) = 162* 4 562% + 9 P, (z) = — 42 — 13z
Qs (r) = 322° 4 2402® 4 178z P, () = — 8x* — B8z — 32
Q¢ () = 642® + 880x* - 175622 + 225
' P, (z) = — 16a® — 21623 — 389x.

4. Potitejme soutet Fady dané jenom na zdkladé @, (z),
P, (x), uZivajice toliko prvych 6 €lend, dostivime soucet

111 111 4.654+13.6
sS=T -3ty Tty T e 6. 610

b4

ktery jest mensf neZ soufet nekonetné Ffady, t. j. neZ i

0 méné neZ
' (24)* <
13.(16.6* 456 .6*+ 9) (16 . 7* 4+ 56 .7 + 9)

0000 000 05.
- Dostévdme pro soutet s a 4s tyto hodnoty
s = 0'785398126 .. , 4s = 3141592504 ;

pro = jest pak, jak zndmo,
 n= 314159265 ...
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UvéZime li, Ze vypolet ¢isla s jest zcela jednoduchy
a Ze presnost vypoltu lze libovolné zvysiti jednak volbou vét-
§tho o, jednak pfibrdnfm vétitho poltu élend, vidime, Ze i fada
zd4nlivé tak mdlo vhodnd ku vypoltu ¢isla = poskytuje dosti
pohodlny prostiedek to ¢fslo s libovolnou presnosti vypoéitati.

5. Rovnice (15) vSak ndm poskytuji jesté prostiedek, vy-
sledek dosazeny formaln® zjednoduSiti. Z nich a z okolnosti, Ze

P@__ -3 P@__ -3

Q@™ 2 Q@ I

1 2 2w+2x

vyplyvd obecné
Pg(x)_ __;.
Qe(x) 2 -+ 12 "
2z + CrEm
K (0 —1)®
-+ 2z

t. j. vyplyvd vyjddieni poslednfho ¢Elenu souttu (7) ve tvaru
zlomku fetézového. Tak médme vysledek:

Souéet Yady dané (1) jest ddn priblizné souétem

1 1 1 (— 1)"_l i 9 (n)
T__+—5—_ +2n +=1 QU (n)
P,(n) gy . L,
kde Q ) jest o-td pFiblisnd hodnota mnekomeéného szlomku
4
Fetézovéhn
1
T 1e
20+ 1 92
9 -
2n + 2n + -
ndsobend — —%— PFi tom jest chyba absolutné mensi nes éslo

(— 17+ (o1)?
@nF D QM QT+ 1D

a s nim ve znaménku shodnd.
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6. Vysledki docflenych miZeme viak pouziti je§té k jedné
zajimavé transformaci fady (1). Budeme predpoklddati o sudé;
tu jest Pe (0) = 0 a soutet fady (1) rovny jest soultu fady

1 5O Py 1 P | P@) 46
(1 0,0 Qg(l)) (3+Q9(1)+QU(2))+ )

t. j. souttu Fady

+

(01)? ( 1 . 1 n I )
1,0, M 34N E, @) 5@, @) ¢3)
(16)

Jest snadno Qe (0) vypotitati. Dle (15) jest

a tudiz jelikoz @, (0) =1, jest
Qp(0)=12.387-5%... (e — 1)

Q, (1) vypotteme snadno z rovnice funkciondlni (9), polo-
#{me-li tam z =— 0. Oznaéime-li k vili struénosti 2o -} 1=uaq,
méme ihned

Qe (1) = a Q¢ (0).
@, (2) vypotteme rovnéz z (9) kladouce z =1, tak jest

83Q(2) — Q0 =22Q,(1), Q2= 2“: g L Q (0).

Pigeme-li obecns
N . Hk (a)
QW =13 =100

mdme ihned z rovnice funkciondlni (pro 2 — % — 1) vztah:
Hk (a) = 2(1 Il (a) + (2’0 — 3)2 Hk_g (a,),
ktery#to vztah na ziklads, Zze IT, (a) = a, II, (a) = 2a%+4 1
stanovi v8ecka I7.(a) a to jakoZto jmenovatele pFibliznych
zlomki nekonelného Fetézce )
1

1z
a+ 32

52
2t o0
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Zavedenim tisel IT; (a) zjednévdme si pro ¥adu (16) tento
vyraz

n (o)? [ 1 12

TTI1 3. B . (o— D |1, (@) I, (o) I, (a) +
12, 3 7
1, (a) 1T, () “]
AvSak Fada nekoneénd v hranaté zivorce uvedend jest,
jak by snadno bylo moZno ukézati, hodnota posledné uvedeného
fetézce nekoneéného. Tak dospivame k tomuto vyjddfenf &fsla

—Z— nekoneénym fetézcem

T
=
(o1)? 1
3 1 — * ‘
14.834.56%. .. (o 1)42?+1+Zg—%__3_2 :
AT L e
(18)

I toto vyjadfeni dovoluje ¢islo = s libovolnou piesnosti
bez veliké ndmahy vypotisti. Kdybychom ku pf. vzali o = 4 a
Sestou ptibliznou hodnotu fetézce, obdrzeli bychom pro —Z—
tislo svrchu vypoétené. Potet v3ak jest méné pohodlny neZ pfimo
pomoci Fady (svrchu provedeny).

Vyjadieni to jest vSak proto pozoruhodné, Ze v ném jest
obsaZena t. zv. Wallisova formule pro z; nebof z (17) anebo
z (18) vyplyvé4, Ze vyraz (o sudé)

2%.4%.6%... p* 1
1%.3%.5* (e—1)? 20+ 1

2 . T
8 rostoucim o konverguje ku T

AvSak i formule (18) jest ddvno zndma; odvozuje ji (aspont
pro mald o) jiz FEuler v pojednéni ,De fractionibus continuis
Wallisii“ (Mém. Pétr. 5, pour 'année 1812)*).

*) Citovano dle knihy O. Perron, >Die Lehre von den Kettenbruchenc,
1913.
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7. Polynomy P,(z) a Q,(z) v pi'.edchazejicim odvozensé a
pro nejniz8i indexy vypottené dovoluji ndm provésti stitdni fady
poné&kud obecné&jsi a to

1 1 1 1
_07_1+a+2+a_3+¢x+""

kde & jest libovolné &fislo redlné, vyjmeme-li Eisla zdpornd celd
a nullu. Radu (1) dostaneme z této, ulinfme-li ¢« — 2 a déli-
me-li ji pak 2. Uzijeme-li methody pro fadu (1) vylozené v tomto

pfipadé, béz o stanoveni polynomi P, (), Q, (z) tak, aby
splnéna byla identicky rovnice

1 +T;(z) Pole+1) A,

g+a Q@) Ql+1) T+ Q@@+
kde K; jest konstanta (v obecném piipad® polynom v z stupné
co nejmensfho a nezdvislého na ¢). PoloZzime-li v této rovnici
z=§ + 3 — a, dostaneme, délime-li jesté dvéma,

1 3P GE+i—o Pl +i-o
U1 QE+1—0  QE+i—ao
A,
@+DQQE+i—aQE+i—a
Odtud porovnénim s (6) ihned vyplyva:

Ql+i—0=2¢,®

(19)

+

aneb - .
Qg(x):Qg(x‘{‘“—'%)
a podobnd L
P, (x) = 2P, (z + « — 3),
-A—Q- =A,.
Tak pro fadu (19) méme tento vysledek: Soulet Fady (19)
jest rovny piibliZné vyrazu

1 1 1 a1
@ Tiyetare o POVt
g CV ™ Po(nta—1
Q(n+a—13)

+

)
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kde posledni Clen jest o-t4 p¥ibliznd hodnota nekone&ného zlomku
fetézového (2P, ¢, jsou titatel a jmenovatel o-tého zblizeného
zlomku)

—1

12
2n + 20 — 1 -+

92
2n+2“_1+m+‘32 (20)

nasobend (— 1)*—1. Pii tom jest chyba absolutné mensf nez &islo

A (21)
(n+“)Qg(n+“_%)Qg(n+a+%) .

a co do znaménka s nim shodné.

8. Uzijme této véty na vypotet fady (pfi « = 1)
1 1 1 1
T e ts 7zt

Jejiz soutet jest pFirozeny log 2, slo v analysi rovnéz dilezité.
Potitejme je z vyrazu

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tty ety st vt T
2P (3)
@ (5)
Provedeme-li pfislusné potty, dostaneme
2P, (&)  —1 __— 207334
Q, &) — It : 4363800
Aoy .
. 4:2
R 51
= — 0047512259957

pir. log 2 = 0693147180592 + 9,

kde ¢fslo zéporné & jest odchylka hodnoty vypoitené od pravé
hodnoty log 2 a jest

|9 < 85 .10,
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Poznimka. Rad® pro log 2 mohli bychom déti podobns
jako svrchu fadé pro 2 tento tvar

4
2P, () A A
log @ — — Q Q. . Q
” %0 TG00 20,060
. Ag n
3Q DO
Jest viak, jak snadno si zjedndme, (z 15)
Qp () = o!

AvSak z funkciondlnf rovnice (9) vyplyvs, klademe-li z =1
azx=Fk—1}

QBD=0Q® kQUh+DH=u0,k—3+
(k—1) @, (& — ),
kde a = 20 4+ 1. Polozime-li pro jednoduchost

Q@ +p="W0 @,

méme pro 4 (a) tento vatah
Ar(a) = a Ar—(a) + (k — 1)2 45 (a), 4,(a) =1, 4, (a) = a

t. . 4 (¢) jest jmenovatel %-té6 sbliZené hodnoty fetdzového
zlomku nekonetného

B pro log 2 jest platny vztah (ktery se podobnd odvodf, jako

obdobny svrchu pro %)
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log2=—— 12 . +
Tty 2
1+
_+(9—11)'
) 1 2

t. j. log 2 jest vyjadien jakozto soulet dvou zlomki Fetdzovych,
z nich prvni jest koneény o o ¢lenech, druhy nekoneény tim
rychleji konvergujicf, ¢m v&t&f jest o. Vysledek tento viak,
srovnéme-li jej s predchdzejicim, neposkytuje téméf nic nového,
nebof nekonetny fetézovy zlomek tu se vyskytujici shoduje se
s (20), polozime-li 2n + 2¢ — 1 = 20 + 1; ndsleduje z ného
toliko, ze
1

‘j
+(9—1)

11,1 (— 1e

1I.

9. NeZ pfistoupim ku vySetfovéni dalsich ptikladd, bude
uzitetno odvoditi nékteré obecné formule. P¥i tom uzivati budu
oznateni jiného nez v odstavcich piedchazejicich (abych nezavdal
pHéinu k nedorozumé&nim).

Jak jsme v odstavei 1.shledali, b&zi hlavné o fedeni tohoto

tikolu: K dané raciondlné funkci V (2) nalézti raciondlnou funkei-

U ()
(z
(pZ (m; tak, aby vyraz
V@ @ Gle@+ 1D A, (@)

O O N A U CENOTNCE R @
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kde A9 (x) jest polynom v z stupné co nejmensiho. Budiz U (x)
stupné ¢ s koefficientem p¥ nejvy38f mocnosti z rovnym 1, a
stanovine, Ze P, (x) m4 byti stupné o se soutinitelem pfi nej-
vy38f mocnosti x rovnym 1. Pak jest nejprve jasno, Ze rozdil
stupii polynomid ¥ (x), U (x) jest rovny rozdflu stupiid mnoho-
tlend Vor Po. pfi @ rizném od 1; kdyZ a =1 jest posledni
rozdfl (obecnd) o 1 vét¥. Spotitdme-li poéet koefficienti v Yo
a @, které si miZeme libovolné& voliti, vidime snadno, Ze vhodnou
volbou téchto souliniteld bude lze v obecném prFipadé dociliti,
aby A () bylo stupné ¢ — 1, kdyz a = 1; jestlize a =1,
pak stupné g — 2. Ve zvldstnich pﬁpadech oviem rovnice pro
koefficienty u P> 1p které se vyzaduji, aby A4, (z) bylo stupné
g — 1 resp. ¢ — 2, nejsou pfi kaZdém o i'eéltelny, my v3ak bu-
deme k vili Jednoduchostl miti v nédsledujicim na zfeteli jenom
piipad, kdy tyto rovmice jsou ¥esitelny pri kaddém o = o,, kde
0, jest bud nulla nebo nékteré &islo celé kladné, a ddvaji pro
Yoy Po Mnoholleny bez spoleiné miry.

Napf§eme-li rovnici (1) pfi ¢ o jednu menSim a ob& rov-
nice odetteme, obdrZime

Y@ W, (@ (% @+ v, (x)) .

9@ 9, @ “\g@+1) g, @)
4, (@) 4, , (@)

U @) 9, (z) Pe@+1) U@y, (@, @+ 1)

ze kterézto rovnice zplisobem jako syrchu na str. 359. ve pif-
padé zvlastnim ndsleduje nejprve p¥i a rdezném od 1

Yo (@) Pp_, (@) — wo_, (%) gg () = — T o))

kde A, jest koefficientem nejvyssi mocnosti z ve viraze 4, (x),
ktery jest tudiZz ndsledkem utinénych piedpokladd (o stupnich
mnohotlent @y, ¢, ,) jisté od nully rizny.

Z této rovnice plyne opét jako svrchu

Yo @) = @+ Bp) Yo @) — 1= ¥_, (@),

A
q)g (x) = (x + ﬁg) q)p_x (.’D) - itl (Pg_g (x)’
0—2



369

anebo klademe-1i

AQ—I —_ 2 — 7
- Ag_z - dg, z + Adg - bg (.Z), (3)
(pg (x) = bg (x) /‘pg-I (.1/') + dg wg_g (m)
Po (@) = by (2) 9, (@) + dy g,_, (@).

Pii tom jest oviem a =1 a o — 2 = p,. Jestlite a =1,

3"

jest
—A
, N __ — A,
wg (.Z‘) (pg__1 (W) wg_l (x) (pg ((l?) - 20 _'_17 (2,)
Rovnice (3‘) zfistavaji v platnosti i pfi a = 1, pfi Ctemz
. 2 — 3 A,
viak jest de == 1 Ag_z'

(Dokonéeni.)

Zakladové projektivni geometrie.

Studujicim strednich kol podava dr. Jos. Kounovsky.
(Dokonéeni.)

V obr. 6. jsou diny dva projektivni svazky o vrcholech
N, a N, ttemi.dvojinami sdruzenych paprski a,a,, b,b, a ¢,c,.
Sestrojiti d,, d4no-li libovolng d,. '

Protnéme piimku a, paprsky a,, b,, ¢p, . .. V fadé A,
B,, C,, . . .a pfimku a, paprsky a,, b, ¢, ...v¥adé 4,, B,,
C,, . .. Rady bodové 4,, B,, C,, ... 2 4,, B,, C,,... jsou
projektivni, jezto vSak prisetik obou jest bodem samodruznym
4, = A4,, jsou fady ty perspektivni a jsou Fezy téhoZ svazku
by, €oy . . . 0 vrcholu N, stanoveném spojnicemi B,B, a C,C,,
Bod N, jest perspektivni stred svazki N, a N,. Paprsek d,
uréf na a, bod D,, spojnice D, N, stanovi na a, bod D, a tim
prochdzi zédany d,.

Retéz perspektivnich dtvard o nositelich N,, a,, Ny, a;,
N, odiivodiiuje rovnost dvojpoméri (a,b,¢,d,) = (ayb,¢,d,), ¢imZ
ozfejména konstrukce a ukdzdno, Ze projektivita dvou paprskovych
svazkil, urfend ttemi dvojinami sdruZzenych prvkid, skuteénd
existuje.
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