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CAST MATEMATICKA.
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- O jistém theoremu vztahujicim se k problému
normél k¥ivek algebraickych. -
Dr. Ant. Pleékot, pl"ofeso'r v Plzni. -
(Dodlo 1. ¥ijna 1930.) -

. BudiZ déna kiivka K n-tého stupné o rovnici
F(z, y) = oz + ax" 7ty +ae* 2y + ... =0, (1)
k nf% bodem 4 v jeji roving letfcim vedme normaly, oznatime-li

paty normil na kiivee B,, B,, ... B; atd. a poloméry kfivosti
kfivky v patich téch g,, g, ... 0i atd., tu lze dokézati theorem:

5 0 & . -0 ' '
— . L =m,
Zecwm 9—n1+92 ”z+u (a)
znad{-li n; délku normaly B;da vztahuje-h se souéet Z na véechny
paty normal. :

. Rovnice tato. ]est zapmava. tim Ze hodnota. vyrazu X—= —;2-
O — N

‘nezalezi na ni¢em jiném nei na stupm krlvky a jest prévé rovna
stupni kfivky.

Abychom theorem tento dokazah oznadme (a, b) soutadnice
:bodu A, soufadnice bodu B, budteZ (xi, ¥;) a soumdmce stredu.
KFivosti S; kfivky v bodé B; nechti jsou (&, m:).

Vyraz @ ozna,éme }.., pak plati:-

0i — g
: 1‘___ 0. 1 v
e _...1’..

e .

kder . _ -

. et BB §4--=tv m . x
Jeﬂt f‘edy dokézatl, ¥o plati vatah:' - |

v' $“—-x ‘<.
Zl‘ "-'2;"«7)!""“17 zﬁ"‘*d:
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"Piéeme-h mxsto xia Yi zkratka zaya misto & a m Eamn, pak
soufadnice pat normal jsou dény jako spole¢né kofeny rovnie: -

F(xa y) = 0 2
- (g —b)F, — (z—a)Fy = 0, @
znadi-li
dF bF
1=y 1Thy
" Velidina 7 jest stanovena rovniei:
. . _ l + ylz
B n=y+ y” ’
kdez :
) ’ r__ Fl
¥=—F,
a .
yI( —_ EﬂzFll + E12F22 - 2F1F2F12,
. < Fp3 '
znadf-li ' ‘ :
?F " F 3RF
Fu=gm Tu=gny Ta=ig
'Vj'ra.z pro nabyva pak hodnoty
14y

T @Y +1+4"
Dosadimah za ¥ a y" hodnoty z rovnic predchozmh dospé]eme

"k rovniei:

Z.— ' 2(14"2_*_17'22) :

Fs(Fl + Fa’) + (y —b) (2F\FoFy, — FyyFy ""FzzF )
yrazu tomu lze déti formu ]ednoduééi za,vedeme-h oznaceni.
(y _b)F - ((C —a)FE = ¢(x’ !/),

- .
'a—“':( ““b)Fn"_‘(x_'a)Fn—Fzs
Y
5‘5_—‘( b)Flz*(z‘““)Fzz+F1

;:i"ﬁzn&sobime-h druhou z téchto rovnic F, a prvou F, a pak prvou
- od dmhé odeéteme, dostaneme rovmcl T

aq; 945 ‘. ’.": R 7
oo Rgy=heg=
(y"‘b)(ﬁ.’lﬂs""“FJu)"l‘ (x—a) (FsFm_Fan) +F1 +Fa




&9
Piseme-li v této rovnici podle druhé rovnice v. soustavé (2)

28 xr —a
y—bF

rT—a = 7,

pak obdrzime:

F@u_ 7,22 -

dY 3z

= (y —b) QF FoFy, — Fy*Fyy — Fy*Fy) + Fy(Fy + Fp).

. Vyraz na pravé strané této rovnice jest viak ]menovatelem V. pi‘ed—
chozi rovnici pro 21 a tudiz

Fy? + Ft : N
=—35 <5 3
Flb_"_ 2 ‘ i
} Y ox
kteryZzto vyraz piSme ve tvaru:
L Fp 4 Fp .
=1 T2 3
p= AR @3

klademe-li

30
D=F o ﬂ

Jest tedy dokézati vétu:
- Je-li ddna &dra n-tého stupnd

ax.

: ... Fazyp=0
a kiivka @ tého% stupné ' S
B(z,y) =y —b)F,—(z—a) Fy =0 . (2}
a ]sou lizay spoleéné kof‘eny obou rovmc, pak vyraz .
‘ 5_' F +F.z.~n, | | ) K

VZtahu]e li se souéet na 7? spoleénych kotent rovnic (2 ) K dukazu
pouiijeme zndmé véty Jacobiho, kters znf:

Jsou- h dany dv& rovnice algebramké _ :
| m%w—o“,f~‘v!-‘-ff
- ¥ y)=0, " o

& znadf-li w(x y) hbovolny polynom, ]ehoi stupeﬁ Jest mﬁﬁi nei
stupeti Vymzu i
AF Y aFY.
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pak

Z o(®, y) —0
p ¥ _p ¥ "
0y - Y3

vztahuje-li se soudet na. viechny spoletné kofeny hofejsich obou
rovnic. O rovnici (1) pfedpoklidejme, Ze koeficienty a,, az, . . .
jednotlivych &lent ve vyrazu F(x, y) jsou naprosto ¢isla obecnd,
taktéZ o bodu 4 predpoklade]me, Ze jeho poloha jest obecna, pak
jest obecnd stupeni rovnice &(z, y) = 0 roven n, Zddné koreny ze
spoleénych kofent rovnic (2) nejsou nekoneéng velké a i jmenovatel

D ve vyrazu pro 1 jest obecné rizny od nuly

Utvofme vyraz:
24— 1= — (y —b) (F1F12~FJ11)+(x~a) (Fsz'—FFzz)

F.F —-—-F F
:__?I( 1 12D 11 2)+
+x(FzF1§“F1F22)““b(F1F12_FuF2)—“(F2F12-F1F22)_
D :

Tu pak, ponévadz viech spoleénych kofend jest n?, plati:

DA—1)=>1—n=
— ?/(F1F12_F11F2)+x(FgFm—Fl@
=—3 5 +
Wb(FiFiy — FiyFy) + a(FoFyy — FyoFy)
T2 D '
Druhy soudet na pravé strand pi‘edchozi rovnice jest roven

nule, je¥to stupet jeho ditatele jest obecnd 2n — 3, kdetto D jest
obecnd stupné 2n — 2 a proto

Z}' —nf— Zx(FaFu*“ 1Fa2)+?/(F1Fu'—Fqu)'

~ Funkcl F(z, y) rozloime na dvé Shsti:

F(z, y) = f(z, y) + o=, y), ,
kde% /(x, y) znadi souhrn &lent z funkce F(zx, y), jejich% rozmér jest
2, kdeito zbytek (p(x, y) jest stupné nizitho.
‘ ,' I ]est .
W o By =fi +o
T Fy =f + o
Fn = fu + ?’n
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Vyraz pro XA moZno psati ve tvaru.

Z‘ l:nz——z  (fafa — fifa) '; Y (fihe — fufs)__:
—_ ,na.__Z fls(“’st‘*"?/fl) + Z xflfnzl‘)i‘ Yfule ’

nebot &leny, které jsme oproti difvéjiimu soudtu vynechali, jsou
stupné nizifho, nez jest stupei jmenovatele D a jejich soudet tedy
roven nule. Vyraz na pravé strané piedchozi rovnice lze jesté psati
ve formé& jiné; pouzitim véty o homogennich funkcich lze psati:

(n — 1)fy = afy; + Yfe,
(n —1)fy = af1 + Yfoa

Znasobime-li prvou z téchto rovnic f, a druhou f, a pak je seSteme,
obdrzime: :

(n —1) (> + fo®) = fra (yh + 2f5) + xfifu + Yfafaes

hodnotu f,,(yf, + «f,) plynouci z této rovnice dosadme do hoiejsi
rovnice pro XA, ¢imZ obdriime:

N S 2+ 1 (zfy + yfe) (frn + foa) .
Zl =n?—(n—1) 2 D + Z i
\% rovnici této vyraz

xfy + yfs = nf
W+ 12 |
Z : D : 22’1’
nebot ve vyrazu

F? + Ff: (h + ¢)* + (fa + @)
D D

a vyraz

¢leny f,2 4 f,2 v &itateli zZlomku na pravé strané rovnice jsou stupné
_2n — 2, stupné to jmenovatele D, kdeZto souhrn ostatnich v ditateli
Jest stupné nizstho a tedy soudet na né se vztahujici jest roven nule.
Za téchto zjednodufeni lze hotfej’f rovnici pro L2 pséti ve tvaru:

Zﬁ.,=n2__(n——l)21—{-27ﬂ%ilﬂl),

n 2 A=mdt Z”f(fgp‘f— fﬂ)’v
Gili

. Zv;_'= nt Z f(fn’ + fas) |
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l .
Polozime-li koneéné v této rovnici za f

f— —

11+22 11+22\
21—n+2f f)pr(fo).

PondvadZ pro spole¢né koteny rovnic F(x,y) = 0 a ®(x, y) = 0
_ Jest

pak

. F =0,
‘tedy
2‘ F(an+ fa) _ 0

a ponévadz stupell vyrazu ¢(f; + fip) jest nejvyse stupné 2n — 3
-a tedy stupné nizsiho jmenovatele D, jenz jest stupné 2n — 2, jest i

5 @l + fae)
E —p = 0
& proto

Z A=mn,
¢imZ véta dokéazana. '
Theorem pravé dokazany byl dokazan pro piipad, Ze koefi-
cienty v rovnici kfivky F = 0 jsou &isla docela libovolna. Pochyb-
nosti o spravnosti véty mohly by vzniknouti tehdy, kdy nékteré
prusediky kiivek ¥ = 0 a @ = 0 padnou do vzdilenosti nekone&né
velké a kdy jmenovatel vyrazu

P F2 4 Fg2?
720509
0Y dx
t. j. vyraz
' Fﬁg_ﬁgm_p:o.
0Y ox

* Vezméme v Avahu nejprve piipad druhy. Predpoklédejme
zprvu, Ze kiivka dand nemé bodu vicendsobnych a Ze obé kiivky
F = 0 a & = 0 nemaji spoleénych bodl v nekoneénu. Ze vzorce

1

2i=2

] ——

Qi
. vidime, %e jen v piipads, kdy 1 ~%’— =0,t.j.

t
Qi = Ny,

: pﬁsluﬁny vyra,z pro A pozbyva ‘vyznamu. V pripadé tom bod A
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jest stfedem kfivosti pro p¥isluSnou patu normély. Kiivky F a @
v tomto pifpadé v priseéném bodé se dotykajf; podminka vSak, .
aby se dotykaly, jest pravé
7,22 ) _722 _ .
. dy X3 o

Theorem neztraci v pripadu tomto. svoji platnost, nebot stadi
posunouti bod 4 velmi malo a vyraz D nevymizi; bliZ{-li se nyni
zpétné bod 4 k své pivodni poloze, plati stile 24 = n a my pfi-
soudime tuto limitu n hodnoté souétu XA pro bod 4. Zbyva proto
dokézati, %e theorem na¥ 3est platny v plipadé, Zze kiivka dana
ma body vicendsobné a v piipadé, Ze maji kiivky F =0a @ =0
v nekoneénu body spoleéné, nebot v obou téchto pripadech nejsou
body ty obecn& patami normal, adkoliv ob& kiivky jimi prochézeji.
Jest proto nutno tyto body v soudtu 24 vylouditi pokud ne]sou
nahodou patami.-

Ze i v tomto prlpa.de theorem plati, dokd%eme v na.sledu]icim

Piedpoklidejme prozatim, Ze dana kiivka K ma jen jeden bod
wcenasobny k. p. k nasobny a Ze tetny v ném jsou vesmés od sebe
rizny; pfedpoklidejme taktéz, Ze kiivky F' = 0 a @ = 0 nemaji
v nekonednu bodi spoleénych.

Vicenésobny bod O Jpolozme do poéatku souradnlc takze
rovnice krlvky F = 0 moino psati.ve tvaru:

fk x’ y) +fk-ll(w’ y) + . +,fn(x, y) "“0

kdez fi(z, ¥), fe+1(x, y) atd. znadf homogenni funkce. proménnych
x,ystupnék k+ 1, atd .
Osy X a Y, k nim# rovnice knvky jest vztaZena, moZno voliti
tak, Ze zadna z teen v bodé singuldrnim neztotozm se s osou Y .
Rovnici kiivky piSme ve tvaru:

(1 L) s (1 D) ot (1) =
a polozme v niv‘_ | - -

,

Y .
z

piteme-li zkratka mlsto f,,,( ), fm(t);pakrovnice'kﬁv}cy nabfvé.
tvaru: | S
@, 9) = SHalt) + 2 fual) + .+ fal) = 0, ke
f(t) jest racmnalni funkce cehstvé, veliémy t stupné k-tého a rovmce
PSR . fk(t) =0 \ . f
nema korenu vicenasobnjrch EEE
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Zmétime danou kiivku K nekoneéné mélo v kiivku K’, aby
bod singularni vymizel; to u¢inime tak, Ze rovnici kfivky zménjme
v rovnici: | ,

F'=—€+x"flc(t)+x"+lfk+1(t coo T 2fa(t) =0
kde% ¢ znadi veli¢inu libovolné malou od nuly ruznou.

Prisludnou kiivku @ ke kiivce F' oznaéme @'; patrné @' se
ztotoitiuje s @. Pro kiivku K’ plati theorem nas, ponevadz nema
vicendsobného bodu.

Budiz nyni bod 4 tak poloZen, Ze nelezi na Zadné normale
* bodu singulédrnfho.

Platnost theoremu pro kiivku K bude zajisté dokizina, “do-
kaze-li se, %e soudet ‘XA vztahujici se na ty prisediky kiivek F’
a @', jez konverguji k bodu smgula,rmmu O, konverguje k nule
piie > 0.

Tu vypodteme:
F', = F, = o*—1 (kfy —tf's) + o*4, + 2*+14, 4 . . .,
F'y = Fy = ab—1f'} 4 ok B, + a**+1 B, + ..,
kdez 4,,- 4,, B,, B, atd., znamenaji racionalni celistvé funkce
“veli¢iny ¢.

Ponévadz jedns se o priseéiky ktivek F’ a &', jez konvergup
k bodu 0(0, 0), uréeme nejprve rovnici piibliznou pro @', jez bude
patrhé znaditi souhrn teden vedenych k ni v bodé O; ta zni:

—bF, + aF, = 0;
rovnice tato nevymizi identicky, ponévadz a a b nemohou soudasné

rovnati se nule, jezto by bod A leZel na norméle bodu vicenasobného.
Zavedeme-li v této rovnici veli¢inu ¢, pak obdrzime:

—bF, + aFy = 2% [(a + bt) f'x — kbfi] = 0.

Rovnice: :
— kbfa(t) + (a + bt) fa(t) = . 4)
stanovi smérnice teden, jei v bodé& O ke kfivce di = jsou vedeny
Teény ty maji rovnice: )
y = Lz, y-—tax,;.. y=tk_1x,
kdei t, t,, .. tg—y jsou kofeny rovnice (4). .
Kdyby nikters z téchto teden ztotoziiovala se s osou y a tedy
prisluiné ¢ bylo nekonend veliké, stadf, aby tento piipad vymizel,
. otoditi o8y o n&jaky maly thel.
e Rovmce kiivky @' pak zni:
= [—kbfe + (a + bt) '] a*—1 + o 0, + e G+ .
, Sta.novime-h nyni prisetiky piimek y = tx s kfivkou. K'

— e+ ZFfy(t) + .
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pak dostaneme tusedky pruseciku kiivek @' a F’, které 5 ¢ >0
konverguji k bodu O.
Tu pak obdriime, omezice se na nejnizs mocnmy vehémy e,

sl/k tellk

XT=p—— a Y=g —:

Vi) Vi
kde# ¢ znadi kterykoli kofen rovnice (4). : ~
Hodnota fi(f) nemtZe vymizeti, nebot kdyby fk (t) =0, pa,k
z rovnice (4) by plynulo, e bud a -+ bt = 0 aneb f'x(t) = 0. Oba
ptipady jsou vyloudeny, nebot v prvém pipadé musil by bod A4
Yezeti na normale v bodé O ke k¥ivce K vedené, a v pifpadé druhem
musila by miti rovnice fi(t) = 0 kofeny v1cenasobné

Dosadime-li hodnoty (z, t) do vyrazu pro 2,

2: F? + F,? .
72 5%
Y Y

a vynechame-li veliéiny nekonet¢né malé podle ¢ stupia vyééich
proti stupiiim niZ&im, obdrzime po kratkém vypoétu, jejz nebudeme
do detailti provadéti:

s_”f (ke — 80+ [ _
Jim 2 = lim ; b @ TR ERT s~ —D /7]

Hodnota této limity jest obecn& nula; nebot podle’ na.élch pred-
pokladi mohl by jmenovatel vymizeti jen tehdy pro kofen ¢ rov-
nice (4), kdyby soudasné hovél rovnici: _
kfi(t) f71(@) + (1 — k) f'$*(¢) = 0; (9
kdyby ale tento vyraz vymizel, pak posuneme bod 4 nekoneéné
malo do polohy 4,. Tim se zmén{ kofeny rovnice (4), kdezto kofeny
rovnice (5) se nezméni nebot ta na a a b nezévis{. Theorem jest tedy
platny pro bod 4,. Paty skuteéné normél bodem 4 a A; vedénych
jsou navzéjem nekonedn& blizko u sebe a proto pifsluiné soudty
XA a XA, 1idi se od sebe nekonednd malo, je-li soudet XA koneény;
ten ale jest, a% na vyjimku, %e by bod A lezel ve stfedu kivosti
nékteré paty. Ponévadz pak ZA' = n, at jakkoli se zpéjné phbliii
bod 4, k 4, jest proto Zh=mn.
. Zbyvé dokézati, Ze theorem plati i pro ki'kay, jez ma;i né-
které teény v singuldrnim bod& splyvajici.
Snadno se nalilédne, %e vyraz ZA vztahujiei se. ps, véechny p&ty
skuteéné jest vyjadFen t&% raciondlni funkef koeficientd rovnice .
= 0. Jestlize jistd tedna u kfivky K jest mnohonisobns, pak
hbovolné nekonednd malo zméfime koeficienty ve fi(?), aby kof'eny‘
. Casopis pro p!atov&nf matematiky a tysiky Bo!nik LX. ) 5




_rovnice fk(t) = 0 byly rizné. Tim rozpadne se tetna vicendsobnd
v soustavu teden jednoduchych vesmés od sebe ruznych a ‘tésné
k tednd vicendsobné priléhajicich. . =~ -

. Pro kiivku K' takto vzniklou jest soudet XA’ vztahujici se
na vieéchny paty skuteéné ldentlcky roven n. I bude také identicky
roven n soudet XA vztahujici se na paty skutedné knvky K, jest-li
soudet 'ten jest koneény; to ale jest, aZz na vyjimku, Ze by néhodns
leel bod A" ve stiedu k¥ivosti nékteré paty, kteryZto p¥ipad byl

'jiz d¥ive vyloZen. Tim dokaza,na platnost theoremu pro jakykoli
smgulé,rni bod.

“Mé-li k¥ivka smgulamich bodu vice, pla,ti oviem vysledek ty7.
* Zbyva pouze - dokizati, %e theorem neztrici svou  platnost

- v pipad®, kdy kiivky F = 0 a & = 0 maji spoleéné body v neko-
neénu. Ubézne body ktivky K uréime ze élent »-tého stupné
‘rovnice F(x, y/x = 0. Souhrn &lent téch bud dén vyrazem: a

Flz, y) = ap + a2y + a2~ + . . .+ auy;
smérnice y/z=t Gbé&Znych bodu kiivky K jsou stanoveny rovnici:
0 =atatfaf . tar =0
Smérnlce tibéZnych bodi knvky @(x, y) = 0 uréime z rovnice

yF, — ng =0, ’ ' '

kdez F, a Fg znaci parcialn{ derivace funkce F(z, y) Tu pak |
obdriime

F, = an=(af(t) — '),
S - Fy = 2 f(1) _
Ca ‘smérnice. ﬁbéinych bodi knvky b = 0 jsou pak stanoveny

o rovmci
: ntf(t) — 1 +®)f) = 0.

’ Rovmce tato mé s rovnicf f() = 0 spoleéne koreny, plati 1
bud’f‘(t)*ﬂ aneb1+t’=0t]t_:};z '
"Kfivky ‘F a'® maji proto v nekonenu body spoleéne jesthze;‘

: ﬁbéiné body dané kiivky K nejsou vesmds ruzny, aneb ma-li dané
. ki'lvka v nekoneénu body cirkulérnf, i
a Pfedpokléde]me ne]prve, e ki"lvky Fa®majiv nekonenu _
e spoleéne body, je# nejsou cirkulirni. Tyto body nepoklédejme za
- vlastnf paty normail & proto jest nutno v souttw Z2 je vypustiti. -
- ' Abychom " dokazali,'¥e i v tomto pipadé theorem neztricf svou
* platnost, zméime nekoneéné malo rovnici f(t) = 0, aby tato neméla
i~ kotenil vicendsobnych;  Ktivka dans K 'pfeméri se v-kiivku K',
‘.- pro:kteroutheorem nad platf stale, jestlite zpétné K’ blit se ku: K.
+ T+ jest. mo¥no-dokézati stejnym postupem, jeho¥ jsme poutili
éeﬁové.ni vicenasobnych bodu, ie plati véta 'Bliii-h se_

e S e T
S e '
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zpétné kiivka K’ ke kiivee K, pak pro ona A';, kterd vztahuji se
na ty paty kfivky K’', jez blizi se k témuz Gbéznému bodu (jenz
neni cirkularnim pro kfivku K), pf¥isluény soudet Z'A’;, konverguje
k nule. Z toho plyne docela stejnym postupem, jehoZz jsme uZili pfi
vySetfovani singuldrnich bodii, Ze plati theorem na& i v piipads,
kdy kfivky F = 0 a @ = 0 maji v nekoneénu body spoleéné, jez
nejsou cirkuldrni. Body ty prost& vypustime v soudtu X4, jako jsme
vypustili body vicendsobné, nelezely-li ty ndhodou na norméle
bodu singularniho.

Maji-li viak kiivky F = 0 a @ = 0 v nekonenu body spole¢né,
jez jsou body kruhovymi, pak jest nutno body ty v souttu Z1 jako
paty v potet vziti, aby theorem ziistal v platnosti.

Jedna-li se o to, abychom stanovili soudet X'4,, ktery vztahuje
se na body kruhové kiivky K, pak zmétime kiivku tu v K', zmé-
nice nekonedné malo koeficienty &lend nejvyssfho stupné vyrazu
F(z, y). aby kruhové body vymizely & pak uréime limitu X', vzta-
- hujici se na ony body priseéné kfivek F'(x, y) = 0 a @'(z, y) = 0,
které vzdaluji se do nekoneéna ke kruhovym bodum, kdyz ne-
chame v transformované rovnici F' = 0 konvergovati zménéné
koeficienty k hodnotdam pavodnim. Kdybychom opominuli
v souétu XA &leny vztahujici se na kruhové body kiivky, pak
soufet pro paty normal vlastnich by byl

len—ZAz.

Mozno tedy vysloviti vétu:

Theorem na zadatku na8f dvahy uvedeny jest platny pro
viecky kiivky algebraické; ma-li k¥ivka dand kruhové body v ne-
kone¢nu, jest nutno tyto body pri¢isti k patdm normdl, aby theorem
zlstal v platnosti.

Pfipojme je§té k predchozimu poznamku tykajici se kruzmce.

Budiz dédna kruZnice o rovniei:
) 2+ yt=1.
Je- 11 k ni vésti bodem A(a, b) normély, tu paty normal ]sou
stanoveny rovnicemi:
et yt—1=0,
— 2bx + 2ay = 0.
Rovnice druhé v soustave predchom jest linedrni, kdeZto podle

tvahy zékladni{ mé byti kvadratickéd. Resenim sousta,vy predchoz{
obdrZzime dvé paty a tu snadnym vypottem obdrZime pro paty ty

D

a mkoh 2, jak teorie Zdd4. PFéina vézi v tom, Ze opominuty, byly .

spoleéné body kfivek tD =0a F =0, jek padnou do vzdalenosti
5*
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nekoneéné velké a ]sou body kruhovyml Linearni rovnice
S — 2bx + 2ay =0

]est jen Bhst khvky @ = 0, druha &ast jeji jest nekonecné vzda,lena
piimka, jakZ bychom se pFesvédéili zavedenim homogennich
soufadnic. UkaZme jedt&, %e pro body kruhové kruznice soudet

24, vztahujici se na né&, jest roven 2. To ovSem plyne piimo z theo-
remu obecného, pon&vadZ pro paty padnouci do koneéna piislusny
soudet roven jest nule; nicméné& pro zajimavost FeSme tlohu: tu
pifmo. Zménme tedy v rovnici kruhu koeficienty nekoneéné maélo,
aby kruhové body vymizely. Nejjednodussi bude, %e kruZnici bu-
deme poklddati za limitu elipsy:

: Z?1+e)+y—1=0,
limituje-li ¢ k nule. .

Tu , ,
CFy=2a(1%+e), Fy—2y
D =2(y—b)(1+¢e)x—2y(x—a)=20

: = 2zxye — 2bx(1 + ¢) + 2ay =0
:dj = 2ye~—2b(l + &),

g—?vz 2xe + 2a

a
1 442 -{—4:@2(1—&-3)2

4x=s(1 ¥ &) + 4ax(l + &) — 49 + 4by(1 + &)
Z rovnice @ = 0 uréime: ‘
' _ ba(1+¢)
T atex

Dosadime-li hodnotu y do rovnice elipsy, urdime pro fisedku pat
normdl rovniei:

(1 + &) (@ + ex) + b2a¥(1 4+ &) — (a + ex)? = 0.
' Z rovnice predchozi, kters jest stupn® 4., jest patrno, Ze, klade-
- me-li v ni ¢ = 0, pfechdzi v rovnici stupné druhého, t. j. dva jeji
kofeny 8 ¢ - 0 vzdalujf se do nekoneéna. Abychom uréili vztah .
mezi ¢ a ﬁseékou bndu blizicich se do nekone¢na, zavedme substi-
tucf. l‘
zr=—
: bliﬁ-h se z k hodnoté nekoneéné velké, konverguje 2, k nule.
 Zavedenfm hodnoty této misto « obdrfme rovnici: ‘

(“$1+€)’(1 +6)+b’xx (L +s)’—-—-(ax1+s)’x1 = 0.
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Jestlite v této rovnici & » 0, pak exxstuli dvé hodnoty pro x,

limitujfef taktéz k nule Ty obdr¥{me znidmym zpﬁsobem ze zkré-
cené rovnice:

. @t ep b =0, )
z nfZz plyne: - Tttt :

Cam + e = bai,

t. j. ,
T = — —8_“*-*,
, a—bi
= — 5.
_ o a4+ bi
Polozime-li pro kratkost
bh=—g"w bB=—""rw R

p&k . ,

_ 2= Pre, Ty = Poe. :

Vezméme nejprve v Gvahu hodnotu #, = f;¢; tu bude nutno po-

stoupiti k dalsimu rozvoji; poloZime-i - - E ' :
, %y = fre(l + o),

pak zné,mym zpisobem obdr¥ime:

L : 'a_'_T" S Lol
&tedy ) ) - ' o e . ‘).' PN
= e (1 — by 3") . e
‘Poloime-li jests |
. - 1
T ’

tu'roste-li 2 do nekonqéna,, pak z rovmce ehpsy patmo, Ze ros‘ce y
taktéz do. nekone&na, tedy %> 0. Hodnotu :

" x y1 e
uréfme z rovmce y = ba (_:_-};:) nii plyne o o

-

b(l e)

b(1+e) bz,(i s)



0
L ——ia+ye),
k nii php01me rovmcl :
o .“' —ﬂle(l — 6B '5)

. Tyto hodnoty dosad’me do rovnice pro A, kterou upravime na
“tvar:

(@) + @+
(o) +artt—e(Y) ppl it

x

rll =

Ponechéme-li v tomto erazu po dosazent j jen veli¢iny nekoneéns
malé podle ¢ stupng prvého, obdrZime .

A_’—-l———s+1+2e _ | £ .
Yot ape+e—bpic 2¢ + Bila —bi)e’

-aviak . -

'ﬁl = a,_ tedy ﬂl‘(a—bz) =—'l>

" a proto .‘

A= hm}.1 = hm 28-—-—8 = 1.
v Pro'Vedeme~h nyni, tyz vypoéet s kofenem z,, pak obdrifme'
.docela. ste]nym zpﬁsobem '
Ay=1
‘a tudfz :
. Al + )',1 == 2
‘ ]aki bylo dokézati.
: .Pozndmka. Podnét k nalezeni tohoto theoremn obecného byl.
- “mi dén gldnkem, ktery uvefejnil Dr. Werner Gaddecke v &asopise
,,Sltzungsbenchte der- Berliner mathematlschen - Gesellschafts*
o Band 15, kde autor dokézal, Ze pro elipsu a hyperboiu plati vzta.h

*’Ql '92‘ '93 94 =2f

e — m+ m+mfmfﬂ*m ’
aPro parabolu A S
A : & - 0 & |
_ —3,

o #1*““1+Qa”'”2+ 3=TMg - '
kteryito VZta’h vyslovil | dﬂve Ba.nsxen v ,,Nouvelles annales de '
at ématxques“ Tome 7.




Sur un théoréme concernant le probléme deé normales
des courbes algébriques.

(Extrait de P'article précédent.)

L’auteur démontre le théoréme suivant:

Etant donnée une courbe algébrlque de P'ordre #, menons
par un point A de son plan les normales & cette courbe et soient
B; les pieds de ces normales sur la courbe; soient de plus S; les
centres de courbure de la courbe en ces pomts Si l’on pose
ni = BiA, pi=.8;4, on a la relation )

. e _
ZQ@'—%’ "

la somme s’étendant & toutes les normales. :

- Le théoreme est démontré tout d’abord pour les courbes sans
points singuliers, ensuite pour les courbes possédant des points
singuliers. Le théoréme reste valable aussi pour le cas ou la courbe
donnée et la courbe qui la coupe aux pieds des normales cherchées
ont des points & 'infini communs. Si, cependant, ces points sont
les points circulaires, il faut les considérer comme pieds de nor-
males pour que le théoreme reste vrai.

Ce dernier cas est mis en évidence par la eonmdéra,tlon du
cas d’'un cercle.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T00:13:16+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




