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. CAST FYSIKALNTI. ‘

O Heavisidové metodé Feseni diferencialnich
rovnic ve fysice.
Referuje Dr. Bohuslav Pavlik.
(Doslo 15. za¥i 1930.) -

Toto pojednéni ukazuje nejprve (I) na problémy, kde lze Heavisi-
dovy metody pouZiti a v dalsi kapitole (II) se zabyva problémem sitd.

Potom (III, 3) zaveden pojem kmenové funkce H(p) a objasndn vy-

" znam operatovové rovnice (4). . ) :

-V dalim oddile (IV) provedeno Fefeni problému a sice jednak me-

. todou rozvoje v fadu (5), jednak rozkladem v parcidlni zlomky (6). Na

plikladu zéno, jak se Fefeni v praxi provadi (5b resp. 6a). V dalsi ka-

pitole je porovnén vyznam obou metod (5c resp. 6b).
t V- dal$im oddile (V) je uvedena tabulka n&kterych omezenych integrali

. @ . . .
tvaru / f(t)e—rtdt, jeZ se p¥i poditdni Sasto vyskytuji (8) a ndkteré ma-

0 :
tematické véty (9—16). V daldim odstavci (17) provedeno zevSeobecndni
fefeni pro liboevolné nap&ti.

V oddile (VI) feSeny ndkteré pfiklady.

. Uvod.

1. V teoretické fysice (v mechanice, termice, elektfin& a pod.)
naskyté se dasto problém feSiti soustavu linedrnich diferen-
cidlnich rovnic s pravou stranou. V takovém pifpadé
dostaneme obecny integral jako soudet obecného integralu systému
bez pravé strany a partikularniho integralu rovnjc s pravou stranou.

Jde-li o vySetfovan{ d&je jiZ stacionarniho (t. j. po dosti dlouhé
~dob& od okamZiku, kdy zadaly pusobiti vn&js sily), zbude jako
feSeni pouze integral partikularni; jen pfi vySetfovdni d&ji nabi-
hacfch (t. j. t8sn& po zaddtku pisobeni vn&jsich sil) uplatiiuje se
v obécném integralu naSeho systému rovnic také obecny integral
 rovnic bez pravé strany. - :

Posttipujeme-li ‘p¥i FeSenf obvyklymi obraty, setkavime se
pfi stanoven! integra¢nich konstant z podétednich podminek
8 obtffemi. Dluzno si uvédomiti, e hlavné v elektrotechnice byvaji
. podétedni podminky definoviny u velké vétdiny problému stejné:

*.v.n8kterém mistd systému vodidi je vloZeno napdti, které se

A}
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rovné nule a% do jistého okamZiku (od tohoto okamZiku
sitame ¢as). Od tohoto okamiiku .poéinajic je vloZené napéti
riizné od nuly a je jakousi (znémou) funkei ¥asu. Snaha tudi
smé&fuje ke zjednoduSeni Ye¥eni diferencidlnich rovnic s t&mito
potéteénimi podminkami. Uvedeného cfle umoZiiuje ndm doséh-
nouti Heavisidova metoda feSeni diferencidlnich rovnie,
kterou lze nazvati symbolickou. Ona poddvé pomérné snadno
fefeni zminéného druhu problémﬁ jiz se zfetelem k uvedenym po-
¢atetnim podminkdm. Je patrno, Ze hlavni vyznam ma pro elektro-
techniku; ale i jinde se této metody hojné pouZiva.

S poéatku se &ifilo pouZivani této metody j jen zvolna; priémou
asi bylo, Ze spisy Heavmldovy nebyly pIili§ jasné a rovnéZ asi, Ze
Heaviside podal své poudky vétsinou bez dikazu. V. pfitomné dobé
viak ex1stu]e velmi obsirné literatura o této metodé a jejim pouZi-
vam *)

" Pro stale rostouci vyznam a Sifici se pouzivani I-Ieamsldovy
metody poklddam za pot¥ebné podati v tomto &lanku Sesky
piehled o obratech HeaVIs1dovy metody ‘a objasniti na nékolika
typickych piikladech, jak se ji v praxi pouﬁva Jako pomiicek
jsem pouzil hlavné citované literatury.

Pfi povrchnim pohledu na &lének bude se zdati, %e odvozo-
vac cesty této metody jsou piili§ umélé a Ze je potiebi k ovlddnuti
jich hlub&f matematické erudice; tato zdanlivd obtiZ je v8ak mnoho-
krate vyvéZena ]ednoduchostl, se kterou pm Fefeni postupu]eme

.

II Odvozeni zakladni rovnxce problemu

: Spo;me jakkoli hbovolny konedny potet ohmlckych’ od— _
poru samomdukei a kapacit- — zkratka odpord v &irSfm slova
smyslu. Nékolik takovych skupin spojme . jakkoli 'mezi sebou.
Agregit, ktery takto obdriime, nazyvéme elektrickou sitf
(viz na p¥. obr. 1). Jednotlivé skupmy slujf jeji ¢leny (v obr. 1
jsou to I, IE, III). Pirozen& nenf nutné, aby v ka?dém &lenu byly
zastoupeny véechny odpory v 8irdfm slova smyslu, ani aby viechny
&leny byly uniformni. Je-li potet ¢lent koneény mé st koneény
podet stupiit volnosti a Gloha je popsana konednym poétem 8i-
multannich diferencidlnich rovnic (na p¥. problém fefeny systémem -
rovnic (8)). Je-li podet ¢lend nekoneéné malych nekoneéne velky
fesf problém jedins parcidln{ diferenciélnf revnice. = -

V technické praxi pravime, e sit je v rovnovéaze, jestlize
jsou v8echny jeji naboje a proudy: ldentlcky rovny.

*) Na pf. Carson: Elektrische Ausgleichsvorging und Operatoren
rechnung (pfeklad 'z : angli®tiny od :Ollendorfa & Pohlhauséna); Breisi
Theoretische Telegra hie; van -der Pol: Philosophical Magazine VIT, 11 % .
1929 a VII, '8, 861,71929 atd:: Dalﬁi ht»eratur& citovéna v knize Carsonovs, -



74

nule. Pred’pﬂklade]me %e vloZime v ¢ase t =0 do nékterého élenu
si v rovnovéze jednotkové napéti — na p¥. do prvntho é&lenu.
Proud, ktery vznikne v n-tém &lenu sité, oznadme A (2) (¢ je Cas
éita,ny od zatazeni napéti); budeme jej nazyvati relativni vo-
divost (Uberga.ngsleltwert) n-tého ¢&ledu vzhledem k prvému;
tuto relativn{ vodivost lze také definovati jako pomér proudu
vin-tém $lenu k napéti, které bylo v dase ¢ = 0 vlozeno do ¢lenu —
v naSem pi{padé — prvého

Jeito predpokla,déme Ze v siti nenf ]mych zdroju, dé se do-
kazati, Ze Ay(t) = Auw(t), t. j. hodnota relativni vodivosti se ne-
zméni, vymé&nime-li mezi sebou mista, kde vklddame napéti a kde

19 .

Obr. 1,

méfime intensitu. Jetto vkldddme napéti vidy jen do jednoho a
tého? &lenu sité, je zbytetné pséti indexy; budeme tudiZ v dalifm
_ psati.-prestd- A(t), indexy si pouze pomyslejice. -
Jeito rovnice, vyjadiujicf vlastnosti sft&, jsou linedrni, plyne,
" %6, vlozfme-li do nékterého dlenu.sitd, jez byla v rovnovize, v. éase
t = v stejnokmérné napéti, ¥ —= E’,, vznikne proud Z A(t — 1)
(8as, ktery uplynul od zafazenf napsti, je totiZ ¢ — 7). VloZime-li
do téhoZ élpnu v dasech 0, 7y, 7y, ... Tn Stejnosmérnd na.péti By
Ey, E,, .. . B, superponu]i se jednotlivé vhvy a vysledny proud
ie

KW = Bo() + BAGC— ) + B (t— 1) + ... + End(t— 1)
1) = ;;E,,A(t S |

Na.péti E, E,, E,, . E,. speclkau]me takto »
: - Na urdity &len sit&, Jei ‘byla v rovnovaze, vlozime napéti E(t),
et vyhovuje tdmto podminkam ‘ ,
. a)prot <O E= 0,
by pre 0 <t< At E{)= E(0),
42 pro Af <t < 24t . -E(t) = E(0) + AE,
)pm2éi<t<3zlt E(t)-E(0)+AIE+A,E

.................
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Ptiroste tudfZ napéti v Sasovém intervalu (k — 1) 4t <t < kAt
o A:E. Podle posledni rovnice je tedy vysledny proud: .

I(t) = E(0) A(t) + AIE A(t — M)+ AE . At — 2At) 4.
.+ ARE . At — nAt). (1)\,
Piejdéme k hmlté lim At = dt a kAt = v. Napéti, které vkla-
déme do prisludného élenu sité, jevi se jako funkce ¢asu, &itaného.

od okamziku, kdy bylo vloZeno prvé napéti, t. ] ]ev1 se ]ako funkce
kAt &li 7. Pak podle zndmych obrati: ,

Rovnice (1) pfejde v rovnici (2)

dE
1) = F(0) A®) + f 2 )
Integraci ,,per partes‘ plyne:
t ‘ : o
Ity = B(t) A©0) + [ 4'(0) B¢ — v dv. 3y
).
Substituci # — 7 = ¢ plyne, piSeme-li jedté v misto #’, z rovnice (2)
. , L
, dE(@t — 1) . :
I(t) = B(0) At) + f am B D g
0
Stejnou substituci v (3) plyne
1) = E@®) A©) + [ 4t — ) B(z) dr. ®
J :
Misto rovnice (5) lze psiti , ‘
Ity = < f At — 1) B(z) dr, (8)
jak se snadno pi'esvédéime
d t t+ 4t
@ At —7) E(7) dv = hm 15 fA(t + At —1) E(t) dv —
(1) 0. ’ :
t t+4t

— |4t —r) E(r) dr} - lim ~

LAt=0" A
0 K

fA(¢+vAtf‘r)E(r‘)dr- |
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S tdat L g o ol F
_fA(t—t) E(r) dr—{-fA(t——t) E(z’) dv = A(t—-—r) E(,) d|=

N

f A(t —1) E (1:) dt + A(O) E(t) q e. d

Provedeme-h v. rovnici (6) substltucl t— T=1t"a pak cpét
piéeme 7 misto t', obdrzfme ,

t t ’ .
I(t)—-i A(t)E'(t—-—x)dr (D)

- Necht ]de 0 to stanowtx relativni vodivost. Pfedstavme si,

ie v Sase t = 0 vlo¥{me do urditého &lenu sit® napsti evt, kdes

P > 0 (redlné) nebo je komplexni s positivni reilnou éa,sti Pak
proud se sklids. ze dvou 84sti: z vynuceného proudu, ktery jevi

. stejnou &asovou zavislost jako ert; a z vlastnich kmiti, jeZ ozna-

- &fme y(t) Vynuceny proud mé, tvar —

Z ( ) to pochopime na zékladé
teto avahy: - '
Uva.iu]eme—h sit’ om élenech plati tento system n dxferencml-
nich rovnic; .. .
e (Luat-——l—Ru-l—-—— dt)I; Ek prok_-l 2 _(8)’

]ide dvolity index u odporﬁ znamens, -7e jsou spoleéné souéa.shé
i lElerm ic-tému i Z»tému Ey je vtisténd elektromotoncké. sfla k- tého
enu ‘
s K nafemu ﬁéelu sta.éi pi‘edpokléda.tl, e pouze E, :{: 0, kdeto
"Ey="0pro k=2 3, ...n Necht E, = F,ert; lze pi‘edpokladatx, v
ie I; bude mitl po uplynuti dosti, dlouhé doby tvar-

S o e




2(?Lu+3u+ )J, Fk, -
=AW } ‘
'kde Fi.= 0 pro k = 2,3,...n. To je pro psluing J; soustava
|rovnic algebraickych. A ,

! Kladme:

|

|

1 1
Ly + By +— . 47~=2 =2Zy. .
Ply + Lim + On= (p) .,H A
rTim se uvede néd system rovnic na tvar

Z‘qu; = I, pro k=l 2,. nakde Fk=0pro k=2 3,.

s ,
Redenf naseho systému n hnearnich algebraickych rovnic o =
neznamych za pi'edpokla.du, ?e determinant soustavy D 4: 0, znf

_ 11(1’) , M; My
=" =" .
kdez M,; znadi doplnék prvku (subdetermma.nt( 8 prisluﬁnym zna-

menfm) leZfciho v prvém ra&ku a l-tém sloupcl v determmantu D, -
¢ili : : .
My _ 05

v pripadé ) ktery ném élo, bylo F =1. . .
Jak patrno, dostaneme Z(p) (index si pomYélime), které pn-

chézi’ve jmenovateli vyrazu pro vynucené kmity, naznadenym

zpisobem, kdyZ v pisluiné dlferencléln{ rovnici (resp. systému

rovnic) nahradime vyraz d/dt vyrazem pa f dt vyrazem 1/p.
Celkovy vjrsledny proud mﬁieme tedy psé,tl takto

10 = s+ v ()
Kladme v rovnici _(7).E(t) = e?; obdr¥fme: “

¢

.l(‘)‘%%e”‘f“l(‘i):q*ﬁdf—ﬁ S

Flv

R
0"

1

o= %{e"‘fA(t) e‘mdr—eP‘fA(‘r) e"’"d;} : '7""“"-"*',

Prdvedgme-,hgdgrx}*ovanf,’thriigne::’., Lol KR
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Polozime-li (9) = (10) a délime-li e?!, dostaneme:

2]

Z(IP) + y(t) et : p_[A(r) e—Pdy —pfAFT)e—f"dr-FA(t) et

(11)
Rovnice (11) plati pro viechny hodnoty ¢, tedv také pro t = oo;
_pak plyne z roynice (11) — za predpokladu %e p ma realnou tast
positivni —

©

1 o ‘ .
0

Tato integralni rovnice (12)' uréuje relativni vodivost A(f) pro
viechna p positivni nebo s positivni readlnou Sasti. Metoda odvo-
zena pro specialni p¥ipad, ale plati zcela obecné.

I Heavisidova tiloha,
3. Pojem kmenové funkee.

Shledali jsme, %e, vloiime-li do n¥kterého &lenu sité, je# byla
a% do okamZiku ¢ = 0 v rovnovaze, v éase ¢ = 0 napéti E(t), déj je
popsan dvéma rovnicemi: relativni vodivost je uréena integralni

rovnici (12) _
1 I o '
0 .

intensita proudu se. pak uré{ vypoétenim integralu:

' ot
1) ——i At — ) BE(r)dz. . (6)

Q .
' Z(p) budeme nazyvati kmenovou funkei pﬁsluénou k funkei
A(t). Nahradime-li p vyrazem jo, kde o Je znama kruhovd frek-
-vence, pak Z(jw) ]e komplexni odpor, znamy z teorie stifdavych
proudi.

Rovnice (12) a (6) fed{ fpli® na¥ problén; pii tom jsou jiz
splnény podatedni podminky, definované na zatitku odstavce.
Ve svém odvozovani jsme pred kladali, Ze rovnice sité jsou
linedrn{ a %e existuje partikuldrnifeSeni tvaru e?t/Z(p) pro hodnoty
p 8 positivni redlnou 8isti. Neznamé v rovnicich tvaru (12) a (6)
nemusi byti proud; neznémymi mohou byti i jiné fysikélni veli-
émy, jako nabOJ, napéti a pod. Zavedeme tedy v rovnicich (12)a (6)
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obecné&jsi oznadent (t. j. zavedeme formalni zevSeobecnéni):

=]

1 _
—HG = f h‘(t)'e vt df, - (18)

0

i
()“‘ h(t — 7) B(t) dv o (14)
g .
Pii tom odpov1da E(t) napés z predchozich avah, z(f) je nezna-

mé. kterou mame stanoviti — na pr. v predchozich fivahach inten-
sita. Symbolickou rovnici
E

X =

H(p)
nazyvame operatorovou rovnici. H(p) odpovidd odporu Z(p) a uréi
se popsanym zpusobem Analogicky funkce %(f) odpovidé vodi-
vosti. Rikdme ji struén& Heavisidova funkce; H(p) sluje zevieobec-
néna funkce kmenova.

(15)

4. Operatorova rovnice.

Na sit, jez byla az do okamZiku f = 0 v rovnovaze, bylo vlo-
Zeno v &ase t = 0 jednotkové napéti. TaZeme se po chovani sitd.
Jde tedy piedeviim o stanoveni relativni vodivosti.

Heaviside vychéaz{ z diferencidlni rovnice; nahrazuje v ni

symbol d/dt symbolem p a symbol fdt symbolem 1/p. Tim pfejde
rovnice diferencidlni v rovnici algebrmckou Heaviside specialisuje
vloZené napéti tak, Ze piedpoklads, Ze v dase ¢ = 0 bylo vloZeno
napéti jednotkové; jeho vypodty se vztahujf pouze na ¢ > 0. For-
malni feSeni problému lze tedy psati ve tvaru:
1
H(p)

kde podle piedchoziho je h funkce Heavisidova, t. j. zevieobecnéna
relativni vodivost; je dobie si ihned uvédomiti, Ze v tomto special-
nim pifpadé A znaéi soudasné proud tekouci pifslusnym é&lenem.

Rovnice (16) je pouze symbolickd; tkolem nadim je déati ji
fysikln{ vyznam — specidlné vySetfiti vyznam ‘operédtoru p. Ten
je patrny, uvédomime-li si, Ze symbolickd rovnice (16), urdujici
proud 2 v tomto specmlnim prf.padé je rovnocenns .8 mtegrélni
rovnici ur¢ujici proud

(16)

©®
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Symbolickou operatorovou rovnici musime spravné interpre-
tovati. Heaviside dostal pi‘isluéné, pravidla potetni tak, Ze srovnaval
operatorovou rovnici se znamym FeSenim uréitych tloh a konal pak
soudy ,,per analogiam®. Tak zfskal obecnd pravidla pro preménu
operatorové rovnice v exphcxtni feSeni.

IV. Re¥enf problému. Dv¥ zakladni metody.

b. Metoda FeSeni rozvojem v fadu.

Pro feSeni problému, t. j. stanoveni proudu, ktery se za zmi-
nénych zjednodulujicich predpokladi rovna relativni vodivosti,
Heaviside podava tento nidvod: Rozvineme pravou stranu ope-’
ratorové rovnice

- 1
h—=—— 16
podle rostoucich mocnosti 1/p
ho=ay @ +<+ S R (18)

Abychom dostali exphmtni fefeni ve formé potencm fady,
, n&hradime 1/pn vjrmzem t"/n' exphcltm feSeni problému tudiz je:

h~=ao+d11_!+a2’2_!+as'§!+~u+anm+--~ - (19)
Piredpokladejme, %e v rovnici
o — | h(t) e—rtdt 17
| pH®) t) ‘ (17)
1ze funkei h(t) rozvinouti v potenéni fadu:
hm~%+“+ &5 (20)
‘ Uvai{me‘h ie '
j—-— e Ptdt = _pro- p >0,

dostaneme na pra.vé strané dosa.dime i (20) do ( 17)a 1ntegru3eme h
..Glen za Slenem, - v
ho h’l : 1 ) ( 21 )

~+¢+¢+

' Nyni rozvineme levou stranu mtegralni rovmce podle nega,tlvnich :
i ‘mocnosti p :

<L
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e
P

s TN (22)

%
P + 7

+
pii GemZ ‘
a, | ag
— 4+ ...
PP
je asymptoticky rozvoj pro funkei 1/H(p).
Srovname-li nyni oba rozvoje, je patrno, Ze .

ao‘}‘%-i-

. hn = an
a Ze tedy v souhlase s Heavisidem
at:  a

t £3 -

M) =+ 3+ 2+ (19)

Toto odvozeni nenf se stanoviska matematického aplné ptesné;
mé-li na pf. 1/H(p) jen uréity obor konvergence, pak je mozno jen
v tomto oboru provésti integraci &len za 8lenem. Déle jsme piredpo-
klddali, Ze h(¢) lze rozvinouti v potenéni fadu, coZz nejsme vidy
opravnéni piedpoklidati.

Proto podam odvozeni jesté jedno, pfesnsjsi. Necht funkce
1/H(p) mé formalni asymptoticky rozvoj .

S

o "
a necht nems tato funkce Zadnou soudéast, jeZ vymizi rychleji neZ
sebe vy&8i potence 1/p; takovou funkei, kterou vyludujeme, je na p¥..

e~?. Za t&chto omezujicich pfedpokladt uvazujme integralni rovnici
a integrujme parcielng, délice 1/p:

" 1 . Y. °
s = (0 e PR/ (t) dt. - 23
Hpy =0+ [er0 (23)
5 :
Vzrista-li v rovnici (23) p nade viecky meze, vymizi integral na
pravé strané a z asymptotického rozvoje .

1 <~ dn

—— N —

H(p) Z " .
plyne v mezném piipadé nami uvazovaném; %e 1/H(p) nabyvs hod-
noty a, a ze tedy

: h(0) = a,,.

Integrujeme-li jekt® jednou parcielné, dostaneme

'1 = 1 . , ® 1 I‘I
Hp) = %(0) +’ [_5 e~Pth (t)]o + Efe—ﬂh (t)fit,
. 0 - ’

Casopis pro pistovani matematiky a fysiky. Rodnfk LX. ' 8
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t. j.

1. . X n. g,
p(m—ao) =K + [er b () di;
0

lumtu]eme li opét pro lim p= oo, dostaneme na levé strane
rovnice a;, na pravé k' (0); tudiz

K(0) = :
Kdybychom takto postupovali dile, dostah bychom, Ze
h(”)(O) = an
' Taylorﬁv rozv01 funkee A(t). zni:
hl O hlf 0 hlll 0
w) = b+ P+ LRe 1 B
Dostaneme tudiz, predpokladame 11 %o tento rozvo1 konvergu]e,
— as s a" n, ]

0

Tak jsme odvodili rozvoj funkce h(t)> v potenéni i"adu; uvaiine,
%e jsme ale naprosto nedokazali konvergenci tohoto rozvoje!

{ia. Kterak se prakticky provadi FeSeni metodou rozvoje v fadu.

Heaviside nazyvi piemé&nu operatorové rovnice v explicitni
“Fe¥eni algebraisovanim této rovnice. Pii metod& feSeni rozvojem
¥ fadu spodiva algebraisovani v tom, Ze rozvineme 1/H(p) v po-

tenéni fadu podle _gtoupajicich mocnosti l/p: .
? 1 .

Tuto fadu muZeme pokla,datl za rozvoj podle skuteéné pro-'
ménné p a nikoli za rozvoj pouze symbolicky. Viastni feSenf pak do-
staneme, kdy%.1/p"* nahradfme t”/n' takZe TeSeni zni:

h(t)_—aa-|- t+a2t2+3'l"+...

"Borel nazyvé tuto fadu asociovanou funkef; ta je dulezitd
¥ opH ]eho vyletfovanich o existenci soudtu dlvergentnieh fad.

' Algebralsové.m lze ¥asto provésti za pouziti pouhého bino- -
. mického rozvoje. Existuje-li skuteéné potenéni rada dojdeme k cili
o ‘timto obratem pidme
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11
H(p)  H(1/2)

a rozviime G(z) podle Taylorovy véty:

= ((x)

G(a) = G(O) + G(O) 57 + @O T + ..

(n)
Ge (0)~ == @y, obdr-
n!

R , 1 ST
Nahradime-li opét 2® vyrazem — a klademe-li
p”
zime:

G(z) = =%+?+%+%+“.

1
H(p) 2l
bb. PFiklad FeSeni rozvojem v Fadu.

Na oscila¢ni kruh (obr. 2) bylo vloZeno v ¢ase ¢ = 0 jednotkové
napéti; tdZeme se po naboji kondensatoru.

Obr. 2.

Oznadime-li odpor oscilatniho kruhu R, samomdukcl L a
kapacitu C, plati tato diferencialni rovnice:

LPQ | 0
dﬁ+Rﬁ+GQ‘l (24)

: Z toho plyne popsanym obratem operatorovd rovnice:
Q= 1 1
I T Rp +1/C Lp (L + 1jpT + w’/p’)
pfi dem% jsme zavedli zkratky:
' L 1 L
T = 7 o — o o ‘
6*

“(25)
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Rozvineme-li podle binomické pouéky, dostaneme

o=l ) 3 )
Q=E%§,{1~%-%—(w2—7,1—2)£g+(20; 11,3);3 .L.}(26)

Nyni nahradime v tomto vyraze 1/p* vyrazem /n!, takZe FeSeni
explicite zni:

1 (# i 8 1\"#4 w? 1\ 5
Q:‘"L—{?!"_i'ﬁ"!~(wz—Ti)'lT+(2“T“T’3)E"!+"'}' (27)

Abychom mohli vysledek srovnati s poznatky nam zné,mymi,
kladme R = 0 (oscilaénf kruh nems odporu). Tu — jak zndmo —
mame dostati netlumené oscilace. Z rovnice (27) plyne v tomto
pripadé (T = oo)

1 40 1
Q”"flz! *L‘(;"H_JFLTo—za’““-}:
2 4
=lailyme) —alym)
Q = C’(l——cosvo)

co% souhlasf se zndmymi na¥imi poznatky.

be. Kritika FeSeni pomoei potenéni Fady.

U nékterych tloh, které se zabyvaji volnymi vedenimi nebo
kabelem, neexistuje potendénf fada, a6 lze udati fady, jez postupuji
podle lomenych mocnosti ¢. AvSak ve viech pfipadech, kdy existuje
potenéni fFada, je Fefeni touto metodou daleko jednodussi nez
ostatnimi. Nesndz nastavé pfi numerickém vy&islenf, nebot’ soudet
takové Fady lze udati pfimo jen ve Vzacnych piipadech.

Heaviside piecetiuje tuto metodu; pravi, Ze Feseni tlohy muize
byti podéno ve dvojim tvaru: bud jako nekoneéna fada nebo ome-
zeny integral. Podle Heavisida nemé ale tento integral ceny,

- nenf-li vyéislen Proto je pry nutno podati feSenf ve formé fady.
Proti tomu je ale nutno uvésti, Ze také feleni ve formé omezeného
integrilu je cenné. Casto ¥ada vlastnost{ funkee duleiltych pro fysi-

- ku nenf patrna z jejtho rozvdje, nybr’ pozné se jinym zpisobem.

. 6. Metoda FeSeni rozkladem v parecidlni zlomky.

Heawslde podivs tuto metodu bez veskerého dikazu. My'
vyjdeme z operatorové rovmce _
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1
= e, 16
H(p) (19
Metoda tato spoéiva v bom, %e explicitni YeSen{ lze psati ve tvaru
, -
b= e, 28
70+ 3 oty )

kdeZ py, D . . . Pn znadi n koFenid rovnice H(p) = 0 a H'(pe) =

d
= [d—p_ H(Z’)]pﬂpk-

.Abychom udinili tuto metodu plausibiln{, napidme znimy
nam integral, od n&hoZ stile vychdzime a jenZz je ekvivalentnf
8 operatorovou rovuic{ (16)

1 d
———— = | h(t) e~ P dt. . 17
e R o
Q
Lze psati, jak zndmo z algebry:
LR S 1

pHG) ~ pHO) &4 —p pH B0
kdeZ .p,, ps, ... pn je n kofenii rovnice H(p) = 0 (o nichZ mléky

pfedpokladdme, Ze jsou vesmés rizné a odlidné od nuly). Tento
rozklad dosazen do integrdlni rovnice dévé:

(29)

-]

1 n 1 B ‘
PHO) T 3 o0 R f Bt e~?tdt.  (30)
0

‘Rozklad levé strany dava tuditi, Ze také na prave strané
existuje _podobny rozvoj; klademe tedy

, h(t) = ho(?t) + M(?) +... hn(t) (31)
pedpokladajice, Ze

71%?67— = f hy(t) e;“?‘ dt a | (32)
s :

@

1

0 —p2) pel(p2) ‘o =1,2...n (33
(» —ps) P (pe) f"*@‘#"dt prok=1,2...n (33)

0

Sedteme-li (32) 4 (33), pak plyne spolu 8 rovnief (31), e rovmoe (30)
je splnéna. Reden{ (29) dostaneme, kdy# spoéteme b, R h,.'
z rovnic (32) a (33).
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Vime, zZe

¢ 1
At —pt —_—
je .e dt_-_p 7

0

kde? redlnd ¢ast A nesmi byti positivni; pak rovnicim (32) a (33)
vyhovime, klademe-li

1
=hy =
) yee0] Mm
h(t)—-th— ro k=1,2 n ‘
k —pLH'(Pk) P - 2 e l

Settenim jednotlivych éé,steénych FeSeni plyne

ePrt

= H Pt

Zopakujme podminky, za nichZ plat{ nae odvozeni! Zadny
z kofent rovnice H(p) = 0 nesmi byt1 nulovy, vSechny musi
byti vesmés razné a funkce 1/H(p) nesmi byti na Zadném misté ne-
urditou. Tyto podminky byvaji u konedénych sitf splnény nebo lze
vhodnymi transformacemi v.operatorové rovnici toho dosdahnouti.
Existuji-li vicenasobné kofeny, predpokladame nejprve, Ze jsou
razné a pak provedeme limitni pfechod pro mizejicirozdfl kofenti*).

Tato metoda vede vidy k cili, existuje-li feSeni pomoci vlast-
nich kmiti. Obecné fefeni systému linedrnich diferencialnich
rovnic, ktery slouzil za vychodisko pro operatorovou rovnici
h = 1/H(p), zni

h(t)

h(t) = Co + >, Crerst, (35)
1

kde pi je k-ty kofen rovnice H(p) =0 a C,, C;, C,, ... C, jsou
integraéni konstanty, jez se uréi z poéateénich podminek. Soudet
se vztahuje na v8echny kofeny rovnice H(p) = 0; o nich pFedpokla-
dame, Ze jsou vesmsés od sebe a od nuly rizné. Dosadime-li toto
feSeni do nasf integrilni rovnice a provedeme-li integraci ¢len za
¢lenem, obdrzime:

1 d ' |
Mm=f@+iwﬂ””t
H(p) Cotp Z'p o

' *) Dikaz provedeny v principu popsanym zptsobem, ale opirajlm
se'o jiny 2zéklad , proveden v knize: F. Breisig:Theoretische Telegraphie, 1924
na str. 208
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klademe-li p = 0, obdrzime
1

CO = m.
Abychom urdili Cf, klademe p = Pe + 4 pii éemz piedpokld-
dédme, Ze g je malé; soudasné ndsobme vyrazem H(py 4+ q):

CoH(pr + 9) + (r + @) Hpr + 9) D) - _;C;—flq;é =
1]

Pouzijeme-li Taylorova rozvoje, obdrZime:

CoH(pr) + CogH'(pr) + . . . + [peH(pr) + qH(pr) + prg H'(pz) +

, C
TOH ) ] D =
l

Uvazme, Ze pi je kofenem rovnice H(p) = 0, tedy H(px) = 0;
limitujeme-li pro lim ¢ = 0, pak v8ude u zbyvajicich ¢lent zbude ¢
jako faktor, jen v souétu X u séitance, pro néji I ==k, zbude ¢
také ve jmenovateli, takZe plyne

pieH' (pr)Cr = 1

o1
peH' (pr)
Plyne tedy dosazenim do rovnice (35)

erit
o) = 0) + Z H o)

Tim je nafe tvrzeni dokéizano.

&ili

Cr=

6a. Priklad pouZitfi metody rozkladu ve zlomky.

UvaZujme opét oscilaéni kruh (obr. 2), na n&jz bylo vloZeno
jednotkové napéti. Ptejme se opét po naboji kondensdtoru! Operé-
torova rovnice zni v tomto piipadé:

1

Q—pr Bp ¥ 1/C (26)
i

ARl 7 ey Y

Nejprve stanovime kofeny rovnice H(p) = 0: . S,

Hp)=L (p + 7+w’)’=0

pu=—gpt |/ ) ot == fp
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Dale nalezneme:
: L 1
H(p)=2L(p+ 57)
H'(p,) = 28L
H'(p,) = — 2BL
I 1_‘ .
H(0) Lw®
Vysledky dosadime do rovnice (28); obdrzime
—t/2T 8 —Bt
Q=0— e ( eft . e )
9L \12T —p 12T + B
Je-li w? > (1/2T)2, je B ryze imagindrni

1/ 71\ . 1 2
iy o (LY_. Y A R
ﬁ"V” (M) Jo Y1 QTw)yw
Q=0C— e—#2T(¢’ cos w't + 1/27T sin w't)
- o'L{(1/2T)? + »'?]

Srovname opét vysledek s vysledkem znamym odjinud; necht

oscilagni kruh nemé odporu (R = 0; T = o0); pak o' =w = I/Vfé
az posledniho vzorce plyne shodné 8 tim, co jsme jiZ jednou obdr-
zeli a co zndme odjinud

Q=0c—7F

cos wt

sz —C Ccos V_t— (l—cosVilC:t).

~ 6b. Srovnani metody FeSeni diferencidlnich rovnic rozvojem
v fadu s metodou fefeni rozkladem v parciélni zlomky.

Metodu fefeni rozkladem v pa.rcmlni zlomky lze odvodltl
z operatorové rovnice podstatné snadno; rovnéz propoéitani pi-
‘kladu nebylo pracné. Bylo sice- pracnéjif ne , klasickou* metodou;
hlavnf vyhoda je patrna teprve u slozitéjsich pi{kladd. Pomocf
tabulek lze podati posléze zminénou metodou feseni pro libovolny
das t, kdetto metoda feSeni rozvojem v fadu podava pro velkd ¢
vysledky numerické jen pracnou cestou. Z feseni, které dostaneme
metodou Yefenf rozkladem v parciélni zlomky, je okamilté patrnég
stavba FeSenf a vliv jednotlivych &lenid sité.

Zmin&né piednosti metody Fedent rozkla,dem v parcidlni
zlomky nelzée oznagiti jako specifické této metody; hlavni nesnize
se objevuj{ p¥i stanoveni kofent rovnice. H(p) = 0, jednd-li se
osit' s vice stupm volnostl v tomto piipadé zévisi vyhodnost uva-

/
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Zované metody (stejné jako metody fedeni rozvojem v fadu) na
tom, zda se poda¥f vyraz ziskany jako fefeni zjednodusiti.

V. Obeené vty a formule pro Fe¥eni operatorovyeh
rovniec.
7. Obréceni piivodni ilohy.
Vidéli jsme, Ze operatorova rovnice
1 -
b=
H(p)
predstavuje symbol za integralni rovnici

o

1
W ——fh(t) e~ Pt dt,

0

Pouzivajice této integralni rovnice, odvodili jsme metodu
feSeni rozvojem v Fadu a metodu Yefeni.rozkladem v parcidlni
zlomky. MiZeme v8ak také z kazdého (odjinud) zndmého fefeni -
integralni rovnice odvoditi fe¥eni rovnice operatorové. Také lze
predpoklidati, Ze dasovd funkce je déna, a pomoci integralni rov-
nice dostaneme ¥eSeni piislu¥né rovnice operatorové. Fysikalni
podstatou této obracené tlohy je, Ze se tdZeme po zplsobu zapo-
jeni systému, v némz je pfedepsan tvar proudové kiivky.

8. Vypolet nékterych omezenych integrélﬁ.'
Velky poctet integrald tvaru

f F(t) e~ dt
0

—

lze vyéisliti. MuZeme tedy pouZivajice téchto integrali nalézti
feSeni operatorové rovnice. Proto uvedu v dalsim nékteré omezené
integraly v explicitnim tvaru; jsou to integrily citované z knihy
‘Carsonovy (Elektrische Ausgleichsvorginge und Operatoren-
rechnung, str. 35):

o«

1 -

a e Pt et — .,

) p+4
0

@

‘;_) e—‘ﬂ‘ dt - o +1 (opétovnyx‘x‘z mtegrovanim ,,per
: ) partes®). ,

.2 N



L

.‘ t” . l
et ' ot
j ¢ =
BT |
oboje pro 7 celistvé a kladné.

' ' y)
) —pt — _,
-c) fe P51nltdtfp2+l?
O .

- p ‘
—pt - P
fe COS'}.tdt > Fo
0 .

oo

3 ) v z’
fe—m .e—nt S?I\l Atdt = W’
d .
« ~— _ ' p+nu
| f t, e.mcos At dt‘ (_,_—‘—)zw

o

mé—pt’dt __1__
Vnt A
7 =7t (24)" gL
r 1.3.5...@2n—1) - pVp

) e—@t+ift) gt — 2VH
e — e— H
o Rt e

f) denvu]eme-h vztah e) podle pa na,sobfme 1/]/}. dostaneme.

d)

?

e—(ptwo - e—zw .

Vnt 't' . VE

) Besselovy funkce ]sou defmova,ny )

J (9) __feiecosﬂ em(ﬂ in)dﬂ,

dosazenfm této hodnoty lze se pfesvédéltl 0 spmvnostl vzta,hu

\’"4.. -
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e Jya)dt =L«
f ( Ve

0

f = e Jo(jMydt — L,
- Vo +27p

o

f e T () At = ~ (_a?l’)", kde 72 = p? + A2,

e—MWpi+1

VEr1

0
h) /e"" Jo(JE —78) dt —
/ |

9. Véta Borelova.

Uvedu nejprve vétu Borelovu, které v daliim nékolikrate
pouzijeme.**)

Funkce f(t), f,(¢), fo(t) budtez definoviny témito integralnimi

lovnlceml
F(p) = f H0) et d,
0

Fy(p) = f h) e, (36)

Fy(p) —ffz(t ) e~?tdt.

‘Funkee F, Fl, F; necht jsou kromé& toho vazany vztahem

: F(p) = Fi(p) . Fo(p); (37)
pak . v

i . . t
1) = f h(®) fat — ) dv = / WO ht—7)dr.  (38)
0

*) Pougeni o Besselovych funkeich Ize nalézti ve spise: Gray-Mathews
1922: A treatise on Bessel Functions (prvnf t¥i integrily jsou na str. 76, pF.
10, 14 druhy a prvni); té% Riemann-Weber: Die Differential- und Integral-
glexchungen der Mechanik und Physik, IL. sv., str. 544; 1927.

**) Borel: Leqons sur les sénes dlvergentes (1901), str. 104.




10. Véj;a adi¢ni.

JestliZe v operatorové rovnici k= 1/H(p) lze obecnou kmenovou
funkei H(p) psati ve tvaru soudtu

1 1 1 1
= - .« v Fr 7 N 39
Hp) ~Hp) THE T T ) (39)
a plati-li pro jednotlivé séftance operatorové rovnice
1 1 1
hy = s hy = sone s By = 40
MTEE T ) A R

Ize feSeni, jak plyne z definice integralu, pfi koneéném poétu séi-
tanci psati ve tvaru

k=h1+h2+k3+...+hn.

11. Pravidlo o nésobeni kmenové funkee operatorem.

Dvé funkee A(t) a g(¢) jsou definovany operatorovymirovnicemi

h=w—>

- H

(1;)) (a1)
| I= pp)

Ekvivalentni integralni rovnice jsou: ’

: 0

. .

» PH()] = ) f g@) vt (43)

0

Aplikujme na rovnici (43) Borelovu vétu. Funkee h oa fs
prichézejici ve vé&té Borelové, jsou v nasem pifpadé definoviny

rovnicemi’
\ .
— = t) e—?t dt,
: f f(t) et dt,
0

pH(p) f h{f) et

Reéeni téchto rovmc ]e zna.mo (o prVem se presvédéime integro-
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vanim, druhé predpokliddme):

ht) =1
1) = ht). -
ApllkuJeme-h vétu Borelovu, plyne z rovnic (42) a (43)

g(t) = ’h(r) dr. . (44)
. 0
Z rovnic (41) plyne vztah (44):,

12. Véta o d¥leni kmenové funkee operitorem.

Funkce % — h(t) a g =g(t) budte defmovany opera,toro-
Vyml rovnicemi: .

1

L
’ H(p) )

(45)

a necht krom& toho plati h(O) = 0 Piisludné ekwvalentni inte-
gralnf rovnice znéji:

@

1 .
= [ n(t) e—t dt,

: pH(p) :

=)

P g(t) et di.

: 1
pH(p) — H(p) ~ |
v
Provedeme-li na pravé strané Prvé rovnice mtegracl »per pa.rtes“,

dostaneme:
1 1 ® 1 '
—_—— = | — — k() e—pt — | A (t) e—Pt dt,
pH(p) [ p O ]Ofpf (¢) e7vta,
. 5 .

pf-;(p) h( : + f e

Je-li podle pfedpokladu _"(0)‘ = 0, obdrime

< 1 v L -
CmpT[roema



o
: Srovréme-li tuto integralni rovnici s rovnici pro g(t), plyne
oka.milté Ze' .

g(t) = h'(t),- ' (47)

_ nebot’ integrélni rovnice urduje funkei ]ednoznaéne Veta ‘0. néso-
beni a véta o d¥lenf kmenové funkce operitorem tvoii zaklad'

-Heamldova pravidla, podle néhoZ 1/p nahrazuje symbol fdt ap
f nahra,zu]e symbol d/dt.

13 Multiplika¥ni teorém. -

Necht' funkei H(p), ]ez ‘hovi operatorové rovnici h - l/H(p)
Ize rozloZiti v soudin

N H(p) = Hy(p) . Hyp) N
a necht jednotlivé funkce H,, H, hovi taktéZ operatorovym rovnicim
. N : . l .
by = 49
= Hp) (#9)
: 1
h, = '——’—'- 5.0 .
2T Hy(p) ( )

Integralni rovnice odpovidajict rovmcim operdtorovym zn&ji:

-

SR | | 1 _ .
- pH@p P CPHy(p) ' pHg(P) —f we) e %tdt 51

. 0
P=_t hl(t) et df’
PH1(P) ‘
. (52)
" Fy, = = t —P!dt .
* = pHp) f olf) e
* Definujeme-li pomocnou: funkei g(t) opel_'atorovou rovnief:
oL v PH(P)’ _ : SR
-: -pak plyne - A
F= (¢t —mdt . 53
o pHn(;p) pHs('p) f e o 53)

0

Pouiljeme-h nyni véty Borelovy, plyne
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t

g(t) = f (0) Pt — 7) dr = f b ht—7)dr.  (54)
0

Okamzité je patrno, Ze g(0) = 0; srovname-li operatorovou rovnici
pro h(t) a g(t), plyne z véty o déleni
d
Wt) = 2 9(0).

Dostaneme tedy definitivné: Plati-li rovnice (48), (49) a (50),
plyne, Ze ‘

t ¢
h(t) = ;% hy(7) ho(t — 7)dT = —%fhz(r) h(t—1)dv. (55)

0

14. Véta o posouvani kmenové funkee.

Necht dvé funkce » = h(t) a g = g(¢) jsou definovany opera-
torovymi rovnicemi
1

~ Hip)
1

TR

A je redlny, kladny parametr. Integralni rovnice, s nimiz jsou tyto
operatorové rovnice ekvivalentni, jsou

1 o
W_fh(t)e vt dt

0
e (87)

. |
pH(p + A) =/ ol e d;
-0

piSme v prvé rovnici (57) p + A misto p:

o«

(56)

1 1

_ : = | h(t) e . e—Pt dt; 58
p+4i. Hp+4) f()e ¢ , (68)

0

integralnf rovnici pro g(t) lze piepsati ve tvaru

) o

A 1 — - 59
[+ errmees fg(t)e (69

0




Srovndnim rovnic (58) a (59) plyne vzhledem k v&t& o. néso-
beni vyrazem 1/p .

g(t) = {1 + Afdt } e M h(2). (60)
0 ’ o '

. Zajimavy vjéledek dostaneme, predpoklidame-li, Ze funkce
h(t) a g(t) jsou definovéiny operdtorovymi rovnicemi:

1
h = ——
H(p)
PR
| P+ HHG A
Piislusné integralni rovnice jsou
1 .
———— = [ h(t) e Pt dt
iy~ | MO

° (58") .

1
T NHGTH f g(t) e7P"di.

0

 Srovnénim (58) a (58) plyne |
glt) = h(t) e

-

16. V&ta o podobnosti kmenové funkee.
" Budtez funkce h(t) a g(t) definovany operatorovymi rovnicemi

1 1
=Hp) ' HOp (61)

kdet A je redlny, kladny parametr Ekvxvalentni integrélni rovnice

- jsou

@

1 o) oot

“pH(p) (p)
0 o (62)

@

ZH_I(A;T) =_fg(t) evtdt. .

V prvé rovnici pi¥me Ap misto p, ¢/A misto ¢; obdrifme:

(*

g = [z} @
N ‘



Srovname-li rovnici (62) a (63), plyne
t
gt) =h (7) : 64)

Této véty o podobnosti se pouzivé hlavné pfi transformaci éasu,
a pn eliminaci nepohodinych konstant. ' :

16. V&ta o dilataci kmenové funkee. -

Necht ]SOH funkce h = h(t) a g = g(t) defmovany operatoro-
vymi rovnicemi
1 e—l?

Hp) '~ Hpy
kdez l > 0 (tedy realné); pak plyne, Ze
g(t) =0 pro t < 4
g(t) = h(t) pro t > A.
Véty této se pouziva pii tlohach tykajicich se Sifeni vin podél
vedeni s kone¢nou rychlosti.
Definujme si pomocnou funkei k = k(t) operadtorovou rovnici

k= e,

pak uZijeme-li multiplika&ni véty (865), plati

h = (65)

glt) = = f k(z) h(t — 7) d. (66)

Operatorova rovnice k = e*lﬂ je ekvivalentni s mtegralni rovnicf

o

Lo f k(t) e—»t d.

perr.

3}

Pidme tuto rovnici ve tvaru

A =]
ﬁ — [k(ty ertde + [ kity e—ot ;.
a
. dosazenim se lze piresvédéiti, Zze rovnici se vyhovi, kdyz
k) =0 pro t < 4
k(t)——lprot>1 )
Z toho plyne pro rovnici (66): '
git)y =0 pro <A o (87)
cuopla pro pistovéni matematiky a fysiky. Ro¥nik LX. ’ 7
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t
g(t) = d h(t —7)dt pro t > A
1 o .
fh(t — 1) d7 jevi se jako funkce ¢ takto: jednak pii pevnych. mezich
3 X
zavisi na ¢ prostiednictvim funkce %, jednak zavisi na ¢ prostied-
nictvim své horni hranice. Podle toho musime provésti derivovani:

¢ ¢
i h(t~7)d7:f~%;_—1)df+h(t—ft)=
0

—— f ‘”‘“ dx + B(0) = — h(0) + A(t) -+ 5(0) = ()
Tudf ‘
g(t) = h(t) pro t > A. ~ (68)

17. Operatorova rovnice pro libovolné napéti.

V rovnici (15) jsme oznadili x(t) intensitu proudu v siti, je¥
pivodné byla v rovnovaze a na niz v dase { = 0 bylo vloZeno libo-
-volné napéti; znadme je U = f(t). Ve svych pozdé&jsich tivahich
jsme se omezili na jednotkové napéti a oznadili jsme piislusny
proud A(t).

* Platilo

t
() = 5 (W) it — =) de (aa'y)

0

1 _
PHp) fh(t) e Ptdt,
0-

Necht »yni napéti U = f(¢) je toho druhu, Ze integral
] f(t) e—?tdt
o
Ize spodisti:
ff(t) et dt — _F_(;i

*) (14’) plyne z (14) substitucf t — 7 = #.
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Tento prlpad skuteéné nastava pro mnohd napéti, na pr napéti
sinusové.
Operatorova rovnice, odpovidajici integralni rovnici

o

1
W th(t) e Pt dt,

je
1
h=——;
H(p)

podobng rovnici

- f f(t) e—»t dt

4 0
odpovida rovnice -
. : f(t) = F(p).
Piipiseme-li rovnici .
x(t) = gt—fh(r) f(¢ — ) dr, (14"

0

jiz pokliddme za vysledek pouZiti multiplika¢ni véty, pak plyne
pro x(t) integralni rovnice

©

ﬁ(—(% =fx(t) e Pt dt.

0

Takto jsme pfevedli vySetfovani vlastnosti sité pf'i libovolném
napéti na FeSeni integralni rovnice téze stavby jako pfi jednotkovém
napéti. Tim jsme provedli roziifeni pouziti operatoroveho podétu
pro libovolnd napéti vloZend na sit.

Je-li chovén{ sit& uréeno operatorovou rovnici

1
~ H(p)

v pripadé, Ze v tase t = 0 bylo vloZeno na sit jednotkové napéti,
pak vloZime-li napéti libovolné, uréené operatorovou rovnicf

E = Ulp)
nebo rovnocennou integralni rovnici

f Bty e—rtdt— 2P,
)

0
7%
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pak je chovanf sité dano rovmici

H (p) ,
Pii tom je nutno z(t) urditi z integralni rovnice
v _ [ '
- = [ a(t) e~ Ptdt. 70
iy = [ (10)
0

v'-

18. ReSeni za pouZiti pomoené rovnice.

Lze-li uvésti operatorovou rovnici
1

~ Hip)

h—_ L)
1+ AK(p)’
kde 1 je realny parametr, a jsou-li pomocné funkce f = f(f) a
k = k(t) definovény rovnicemi
f=F@)
k = K(p),

pak se uréi funkce A(¢) Volterovou iﬁtegrélni rovnici
L

h(t) = f(t) — A % f h(z) k(t — ) d.

na tvar

0

Této véty se pouZiva, jestlize vyéisleni operatorové rovnice
a ekvivalentni integralni rovnice poskytuje obtiZe.
Abychom tuto vétu dokaza.h vyjdeme z rovnice b = 1/H(p).
Operé.torovou rovnici
F(p)

| T TEKp)
Ize uvésti v disledku & = 1/H(p) na tvar:

' K

b+ 2 gl = F)

H(p) )
, K(p) -

h = F(p) — H( o’
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nebo, pouiijéme-li véty Borelovy,
t
h(t) = f(t) — 4 Edt’ f h(z) k(t — 1) dz.
0

Viechny zde uvedené v&ty spoletné se znalosti citovanych
integral a s metodou fefeni pomoci rozvoje v fadu a rozkladu
v parcialni zlomky poskytuji vyzbroj pro “pouZiti operitorového
podétu v praxi.

VI. Piiklady.

19. Vedeni. Odvozeni rovnice.

UvaZujme dvojité vedeni; ohmicky odpor (obou dratid) na
délkovou jednotku oznaéme R, koeficient samoindukce L, kapa-
citu C a isolaéni odpor W — po piipadé jeho pfevracenou hodnotu
(svod) G. Zdroj elektromotorické sily si myslime umistén na po-
¢atku vedeni. Vytkn&€me si z toho vedeni velmi maly element
délky dx a sice ve vzdalenosti x od zdzoje. Ohmicky odpor toho

\

: t'+g—‘5.t
{—— _._"_";

T L

v "’HE"’

A b

I —>te—Cfr—s

" Obr. 3.

elementu je Réz, svod Géx, samoindukce Léz a kapacita Cdz.
Napéti v bodé 4 oznadme v; v bodé Bbude v + % dz. Proud pii 4

oznadime ¢; pii B je ¢ + :; dx (obr. 3). Volime-li 4z dosti malé,

plati

' w . A
,vf(v+a—x&x) =R6x.t+L6x.—at—
w

i—'(i +-§%oa;)=aax.-v+’caz. -
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Z toho : . ) '
. ov . az N :

- 20 Neinduktivni kabel beze svodu.

V tomto specidlnim piipad®é se rovnice (71) a (72) znatné
zjednodudi.. Predev8im L = 0 (neinduktivni kabel); dile G = 0
(beze svodu; oba vodide jsou oddéleny idedlnfm dJelektrlkem)
Rovnice(71) a (72) pfejdou v rovmce

. w ,
~ OV hD) ‘
'C' YRy . (74) ‘
Symbol /3¢ nahradime symbolem p
. dv
Bi=—%
. ' 75
0 R _ﬂ. ( )
| G
Eﬁininujen}e-li jednou v a jednou 1, obdrZime:
| LA
pOR = 7=
. 76
P .( )
pOR‘U = ‘d—-‘z‘
Oznaéime li koreny charakterlstleke rovnice y= l/ C’pR dosta,neme
L p = V’—{-v,e’rw o ,
1 dv Co (1)

o - ’ =T Rz =.\/—~— (”16_”—772@*’"‘)
vl, Uy ‘jsou konstanty, jeZ se urdf z podatesnich podminek..

O Pi'edpokladejme, Ze kabel je neomezeny! Jeito prvnf sdftanec =
- rovnice (77) Znadi vinu §fffci se z podatku, druhy séitanec vinu
- odraﬁenou, je patrno, #¢ v nafem pifpad$ druhy ssftanec odpadne. .
. " .Na kabel bylo vloZeno na jeho poditku (z = 0) napéti v = vy
: Nabyva]i tedy rovmce (77) tvaru R
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v = vge—?VCPR — ye—Vap

1= v% vpe—*VCPR — v%@ voe_\/ap’

kdez ¢ = 22RC (mfstnf ¢asova konstanta).
Specialisujme vloZené napéti' necht v, = 1; obdrzime:

v =e" VGI’

1= \/—— e—Yap, (79)

Na zadatku kabelu (x = 0) je @ = 0; tedy

'Uo ==
. Cp
"= VEr
Integralni rovnice, jez odpovidd operatorové rovnici
. Op
=Yg

je

G (o
— t) e—?t dt.
\/pR _f ol
0

Regeni dostaneme jednoduchym zpisobem pouzivajice vzorce d)
v soupisu integralt v odst. 8 ,

VRnt ’ | (80)

Z rovnice (80) by plynulo, Ze pro ¢t = 0 je proud nekonecné veliky.
Tento protismyslny vysledek pochdzi odtud, Ze jsme zanedbali
samoindukei kabelu.

Vratme se opét k rovnicim (79) platnym na libovolném misté&
kabelu

i = |2 e (79)

Integralni rovnice, jez je ekvivalentni s prvou operitorovou
rovnici (79), zni

(-]

—ap '
e f v(t) et dt.

P

0
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Je-li funkce @(¢) definovana integralni rovnici
e—Yap = D(t) e—rt dt, x
. - 0' .
plyne z véty o nésoben{ kxﬁenoVé funkce operétorem, Ze
v(t) = | B(t) de.
0
Z formule e) v soupisu mtegralu plyne

() = V“ o

tVt o

(el ' ' " s
lf 'dt, kdeifr-——%:——“u - P8

Vn 153 B

a tudii

_Pi&me :

el A 1 e—l/:d., e~lrdr -
'”“"vnf 7= vn K

J eito mtegré,l v prvém séitancl se rovné ]/n, plati, Ze

‘ -1/t
—v(t)-—l—lfe d-r.
) A
Provedme zde',substitnci: .
’ “ : 2 .

— = T’2 df = — Tdf’. .
T T ’

Tim obdrifme (vynechame -li pak éé,rky u mtegraiénf proménné)
e . ' ) . . I\ -
) T P = l —_ g_‘ e—r' dt 7 ‘ i . (82)
- R n : o ) ' :
, .

i Neﬁpln:{f mtegral v, tomto vzorei phchazelici ]0 tabelovan, '
o Vyraz pro proud (v hbovolném mistd) je:’ _

T —— e e @
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Jeito ale .
i _d dr
dz ~ dr dz’ .
plyne za pouZiti vzorce (81)
dv - 2 el
dz —  z)z
&ili C o
.2 eV 40 .
"SR Y VaRE© (83)
- 20a. Diskuse visledku.

; . VALY sy
Z formule (82) plyne, Ze. v =v(1) —v(m), stejné

L 4t 1
P "(xzzzo)“"ﬂe

Je tedy patrno, Zze u vSech moZnych kabeld zavisi
stejnym zpusobem tvar vlny napéti i proudu na ,nu-
merickém Case’ 4t/x2RC. K¥ivky pro viecky kabely (beze svodu
a samoindukce) maji stejny tvar. Prabéh je zndzornén v obr. 4 a 5.

Z obr. 4 je patrno, Ze proudova vlna je pro viechna ¢ > 0
koneéné, takZe by bylarychlost &ffeni v naem idealisovaném kabelu
nekoneéné velika. P#iéinu toho dluZno hledati v tom, Ze jsme
polozili L = 0.

Proud je pro malé hodnoty v také maly, od v = 0°2 nastava
rychly vzestup, pro 7 = 2 dosahuje proud nejvétdf hodnoty.
Odtud zvolna klesi a bliZi se asymptotlcky nule.

Rovnéz napéti nabyvé az asi do 7 = 025 malych hodnot
(obr. 5).

Naprosto universalni z4vislost proudu a' napéti{ na nume-
rickém dase v = 4t/22RC je zdkladem Kelvinova zdkona, ktery
zni: Podet znamének, jeZ lze pifenésti pomoci (neinduktiv-
niho) kabelu (beze svodu), je obracené amérny soudinu
z Ghrnné kapacity a dhrnného odporu kabelu.

Telegrafni znameni, jeZ jsou 8arky a tedky, vznikaji tak, Ze se
na kabel vloZi napéti po delii nebo kratdf dobu; v intervalech mezi
znatkami je kabel spojen na kritko. Toto spOJeni na kritko lze
formélné nahraditi napétim -obriceného sméru, je# je spojeno
v serii 8 pvodnim nap&tim, budicim znadky. Oznadime-li t, dobu

.trvani prvého impulsu, ¢, — t prvé pausy, t; —i, dobu trvéni
druhé znatky atd., je proud pii telegrafovini vyjadien vyrazem

) — it —b) + it —t) —it—t) +i(E—2t) + ...
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i(t) je urdeno vztahem (83); podle rovnice (83) plati

. 2e-1 2
i) = = — @(7),
. ® «R)/nt «R)/x x)
) 41 41 : :
kde v = 2R0 — KR (K, R po anglickém‘ zpusobu znaéi dhrnnou

kapacitu a Ghrnny odpor kabelu).

(xR )
05

Ve
04
o5t/ | :

02
o0t
0 1 2 J 4 5
R4
U2ac
Obr. 4.
v 07
v, 08
05
04
03 //
02—
o7
0 1 2 5 4 5 &6 F 8 9 10
.4t
C 2R
Obr.. 5.
Jeito S
, 4
‘ 17 22RC
4t .
T, = x’I;C’ -atd.,

lze psiti proud, nésleduje-li vice télegrafnich znatek po soBé, ve
tvaru ) »

-——2—‘———[¢(1)—~¢(1f'tl)-{-(D(t——'t,)—i..].

zR)=
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Udrzujeme-li relativni éasové intervaly 7;, 7,, ... konstantni
a ménime-li délku kabelu, jsou absolutni &asy ¢, f,, ... imérné
22RC ¢ili K, R a vlnovy tvar celého znameni nezdvisi na
K, R, pokud udrzujeme konstantni numerické &asy trvini zna-
meni a klidu. Z toho plyne, Ze celkové trvani signalu je Gmérné
2?CR (nebo K R). Jestlize tedy ¢éasteéné trvani signalu je Gmérné
ahrnnému odporu a kapacité kabelu, je vinovy tvar prichazejici
znacky vzhledem k proménné v nezavisly a absolutni ¢as potfebny
k pfenosu signilu je Gmérny celkové kapacité a odporu.

Maximalnf rychlost telegrafovani je uréena pozadavkem, a,by
ph]lmane znadky byly je§té podobné znalkim vysilanym, t. j.
pii maximaln{ rychlostl telegrafovani smi nastati maximélni
zkresleni. Z toho plyne, Ze dva kabely stejné zkresluji, jsou-li tele-
grafni rychlosti v obrdceném poméru sou¢inu @hrnné kapacity
a odporu kabelu. Dalsi dusledek je, Ze lze telegrafovadti jen
¢tyrikrat pomaleji — pripustime-li stejné zkresleni —
vzroste-li délka kabelu dvakrat.

Necht 7' je numericky éas trvani bodové znadky; pak lze psati

D =i(7) pro 1< T
D =14(t)—i(r—T) pro = > T.
Rozvineme-li druhy vyraz v Taylorovu fadu, obdrZime:
d . T2 d* .
D = Tﬁz(r) “ET&TZ_'(T) + .
Je-li T' malé,
D = T (7).

Vidime, Ze amplituda pfijimaného znameni je umérna dobé
trvani znacky.

Necht nyni bodové znatka je vzbuzena naprosto libovolnou
elektromotorickou silou f(¢), jez pusobila po kratkou dobu 7. Pak
tvar pfijaté znalky ]e

D-——ff(r)?,t—t)dr pro t < T

= -gt—ff(r) i(t.——— )dv pro t > T.
Rozvineme-li pro ¢t > T' v fadu, obdrZime .

T T
—i(t) f Hr) dr — i"(2) f f(v) dv + .
0 0
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ProT ve1m1 malé plyne

—z(t)ff

L Je-h dasovy interval, po n&j% se znameni vysila, dosti kratky,
. nezdvisf tvar prijimaného znameni{ na tvaru vtisté-
ného napéti a amplituda proudu pFijimané znadky je tmérna
dasovému integralu vtiSténého napéti.

21. Neinduktivni kabel se svodem.

* Jisté zevSeobecnéni provedeme, budeme-li predpoklddati,
e G £ 0 (L = 0 stéle). Pak rovnice déje v kabelu zn&ji:
dv
dx

da
Cp+@)v=— Iz

V nagich Gvahdch — a tedy i ve vysledku — se nic nezméni,
jen je nutno psati Cp + G misto Cp.
Dostaneme tedy pro kabel se svodem:

. C
iy =]/ 2+ ¢ =l/% (P + A, (85)

ozna¢ime-li G/R = A. Piislusné integralnf rovnice je

l\/g(ﬂi'ﬂ — f iolt) e—Ptdt.
P R y '

Tuto rovnici lze piepsati ve tvaru:

p+i 1
p p+A

(1 + = \’R T fzo(t) e—t dt.

Oznagime I (t) fedent mtegré,lrﬁ rovnice

o

(1 emar , (86)

Vo + 4

Ri = —
(84)

@

%( +A) = f iolt) e—7t dt

v
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Utzijeme-li adiéni véty a véty o nasobeni kmenové funkce opera- -

torem, t
w(t) _v % (1 + A f dt) I(t).

Reﬁeni rovnice (86) plyne z rovnice d) odst 8

Je tedy feseni rovnice (85) v koneéném tvaru
. T [ e ¥ tc—u -
oG

Provedme v rovnici (87) mtegracx »sper partes

t . t
f evf dt =2 f e—idlft = [2Vte—"]o + 24 f Veerdt =
0 ]

t

= 2Vt e~M 422 zfe—ﬂtd(}/ts) = 2)te— u{ + 13'1—;+(2M)3+._..=-

1.3.6

Dostaneme tudiz:

iolt) _V— e— it {1 + 24 (1 + + iz ?)5 +. )} (88)

Rozvineme-li e=* v fadu a upra.v_ime, dostaneme:

/T 2t (2AMpE . 1.3(2AP
’“‘\nRt +————'l234—‘i12‘3456+' (89’

Asymptotickou Ffadou nazyvame-rozvoj, ktery sice deergu]e,
ale jehoz mﬁzeme ;pouziti k numerickym vypoétim pro dosti velky
- argument. '

- V8imneme si rovnice (89); v rovnici (89) musime pouiitl dostl
velkého -pottu &lent v disledku alternujfcfch znamériek. Tento
piiklad-md tu vlastnost, Ze feSenf ve formé omezeného mtegré.lu
je ]ednoduééi nez Fefeni rozvojem v fadu.-

Omezeny integral v rovmcl (87) lze upravxtl

. e—M e—it e—it
—dt = dt

Vt.
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Dile lze psati:

- Mimo to pla.ti

'e—zz e dte _M)_ __1-»
7= f e == 7]
1 feH e—it 1 [ et
ftvt = e

t

[ ! ®

e—lt 1 e—it 1.3 . e-—-/‘U
= = . —dt
Ve 2 ) T ’ 2t

Providime-li — jak naznateno — parcmlm integraci déle, dosta-
neme

@
e—u

e—4t .l 1 1.3 _1 3.5
Vt th{ 2t (2M)2 (M3
 wl.3.5...2n—1)
4 (—1) @y
(=1 1.3.5...(2n+ 1) eMdt
A 2. (2" f t"+1]/t}

Tato fada dxvergu]e )deme -li dostl daleko, ¢leny rostou. Prerusu-

me-li fadu u n-tého &lenu, je chyba co do absolutni hodnoty mensi -

nez : '

‘ 1.3.5...(2n—1)
(2 Ay

Jeito ]e chyba pii pferufeni u »-tého &lenu men¥f nei tento clen
je patrno, Ze prerusime-li u nejmenstho &lenu, je chyba ne)menél

. S rostoucim ¢ pak dale se menéi Lze tedy psiti mfsto rovnice (87),
slouéime—h vhodné,

iC 1.3  1.3.5 |
_v +V:¢Rt {m ear T Rap ‘“}

‘ Zde A = G/C; prvni &len tohoto rozvoje je tudiz /G/R; on znati
- vstupni vodivost kabelu pro stejnosmérny. proud. Rozvoj pravi, Ze
proud se asymptotlcky blf#f této hodnotg.
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TaZme se nyni na ¢asovy pribéh proudu a napéti v libovolném
bodé kabelu se svodem. Je-li vloZené napéti v,, plati tyto operito-
rové rovnice (plynou, jak jsme vidéli, z rovnic (78) pro kabel beze
svodu, piSeme-li Cp + G misto Cp)

v = e-—-z\/CpR+RG. p
i = _+R .e~OPR+RG 4

Zavedeme-li zkratky « = #*CR, f = &*GR, G/C = 1 = /a; klade-
me- h kromé toho jesté v, = 1, obdrzime:

v ——‘e—VaP+ﬂ

i=\/—R~ VpF A.e—Var¥5.

Oznaéime-li napéti a intensitu v libovolném misté kabelu bez svodu
29, resp. 1), vime, Ze plati

w0 — g—VYap

i =\/ %‘ Vp e—Vor.

Pouiijeme;li véty o posouvani, plati

p _ M
(0) g—At — e—VYar+8

_ p+4i , (90)
. 70 g—At — - _7:_ 7 g_ ]/p +_)_ e—Ya(@+3)’

Lze zajisté psati: _
= p_j—_l p —v’ap+ﬂ = (1 + )__p_ e—VYap+p (91)

P P+’ p+ 4
. P+
=" p—f—lv ]/p—i—}. e—Vap+p |
,(1+ ) . —-—Vp+z e-Var ¥, - (92)

Nahradime-li 1/p symbolem f dt, plyne srovnanim (91) a (92) S rov-

nicemi (90)
t .
= (l_ —F_lfdt)v“” e—“ :

0

‘



™
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t

=—;’(1' + ).fdt) ?;(o) e—M,

pti Semy.
. 4!/0-1/1
U(o) = —l: e——:' dr '
VT o5

1(0) —1 V__ e—ﬂl4t

Vliv svodu Jevi se v tom, Ze vina napéti i vina proudové je tlumena.
(faktor e=4) a zZe phstupu]e daldf vlna, jez je umérna svodu.

92, Homogenni vedeni s rozdSlenym odporem, samoindukef
a kapacitou, ale bez svodu.

V tomto pr{padé ]ezto @ = 0, zjednodus{ se rovmce (71) a
(72) na tvar:

(R + L —)t=— 2 v
. DEA i
(94)
c 9 L o .
—v=——1.
ot dx.
- Provedeme-li zndmou nahradu (3/dt. . . p),
‘ . d.
V(Lp+R)z=——E;v
. (95)
Cpv = — "

Rovnice (95) dostaneme z rovnic (75), piSeme- hl v (76) R + Lp
misto B. Jedné-li se o veden{ nekoneéné dlouhé je proud na za-
dtku urden operatorovou rovnief

Lp+R

-Specw,hsu]eme-ll opét napéti v, -vloZené na potitek vedeni na ]ed-
) notkové napéti, plyne :

1;'—'U

”‘VLMTR oy

Zavedeme-h zkratky Z = L/C a, T = 2L/R plyne, % Ze -

'.‘..
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1
= ———~'—2—— .
Z
\/1 T
Prislusna integralni rovnice zni:

—1_;2_ - f e—2ti(t) dt. (96')
va2 + *TZ,) 0

Srovnanim s tabulkou integralt 8 plyne, Ze

i) = i e—IT ], (7 Tt) | (97)

kdez J(j t/T) je Besselova funkce prvého fadu s ryze imagindrnim
argumentem. Heaviside rozvinul operatorovou rovnici (96) podle
binomické véty:

.1 1 1.3/ 1)\ 1.3.5(1)\3
izz{l'ﬁ"'*“z!“(‘fﬁ) ”‘T(,TT‘) +} (98)

Provedeme-li nyni znamou nahradu (1/p*...t"*/n!), obdriime:

. 1 t 1.3{¢\% 1.3.5/(¢t\®
= Z{l 7T (T‘) RNEE (F) e } (99)
Pro velké hodnoty ¢ lze tento konvergentni rozvoj jen obtiZné

vyéisliti.. Proto podava ‘Heaviside ]eété jiny rozvoj; rovnici (96)
lze prepsati: '

_ 1 ___Lv T’ __!_\/ T
T ZVit e z VP + 2 Z N2+ §pT)
Rozvineme-li podle binomické poucky: »
1 pT" 1.3 (pT')2 1.3.5 (pT')" ) T
(1___4_+_2!_ 2/ e e )Ty e
' (100)

Ve vzorci (100) nahradme ]/p vyrazem 1/}t a p* symbolem
dr/dtr; dostaneme:

L1, _Td 1.32'%1_2_1.3.5(@_'851 1
_( (4),«19 3! )dts )

1=

z\

4 dt 2!

¢ili

. ' _(101)

Casopls pro p¥stovani matematiky a fysiky. Rotnik LX. 8
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Heaviside poznal, %e divergentn{ fada na pravé strand je asym-
- ptoticky rozvoj e~tT" J(jt/T"); dostal tedy shodn& s ndmi:
. ’ ) e—Q/TI jt )
Ci= S, (?)
VII. Asymptotické FeSeni operﬁtorovjéh rovnie. — ZAvér.
] 23. Na konei piedchoziho odstavce setkali jsme se s timto
zpisobem Fefeni. Rozsah tohoto pojednéni by neoby&ejn& vzrostl,
kdybych také o ném se mél podrobné zminiti. Heaviside podava -
tento navod: ‘ - ‘ .o
' Lze-li pravou stranu operatorové rovnice
o b — 1
’ ‘ H(p)
rozvinouti v fadu
h=ay+ap+ap+...+ap"+ ...
+ (b + byp + bep* + ... + bap® + .. )p,
nalezneme FeSenf, jeZ je obecné divergentni, jestliZe prvou fadu
Skrtneme s vyjimkou prvého élenu @y, v druhé radé dosadime
: Vl/nt za, Vz—) a d*/di" za p*. Znf tedy explicite feSenf takto:

d d? @ 1

h=a°+(b°+bltﬂ+bzgt_é+bszt_“+")1/7",2_
1, 1 1.3 ., 1.3.5 )

'A='%+V;z:g.(b°_bl2_t'+bz(2_—lt)§—ba'w—“f)

Alespoti toto poklddim za nutné uvésti, aby opravnénost substi- -
tuce na konci piedchozfho odstavce jen ponékud byla objasnéna.
V citované knize Carsonové je proveden podrobny dikaz této

- v&ty pro operatorové rovnice tvaru
. h=F(p))p a

L h=0)p.
‘ RowvnéZ i k n&kterym jinym specidlnim p¥padim je tam
. phiblifeno. .~ L ‘ IR
.- 24, Zav¥r. Ukolem tohoto pojedndni bylo objasniti zéklady '
. syinbplické Heavisidovy metody. Proto je vénovano hlavné obéma
zékhgxum‘metqdé,m fefeni rozvojem v fadu a rozkladem v parcidln{
- zlomky. Krom& toho je pojednédno o:zékladnich vétdch matema-
- tickyeh, kterych pii poditdnf touto metodou pouZivime. Aby bylo.
- patrno, jak v praxi-pfi fefeni postupujeme, je pFipojeno nékolik
% pHkladi: ‘Konednd pak . poukazéno stiutnd na nékteré specidlni -
'v::ry oyex;t%torovérovnice, jich% feSeni provedeno v citované lite- -
7LiTR 'a, NN S PR R L s
ki 3 o

deé'ieni /&84%&11@%@ distavu Karlovy 'ahive}ai‘t;zj v Praze II , .

Y R N : .
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