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Prispévek ku geometrii étyfihelniku.
Napsal Rudolf Hrusa, c. k. professor.

Budiz dén riznobéinik vypukly ABCD, jehoz strany od
vreholu D potinajic budteZ a, b, ¢, d, vnitini Ghly «, 8, y, 6 a Ghlo-
piiény u, v, Ghel jimi sevieny budiz w. Plocha uvaZovaného
riznobézniku di se rozliénym zpisobem vyjddiiti 5 ze jmeno-
vanych veli¢in, [Strnad, Geometrie pro vys$sf 8koly redlné 3. vyd.,
dil II,, str. 85, 86. Vojtéch, Geometrie pro VI. tf. redlek,
str. 106. Bydzovsky-Vojtéch, Sbirka tloh z mathematlky pro
vyssi tiidy stfednich Skol. Str. 272.]

Uvddim zde formule, v nichz plocha P jest vyjddiena
dvéma protilehlymi stranami a vnitinfmi dbly e, B, v, 6, jez
zni [BydZovsky- \Vojtéch, Sbirka iloh, str. 272]:

a? sin « sin 3 — c? sin y sin 6

P= 3 sin (@ f) (1)
_d*sind sine — bsinfsiny
P= Sein@+o) @)

Jako doplnék uvédim tfetf formuli, v nfz misto dvou stran
zastupuji dhloptitny w, v a sice:
u? sin a sin y — v? sin f§ sin 0 ®)

2 sin (e -+ 7)

K formuli t6 jsem dospsl pochodem potetnim, jejZ tuto
uvadim.

Budiz F prisek prodlouzenych stran AD, BC. Z A ACF,
/\ BDF uzitim v&ty Carnotovy plynou tyto vztahy:

AC? = AF* 4 FC* + 24F . FC cos (« -+ ) (a)
BD* = DF® 4 BI* 4 2DF . BF cos (¢ +8). )
Zbyvd pouze vyjadtiti dsetky AF, FC, DF, BF stranami
étyfahelniku a, ¢; to se stane uzitim v&ty sinusové na A AB/,
A\ DCF, timz dospdji k ¥adé fimér:
@': é_l_j_zsinﬂ:sin (« 4+ 8)
BF: AB = sin a : sin (& - f)
DF : DC = sin 1 sin (o« + f)
CF : DC==sin d; sin (¢ 4+ f).

P =
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Zavedenim struéného oznadeni:
A=, BD =0
AB=ga, CD=c¢
ptejdou rovnice (a), (#) po malé dpravé ve tvar

u? sin? (x4 B) = a? sin? B + ¢* sin? 6

+ uc sin 6 sin B cos (@ + B) 4)
vism*(@+ ) =c?’sin’y+4a’sin’ac 5
-+ 2ac sin & sin y cos (& - f). ®)

Odette-li se rovnice (5) zndsobend soulinem sin g sin 6,
od rovnice (4) zndsobené soutinem sin « sin 7, vyjde postupns:
[u? sin « sin y — v?* sin B sin d] sin? (e 4 )

= a? sin a sin B [sin B sin y — sin a sin 0]

+ ¢ sin y sin O [sin « sin d — sin B sin 7] .
[u? sin « sin y — v? sin B sin 6] sin? (« + B)

= (a® sin @ sin 8 — ¢* sin p sin 0) (sin B siny .

— sin o sin 9).

Odtud plyne formule:

a® sin a sin B — c? smysmé

sin (« + )
(u sin @ sin y — v* sin @ sin 0) sin (¢ - ﬂ)
sin g sin y — sin o sin 0

Levd strana nadepsané rovnice jest, jak formule (1) ukazu]e,
dvojndsobnd plocha riznob&znfku; odtud plyne vztah:

(u? sin « sin y — v? sin B sin 0) sin (¢« + ﬁ)

P= 2 (stn 8 siny — sin « sin 3)

Jmenovatel pravé strany dé se upraviti; dle poutky soudtové
obdrzi se pfedem:
2 sin B siny — 2 sin o sin 6 = cos (f — 7)—cos(ﬂ+7')
+ ¢os (¢ + d) — cos (¢ — O).
Vzhledem k tomu, Ze '
, B+ 7 =860 — («+ 9),
a tudfz o
cos (8 + ) = cos (& + 9)
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plyne dédle vztah:
2 (sin @ sin y — sin a sin &) = cos (B — y) — cos (¢ — 0).
Pouzitim formule:

cos:p——-cos‘w—2smw+¢ m-ui—;—q)

obdrzi se postupné

2 (sin f sin y — sin « sin 6)

«tp—1—0 u—ﬂ+7—0

=2 sin 3 sin -
"2 (sin B sin y — sin a sin 0) = sin (y + 6) sin (B + 6)
= sin (& + ) sin (« +7).

Poslednf vatah odtivodiiuji relace:
a4 p—7—0=360—2(+ ),
«—f+47y—0=2360—2(8+ ).
Plocha ¢tyfihelniku je d4na tudiZ vztahem:
u? sin « sin y — v? sin B sin 0 ®)
2 sin (¢ 4+ 7)

Ze stanoviska algebry jest sloZenf formuli (1), (2), (3)
stejné. Z formule (1) plyne drubhd zdménou stran a, ¢ za 0, d
a thlu B za 8; z téZe formule plyne tfetf zdménou stran za
thlop#i¢ny a dhlu B s dhlem 7.

Ctyrihelnfk, jehoz dvé protilehlé strany jsou u, v, a Ghly

P_:

k témto resp. ptilehlé ;’ 3; mé plochu stejné velikou jako étyi-
>

dhelnik ABCD. Evidentni je ten vyrok na pt. u rovnobézniku.

V lichob&Zniku, kde mezi vnitfnimi dhly e, 8, 5, d existuji
vztahy: o 4 & = 180°% @ + y = 180°% .nabudou formule (1) a
(3) jednodussfho tvaru a sice:

(a® — c?) sin e sin 8

Y TCEY) (1a)
__(u* — v?) sin e sin
L= 2sin (- a) (3a)

Formule (2) vede k vysledku %, coz neptekvapf, uvdZi-li se,

Ze dvéma riznob&znymi stranami b, d a uhly «, 8 neni doko-
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nale lichob&Znik stanoven, ponévadz mezi témi prvky existuje
zdvislost ve tvaru uméry:
d:b==sinf:sina.

Podobné u tétivového tyfthelnfku formule (3) vede k vy-
sledku -% a sice z toho divodu, %e dv&€ma tvhlopfinami u, v
a dvéma sousednimi vnitfnimi whly «, 8 neni tento dokonale
stanoven. Mezi uvedenymi prvky existuje totiZz vztah:

u:v=—=sinfi:sna

Rovnice (4) a (5) maji znafnou dileZitost pro FeSeni
riznobéZnfku, ddny-li délky obou thlopfien a vnitini dhly,

Ob& rovnice obsahuji pouze dv& nezndmé strany -a, ¢ a
jsou tvaru kanonického a 2. stupné. Znimym zptsobem vede
ta tiloha na kvadratickou rovnici vzhledem k promé&nné

= e
natez odmociiovinim, délenfm a ndsobenim se.uréi strany a, c.

Rovnice ty vedou k poznatku, %e uvedend dffve tloha
jest potetnd a konstruktivné fesitelnd. Zajimavé konstruktivni
fefeni najde ttendf ve spisu: Alexandroff-Aitoff, Problémes de
géométrie élémentaire etc. Paiiz 1899. Préface du traducteur
p. VIII. Tamtéz piekladatel pravi, %e Fedeni algebraické jest
slozité. Jest zajimavo, zda ¥eSeni to bylo jiz nékde uvefejnéno.

- Formule (1) a (2) daji se jednoduSe geometrickym nézorem
odvoditi. D4 se to provésti s formulf (3) rovnéz tak? Byla ta
formule jiz uvefejnéna?

Drobnosti mathematické.
Podava skol. rada Vaelav Hiibner, Kral. Vinohrady.

I. Refeni rovnice
wﬂ + y? _— z‘l
raciondlnfmi &fsly celymi lze pievésti na FeSeni trojihelniku
pravoihlého, aby jeho viechny strany vyhovovaly dané pod-
min‘c?e. VySetfovani tdchto &isel zaklddd se na této dvaze: Je-li

tg ) tislo raciondlnf, jest sin 8 a cos § vidy racionélni.
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