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O jistém zobecnem Bernoulliovych a Eulerovych
polynomu.
Jos. Kaucky.

1. Budtez w, w,, w,, ... w, libovolné parametry, % kladné.
celé ¢islo. UvaZujme polynomy J i',’z)(x|w1, Wy, . .. w,) Fadu », stupné
v definované rozvojem

2 .

(1 + wi)® I_l — —Z Ji":) (| Wy, g, .. 0,), (1)

= (1+ wt) + 1
platicim pro dosti malé hodnoty ||.

Tyto funkce, které kratce oznacime J(:"L(x) a pro néz je tedy
vyraz v (1) vytvofujici funkei, lze viak definovati je$té jinak.
Oznaéime-li totiz

z+w
V flx) = f (+_)+J_ ,

v =97 ol

o)lmz...wn w;wg...wn_l

a ptihlédneme-li ke vzorci

2 @
1+ wt) = %;}“x(x—w)...(x—.—vw—i-w), (2)
dostavame aplikaci operace </ na obé strany rovnice (1), funkeio-
nalni rovnici
' V IO =2@—o)... (c—0+ o), (3

W12, wn
kterd pro nezdporns a celd » polynomy JE,':L(x) aplné uréuje. Je
ziejmé na pt. Jo (2) = 1.
2. Abychom obdrzeli dalsi vlastnosti naéich polynomi, za-
vedme tyto symboly .
© . w
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n

i w=al 1 el

©100;...0p a’l"’""“’n—l
n n—1
A=l e
aplikaci operace Zpl na abg strany (1), ziskdvame rovnici

A Ji”L(z) =v(r—1).. (”“p+ 1) ](v—r ol®)- @

Tuto rovniei ovéem stejné snadno obdrzime z druhé definice
funkef J(") (%), totiZ z rovnice (3). Uvazime-li ]en Ze je

Ax(x——w) (r—ro + 0) = _ R
Y =y—1)...0—=pF+DN2@@r—0)...(c—r—po + w), (5)
Ze dale zfejmé plati ; :

5{ v J‘j‘;(x)}= v {A J‘;‘fo(x)}

© | Q02...0, ©102...0p

méme aplikaci operace A na obé strany (3), rovnici
J(") (x)}

n ‘ 1
w,wY.mn l."(”"“ I.. (”""P +1) o
' =z@E—aw)...([c—r—pow+ o).
Rovnice (3) uréuje vSak funkce anf., () jednoznadéné, takze vztah
(4) je evidentni. -
Rovnice (4) ndm snadno dopomize k rekurentni formuli,
z ni% lze viechny polynomy J™ (2) poditati. -

Nez vsak pristoupime k odvozenl této formule, viimnéme
si jedtd jedné dulezité vlastnosti nadich polynomi, rovnéZ z (1)
nebo (3) snadno plynouci. Lze totiz (3) psati ve tvaru

AR PR AT SR

003 0p_p | Op—p41:-“n

- takie -

| %*ﬂ%bﬂww | ©)
. ’ . "’n—p+1 On ' .
ted ¥ )
y n_& pr v J(n) (x)_ J(n~—1)(w) B (6")

e Doplﬁme v souhlase 8. rovmci (3) defmlcx funkei Jm ()
L pozada,vkem

| J‘O)(a:)—w(x-——w) L(r—r0 + ). G
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Budiz nynf P(z) polynom stupne v; P(x) lze psati ve tvaru
P(z) = Z z(x—w)..

8=0

(x—
s!

8w+w)AP(O)

V naSem piipadé mame tudiZ s ohledem na vztah (4)

IO @ +y) = ﬁ(:)wy—w) (y—sw+ ) SO, (@),

8=0
odkud pro y = w, a pomocf (6') ziskivdme hledanou formuli
T = e + 4 ;) enton—a)-on—sot ) I, @)
- (8)

3. Budiz n opét kladné celé éislo. Polynomy zaporného fadu
JT (2] w,, 0, . . . ©,), které budeme kratce oznadovati J‘ ”) ()

v,®

definujeme vytvorujic funkef

(14 t)” II 1+ wt) @ + 1 Z ¢ (-dn)(x). (9)
=1 y=0 " . .
Ponévadz je o
(1 + wt)

(-)k
je patrne leva strana v (9) rovna

V(14 o) =(1 +wt)‘-’ ,

v 1+ wt)"’ ‘
0402...0, ~
tak¥e, ptrihlédneme-li ke vztahu (2),,/mame rovnici, z nfZ porov-
nanim koeficientit vychdzi.

J(ﬂl)(x) % r(@x—w). ..(a:—-vw—{—w). (10)~.
5. Zvlaétni zminky zasluhuje pipad w,=w,= ... =w,=1.

V tomto specmlnim pfipadé oznaéme nafe polynomy J< )(x) Je
patrné pro » celé . ‘
(1+wt)‘°{—*““ } Z,, J‘:‘,’d(x) C 1Ly
| A4oyet1) 7=
" Pro tyto funkce lze nésledujicim zpusobem odvodltx ]ednoduchou

rekurentnf formuli.
Oznatme, . P
B=1+4wt A =——1—-—
Be 41,

S
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a derivujme rovnici (11) podle ¢. Po jednoduchém poét‘;u dospé-
jeme k rovnici

z+1 z

241 z y—1
—n A" B @ 4 2z A" B° = 2(1 4 o) Z t_ C)
Av3ak

ango = 30 gm (@)
=0 ’V! e
P e
Ar+1 B o — ; ;;T J'_,w (x + 1)

X —
= —,{ T D) + 2 Jf."z,(x)},
»=0 V' ’
nebot rovnice (6') v nagem pripadé dava
VIS @) = I (@)1

Vlozime-li odtud do rovnice (12), mame porovninim koefi-
cienttit u # vztah

,nj("“}‘l)( ) 2J(")

v,0 ,.+1,,,(x)—2(x-—n—-vw)J(")(x

pro n'= 0 davd tato rovnice trividlni vztah
IO @) = (@—rw) T (2),
pro n .0 vychazi

J™ (x )_ 2 jm ()-%(x—n—m)jfj;(x). (12)

?,® »+1,0
4. Pro w— 0 prechazeji rovnice (1) a (9) v nasledujici

N 9neat =S Jj™
(et 1) (et 1) ... (eont + 1) 20"’ o®@

w4l 1 wql 1... Dyt 1 el 14 .
(e + )(6 "'I—2n) (e + ) eztz__.z;”!_ Jf" )(x)’

' v=0
takie pro n celé

 TR@=E"@),
kde E™ (z) jsou Euler-Norlundovy polynomy?).

1) Pro » =1 misto V a A piseme V, 4 a obecnd A V, pro ;="

=, =...= o, =1. ‘
2) Mémmre sur les polynomes de Bernoulli, Acta mat., t. 43.
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Rovnice (3) pro w =0 dava

ze (4) mame e
DzE’f,n)(x):v(v—l)...(v—p.}_ I)E(f_),,(x),

rovnice (8) se redukuje na

B = B @) 4§ 30 () ol B o),
=1

y—8
ve specialnim piipadé col =wy=...=w,=1 je

n n 2 n
EtD(x) = Ei Y (@ )— - (z—n) E™ ().

5. Obratme se nyn{ k vySetfeni polynomi K (2|w,,ws,... wa)
fadu n (n kladné celé &islo) a stupné », které "budeme kratee
znaditi K" (z). Rovnéz budeme psiti K misto K (0).

Tyto ’polynomy definujeme "rytvof'ujici funkef -

(1 +wt [T T = 2 K@ (3)
(14+ot) @ —1

rozvoj plati pro dosti malé hodnoty |¢|.
Pro funkce K" (x) plati podobné formule jako je (8). Odvo-
dime ji stejné snadno. V§imnéme si za tim Geelem, Ze plat{ vztahy

ﬁK(m(x):v(v-—l) (r—p+ I)Kiﬁ,, o) (14)

4 B () =K' (@), | (15)
Je tedy - |
Ki'fl<x+,y)=§ (Z)wy—w) (y—s0+0) K2, (@),

odkud pro y = w, vychdzf

Z(:)wn(wn—w)..( — s + 0) K. (2)=0. K" (2). (16)

-—8,0 r—1l,0
3=1

Z rovnice této lze potitati polynomy Fddu =, zndme-li polynomy
fadu n—1.

Obratme se nyni k jiné definici funkcl K(”) +(%). Z rovnice (13)
vidime predne ze je

> 4 g (x) — 0 (1wt}

v=0 V! w0, <@g
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odkud je patrno, Ze funkce K(y"()o(x) je feSenim funkcionalni rovnice

A K(n)( )=v(r—1)...(v—n+1)z(x—0w)...(r—r—nw + ).
g @gee.0py : (17)
Pro n=1 je na pft.

AK‘“(z)—vx(x—-w) (z—v— 2w). (18)

Hledédme-li v8ak polynom hovici této rovnici, vidime, Ze je
stupné » a Ze jen tehdy touto rovnici ]ednoznacné stanoven, zna-
me-li jeho hodnotu v néjakém é&isle na pi. x = 0. Defmujme tedy

funkece K( . (%) jako polynomick4 FeSent rovnice (18) s pozadavkem

O v!‘A,.(A—), | (19)
Wy

v, o

kde A,(z) je »-ty Lubbockiiv polynom.
Jak znamo“) jsou Lubbockovy polynomy koeficienty v rozvoji

= Z x” Ay(q);

(14ap—1 =
polozime-li = wt, ¢ = w/w, a nasobime-li celou rovnici w,/w,
obdriime - ©_ ¢ 1
. w w
S
1+ wt) e—1 =0 -

Qdtud je patrno, Ze nas pozadavek (19) je oprdvnény, jelikoz
vyraz na levé strané posledni rovnice je, jak patrno z (13), pravé

' Vytvorujici funkce pro éislo K(l)

Ponévads tedy zname K'" ,> Zname z formule (16) viechna
Sisla K("’ a dokonéeni druhe ® definice polynomit K( ’(x) ]e jiz
snadné.

V souhlase s (15) definujeme funkce K( ’(x) opét jako poly-
nomy hovief rovmc1 _ '

| 4 K,‘i’,(w)mK?:l,w(x) (20)
dmf : : '
epodmines  gegk® )

a obecnd K{(x) je polynom hovici rovnici - JE
: 4 K‘"’(m)=vKg’jj1‘L(x) (21)

) %) Viz. na pi’- Galbrun H., Assurance sur la vie. Calcul de primes,
P 87 Pa,ms, 1924: ' : :
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s podminkou, Ze
P K" (z) = K™ (21)

kde &isla K‘:’L jsou déana rekurentni formuli z (16) pro =0

plynouci.
Je také patrno, Ze plati naSe vyvody pro n =0, klademe-li

KM (@) =z(a—0)...(e—vo+0). = (22)

Z rovnice (16) lze tedy snadno vsechny polynomy K(v"‘)u(x) poditati.
6. Budiz n kladné celé éislo. Polynomy zaporného fidu
Ki:u")(x|w1...wn) ¢ili kratce K(;:-’(x) definujeme rozvojem

“k

z om0 | Xy g n “ ‘
A+eye [1 Li“t’i* ,,,,, =D L k). (23)
k=1 Wy r=0 ¥ .

Y,
Ponévadz tuto rovnici lze psati ve tvaru

Lo o N
" a,lﬁf_.wn( I+ wt)® = 25 ES"(),

je patrné se zietelem ku (2)

K (@)= (’ni_!m (.,6,5@ 2(e—w)...[r—(n+)o+ o] (24)

7. Piejdéme k w - 0. Rovnice (13) .a (23) ptejdou v nasledujici

0 Wy. .. 0,87 . L)
(e?t—1)(e»t—1)...(e®nt—1) g »! Kf’:(’(x)
(=1 —1). () 28
: Wy W,y .. 05" p! 70

*=0

kde Bi")(x) jsou Bernoulli-Norlundovy polynomy‘);
; Pro w; = w, = ... = w, = 1 oznadme nase funkce Alﬁfi','l)_,(x). Pak -

je pro n celé » : - :

- $ ¥z

T (ot = 2 LK @),

[+ et)e—1p

odkud vychézi, Ze je

HE]

7{n) _ v
N Ki,m(w)"‘xoms .

4) loc. cit. .
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kde z. jsou Steffensenovy polynomy?). Pron =1, o, =1, 0 =0,
t =z, Bm(z) @y(z) dostivime z (13) vytvoiujici funkei pro
Bernoulhovy polynomy

zexz
2 = @) + @) + )
Pozndmbka pri korekture. Pro w=«a, o,=w,=...=w,=f

mame z (13) rovnici

z
. ﬂntn(l—{-at)a Zt" (n)(x o, B),
[(1+ at)“— 1pr =0
kde L(”) (z; a, f) jsou Lagrangeovy polynomy R. Lagrange po-
]ednava o nich a o polynomech jesté obecnéjsich v dlouhém éldnku
,,Mémoire sur les suites de polynomes“ 7)

V pifedchédzejicim ¢lanku omezil jsem se pro nedostatek mista
. pouze na definice a odvozeni nékolika zdkladnich vé&t o funkcich

Ji”)m (@) a K (2). K dalsim vlastnostem, z nich# mnohé jsem
uvedl v pfednasce o Bernoulliovych funkeich, kterou pravé konim
na piirodovédecké fakulté v Brng, obratim se v ¢lanku jiném.

Sur une généralisation des polynomes de Bernoulli et d’Euler.
(Extrait de larticle précédent.)

L’auteur indique quelques propriétés des polynomes définis
par les génératrices (1), (9), (11), (13), (23). Il est évident que les
fonctions Jf,”)m(z), K‘:’L () donnent, dans les cas speciaux des

parameétres w, w,, w,, . . . w,, les polynomes d’Euler, de Bernoulli,
de Norlund, et de Steffensen.?)

. %) Steffenson J. F.: On a generalization of Nérlund’s polynomials,
Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab, Math.—fys. Meddelalser VII.
5. 1926.

) Petr K.: Podet integralni, str. 133, Praha 1915. .
) Acta matematica, t. 51, p. 201—309.
8) Voir les citations dans le texte.
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