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Pouziti signatury kvadratickych forem
v nauce o algebraickych rovnicich.
Karel Cupr.

V této stati chceme aplikovati vysledky, k nimz jsme Ve ¢lanku
,»Zobecnéni jistého Hurwitzova problému‘‘ dosli, na rovnice majici
jen redlné koeficienty. Odvolavajice se na citovany éldnek, budeme
jej znaditi I.

Ponévadz podle predpokladu ar = ax, prejde raciondlni lomend
funkce (3) v I ve tvar

a, siny x»14a,sin 29 2"+ ... 4 a,sinny
ay T +a;cosp 14 .. 4a,cosny

) R(x, p) = (1)

a determinanty (6) v I pfejdou ve tvar

(g @ COSY . ... Aom—1 COS 2m —1)yp
0 a;siny.... agn— sin (2m — 1) '
1 0 a, Agm—2 COS (Z2m — 2) p
D}, = ad 00 asinyam—ssin@Zm—2)yp)|: (2)
00 A, COS MY
00 @y Sin my

Vysetiime piedev&m nékteré vlastnosti polynomu v &itateli
a jmenovateli v (1). Piedeviim jest .
hz,p)=as2"+a, " Lcosy + ... = R [e ™V f(xe?)],
o, p) = @ e —tsin g 4 ... = J [e—® f(x 6¥)].
‘Mé-li f{x) =0 jednoduché koi"ény, jsou spoleéné kofeny (podle x)
rovnic fy(z,y) =0, fy(x, y) =0 téZ }jednoduché. Jednoduché
kofeny m4 totiZ i rovnice e—"¢¥ f (ze'?) = 0 i rovnice e f(x e—¥)=0,

takZe rovnice
f( xeup)l(xe—up)—fl +f2= 0 '

muZe miti koreny ne]vys dVOJnasobné tyto dvojndsobné koieny
jsou spoleény i rovnicim f,2 = 0, f,2 = 0; jinych spole¢nych dvoj-
ndsobnych kofent tyto rovnice nema]i J ak rozborem kotenovych
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Siniteliv zjistime, miZe miti f(z e?) f (x e—*) = 0 kofeny dvoj-
‘nésobné pouze ve dvou pifpadech:

1. KdyZ néktery kofen rovnice f(x) lezi na pfimce y = s tg v,
kteryito pripad prozatim vylutujeme;

2. kdyz mezi koreny rovnice jest skupina 4 kofeni z, = aei*,
Xy = a e, xs——ae“, ry=ae ¥ a£0, $#30 a volime-li za p

+5

jednu z hodnot ===, ¢ili kdyZ néktera z dvojic (,, 23), (4, Z4),
(29, 3), (%5, 2,) lezi symetricky Vzhledem k piimce y = xtgy. .
V tomto pifipadé méni se uvedend ¢étvefina bodi ve dva pary
stejnych komplexnd sdruZenych korem'l
Jest tedy
= fi*%, h=9¢. 1%
122 = @*[*% | =¢ f2*

kdeZz ¢ jest polynom stupné sudého o vesmés ruznych kofenech,
f1* a fo* pak jsou nesoudélny. V tomto piipadé funkei v (1) lze
vyjadiiti polynomy stupné nizitho. Oviem — ponévadi rovnice
f(x) = 0 mé konedny poéet kofentt — lze vidy y voliti tak, Ze
pocet kofent po pravé i levé strané piimky y =z .tgy zlstane -
nezménén a Ze nesniZzen zustane i stupen polynomu v ditateli
a jmenovateli funkce v Y(1).

Pak jsou D=0 prom=1,2,...,%; Dyiy=Dpi2=...=0
a 4 je rovno signatufe fady '

D'w 'D__2 ' )-D'p
D¢ o Dn—l

. (3)

Rovnice f(z) =0 mé konedny podet kofenu; existuje jistd
kladné &fslo £ takové, Ze pro |y|< e signatura rady (3) se neméni.
Délme elementy v sudych Fadefch viech determinantu (2) veli-
¢inou sin y; znaménko determinantu se nezméni a nezménf se ani
‘signatura fady (3) a to ani v pipads, kdyz lim y=0. Tak na-.
budeme fady

. . .- . %41‘ Ay a5
by= L[] py L|0 @230
al ()_a1 at |10 ay a; a, -
100 a; 2a4
a‘,'al'a2 “ e Gam— '
- ) 1 0 al 2a2 DR (2m""‘ l) a2m___1 . )
S =T | - BN ' . " (4)

2m
BT 000,
09 ma,,. ~
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Oznaéme A4° signaturu éisel
Dy D3 D,
DO,.___%,___E,...’ n: 5
N jest v tomto pifpadé podet kofenti zdpornych zvétseny® o podet
kofent komplexnich v hornf poloroviné, P° poéet kofentt kladnych
zvétSeny o podet koient komplexnich v dolni poloroviné; jest tedy
N°® — P°= A°. Rovnice tato zustane v platnosti, ¢ kdyZ N° znaéi
pouze polet koFent, zdpornych a P° polet koreni kladnych.
: Lze vSak signatufe 4% ve spojeni se signaturou 4° dati jeStd
jiny vyznam. Necht v jednotlivych &dstech komplexni roviny jest

tolik koieni, kolik ukazuje obrazec 1. .
beb, a
a,
¥
b
ba . a,°a.
Obr. 1.

Kladnych kofent bud P°, zépornych No. Jest pak
A% = (a3 + by 4 by + bi -+ N)— (a1 + ay + a3 4 b, + P?)

AY — A= 2(b, —ay), . .
g . :
Obecné o rozdilu podtu kofenti v Ghlu sevieném zidpornym
‘smérem pifmek y=x.tgy, y=x.tg¢p, ¢ >y a pobtu kofeni
v pifslusném dhlu vrcholovém plati, Ze jest roven '

A% — A°

il

.-bl—a1=

15*
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2. Nahradfme nyni ¥adu (5) jinou fadou o téZe signatute.
Vysetfovani provedeme na obecnéj$im piipadé. Budiz ¢,—; (%)
polynom stupné (n — 1)ho, f, (z) polynom stupné n-tého o vesmés

‘riznych nulovych mistech =, z,, ..., Zx; gao—1(x) & fy(2) budte
nesoudélny. Pak jest ,
Pn—1 () _ & v &y b _
h@ —o—m i—m T a—m
& &n
“x x
= 2 + .. + z, —
i 1—
x x
& &y £y | &y
—~*x‘+ x2+ +E+*;2—+
4 ..
én En T
+ o + poe + ...
takze

60=§1+§2+ A N
c1:‘—51271'{'4"23’52‘{‘ 2

Gk=§1x’§+52x’§+ +$nxn
Tak bychom si mohli opatfiti jinou radu o signatuie A4°; ¢lenové
této fady vyjdou pro nékterd &, &,, ... &, zvlast jednoduse.
Tak na p¥. v piipadé uvaZzovaném jest

1 (@) =nf(2x) —2f(2),

“takze
fi=— @, Gp= — sy =— (@t f gt 4 a2l
Znatme jests _
. ‘ 8 83 . ...8m
. o = .
-Sm Sm+1. . - S2m—1 .
Tak pro determinant 'D;’,. nabyvime nového vyjédieni, a sice jest

DO
‘ (—‘l)QO-—agm_l' ' .
Cisla gy, ¢y, - - gm jSOU zndma z price prof. Petra (Rozpr VI é. 8),
kde# odvodil vétu:

Rovnice (1) (o reélnych koeficientech) m3, tolik kofent zapor-
‘ ;nj'ch a part kofend komplexnich, kolik mé fada o

' .' 1 91’%,-- s qn
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mén znaménkovych; oznalme podet ten m,. Ziejmd lze fadu tu
nahraditi - fadou ,
1,—Dy, D,,...,(—1)* Dy; .
pofet mén znaménkovych fady
1, Dy, Dy, ..., Dy
udava podet kofent kladnych zvetseny o podet parid kofent
komplexnich.

Patrno jest, ze m; + m2 =n.

" Tyto dvé véty chceme dokdzati pomoci signatury A°. }
~ Posloupnost 1, Dy, Dy, ... D, méji m, mén; posloupnost
D D, D, ‘ D,,

1 fﬁ; , —D—z, Do mé tolikéz zapornych &lenid, tedy m,,

a n— m,kladnych. Podle definice signatury jest n—my,—m, = A9,
¢ili
' n— A°

2

Znatme N° K° P° podet kofentu zapornych komplexnichA
a kladnych ]est pak N° 4+ KO 4 PO = q,

my =

No— Po— Ao
K°+2P°—n—A°—2m2,
Ko
—+P° My
a podobné&
——-}-N":m1 c.b.d. \

3. Prvm poléara bmarni formy n-tého stupné f (x, y) vzhledem
k bodu, jehoz homogenm soutadnice jsou (& | n), jest

| e 1 f
gili vzhledem k identits

2 of

2 tYs, f nf

a potlacime-li faktor 1/y,

ny f(, 3/)4—(5?/—91«‘77)—i

Zvohme-h bod (0/1) a . ptejdeme- di k obyée]nym soura,dmcim '

mame .
n.f@) —zf ().

Tento - polvnom byl élta.telem raciondlni lomené funkce, jejiz
gignaturu jsme pravé vySetiovali. TaZme se, ]aky ]est vyznam'
signatury racionaln{ lomene funkce



222

n. @)+ (h—2) f (2)
: f(x) ’
kde? &itatel jest poldra bindrn{ formy f(z, y) vzhledem k bodu
(/1) pro y = 1. ‘ _
Pidme h—ax=—§&, x=~h+&; pak signatura funkce

nfth+&—Ef (1§
fa+s
uddvé rozdil podtu kofeni mensich a vétsich neZ nula rovnice

f(E+h)=0, &li rozdil pottu kofenii vétdich a mensich neZ h
" rovnice f(x) = 0. Signaturu tu lze stanoviti z riznych fad. Piede-

viim jest -
nSI0+8 & & G
f(h+ &) E—¢& E—& T =&
Si=xi—bh, 2=1,..., n,

odkud? zpisobem tymZ jako v odstavci 3 dostdvame fadu

3
wy, 1 ,__q"_)_ -
9" ql(h)a LB q,(ﬁ)_l ’
3 Gy, 0oy . . . O, )
g® = (—1)m| : Rt (6)
Omyes »» 0+ O2m—1 )

kded  op=-..(2— R)P + (g — B)PE . . . +(2n — AP
Lze v3ak té% psati -

- h — X
nf@)+h—2)f(2) ~h—a_ ~ T _
f(z) Se—a &%
. . h'lgo""—vgl ,‘ hsi—_"sx‘) hegp—l-fspv
T
_takie signaturu uvaZované ‘rac. funkce lze vydisti z fady .
' ' ’ n ® o
p®, pﬁ(;, e p;:_ . - )
. PO -
kdeZ . _ ’ : o
° h80 ‘—“81 TR h 8";.._1 - 8m . 1 30 81 FECRY 8m__1
. . . X ’ h8182 ..Z'Sm . .
R L ‘ o T =] kR8s 8wy (D)
~;‘_vhbs,',,.;_'l _ 8,,. e h 82,.,.,;.2——-82‘"‘;_1 h"‘smsm.l' s 82m—1! (6’)

S~ ]
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Hattendorf (Uber Sturm. Fuanktionen pag. 50) ukéza], Ze fada
pl(h)s pz(h)i MR ] p;,h)
jest ¥fada Sturmovych funkef rovnice f(z) = 0; jednodud¥{ dikaz
viz Petr, Rozpravy VI &. 8, pag. 5. Aviak p® lze vyjadfiti podle
metody Hurwitzovy v koeficientech dané rovnice; jest pak
nf(@)+h—2)f(2) _
. f(x) _ :
(mhayg+ ay) 22+ (n — Lay h42a,) 224 . .. 4 (@p—1h + n a?)
G t+a, 1+ ... 4a, N
a po jednoduchyeh obratech obdriime, Ze p(") jest aZ na kladnou
multxphkatlvm konstantu rovno

aGya, ay Q... aom—1 O
0 a,2a,3a;... 2m—1)agm— h™
0a a a,... aom—e O
00 a,2a,... (2m—2) agm—y Am™—1|° (6”)
00 Ay Ay ... A2m—3 0
100 0 a,... (2m — 3) agm—s h’”—2
00 ...na, (n-——l al .m—m+1)ap— —1

Tak tedy obdriime fadu Sturmovy'ch funkm pfimo v koeficientech
dane rovmce
Pifpadem h =0 zabyvali jsme se v odst. 2; vyéetrme jests -
piipad, kdyZ A roste nad kazdou mez.

Signatura fady (7) se neméni, dglime-li elementy viech deter-
minanti (6) &slem A > 0, nebo posledni sloupec determinanti (6°’)
&fslem h». Existuje pak kladné &islo h, takové, %e pro viechna
h>h, bude signatura fady ti% & tudi% i pro lim h = oo.

Jaky jest nyni vyznam fady ' '

= V p (o o] gzio e _._.__.p ;?
| R TR R
patncl k lomené raciondlnd funkci f(z)/f (z)?

Potet kotenl menSich nez - & pro ustaviéné rostouci h )est

-podet realmjch kofent R,, potet kotent vétich nei + & ustawéné-'
rostouct )est nula, jest tedy '

R0+K==n
L R, = 4,,
takie o o',,u

\’ .KQ,# n"‘"‘ Zo- -
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Vzponienme Ye n— Ay = 2m, kdez m ]est potet mén v fadé
1%, P> ye ,'pm ; tak dospivame k znimé vété Borchardtove
o pottu pari-komplexnich kofent dané rovnice.

Srovnanfm vysledkid plynoucich z (6’) a (67) pro h > oo
méme :

S8 -« -Sm—1
Sm—18m - . . S2m—2
la, 2a, . . . . 2m —2 aA2m—2
1 2
1 ‘ ao al D . a2m—3
= o= 0 a;... (2m—3) azm—;
0 .
0 0... (n—m+4 2)am—s(n—m-+ 1) an—
Jest tedy na pr.
o 2 2
So» 81 1 a, 2a, _ n(a* —2ayay) —a,
S1, Sal g% (nag, (n— 1) a, ay?
lay, 2a,, 3a,, 4a,
So; 815 S2 1 ‘ :
S1. 8o 8l == Qs Tq5 Qg as J
= =
LIRS T 00410 ay, 2a,, 3a, .
82, 83, 4

0 nay, (n—1)a,, (n—2)a,

6,2 a’+100, a, a, a;—2a,® a;—4a, a,® — 9a,* a;* —4 a, a,® a4n+
: . - s

8a,® a; %, + 2a,* (@, as— a5?) + 44, (2a,® + a,® a,— 3a, a, a;)
@yt ' . @yt )
0 o

-+

Stanoveni podtu korenu rovnice f(x)=0 lez icich na piimce
y==2x tg ¥ (p & 0) pfevede se na stanoveni poctu redlnych korenu
* rovnice o komplexnich koeficientech ‘

~ _ f(,xe”,"’)=0;

"viz o tom I odstav. 2.
®

Quelques appheations de 1a notion de signature des formes
quadrathues ‘dans la théorie des équations algébriques.

(Extrait de l’artlcle précédent.) -

Daﬁs I’article précédént, j’applique, aux équations algébriques
- aux - coefficients réels, les résultats que j’ai publiés récemment
* dans ce. Journal T. LVII p. 81.
= _En me servant_ de la notion de signature d'une forme ..
o qua.drathue, ’énonce pluswurs theoremes sur la- dlfference des
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nombres de racines d’une équation algébrique, qui sont situées
des deux cotés de la droite y =z tgy. Dans le cas particulier
yp = 1 x jarrive aux résultats de M. Hurwitz. Ensuite je démontre
un théoréme de M. K. Petr (Comptes Rendus de I’Académie de
Prague VI. n° 8), ainsi qu’'un théoréme de M. Hermite sur la -
différence des nombres de racines supérieures, resp., inférieures

a un nombre donné. Enfin, je trouve facilement le théoréme bien
connu de M Borchardt.
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