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les f(f) =kt ou MQ=1F. MP, & étant une constante arbitraire.
L’équation de ces courbes s’écrit
' cy* =% + y* —a® — 2y.
Les coniques appartiennent & ce type de courbes pour ¥ —2;
quelques constructions simples des normales et des centres de
courbure pour les coniques y sont développées.
Pour £ =23 on est conduit aux courbes

r=cy®— y* 4 2ly + o>
Ensuite d’autres courbes connues sont mentionnées que
I'on obtient en substituant des différentes valeurs au lieu de %
dans I’équation donnée ci-dessus, et en particulier les courbes
dont I'équation s’écrit
y =c (@ + y»*
et (]lll ont été considérées par Clairaut.

Theorie dopluzovam.
Napsal dr. Frant. Nachtikal v Brne.

1. Uvod. Definice ryziho doprufovini. V pruzném t8lese
vznikajf sou &asné s deformacemi vnitini sily, jeZ jsou témito
deformacemi jednozna&né urfeny; udrZujeme-li urtity stav defor-
maci stdlym, jsou také tyto vnitini sfly stdlymi. Jsou-li jestd
voitinf sfly Gmérny deformacim, jest t8leso dokonale pruzZné.
Télesa dokonale pruzna jsou ovSem pouze abstrakel. Skutetnd
télesa jevi odchylky nékdy vétsi, jindy mensi. Mezi tyto odchylky
patii zjev zvany dopruzovdnim. DopruZovini definujeme obecné
jako vlastnost téles, v nichZz okamzité vnitfni sily zdvisi neto-
liko na nyné&jdich deformacich, nybrz i na dfivéjiich defor-
macich. V urtitd deformovaném télese mohou byti riizné vnitini
sly, jez se Casem méni. Po dosti dlouhé dobs, udriujeme-li
deformaci takovychto t&les stdlou, nastane jisty konetny stay
voitfnich sil, jenz se pak s dobou jiz nem&ni. Tento stav na-
AL Wlechert') katastatickym, snad vhodnéjsf bylo by nazvati
tento stav normdlnim, nebot v tomto stavu pominul jiz Géinek
dfivéjsich deformaci a vnitfni sfly jsou urleny pouze rozdélenim
deformaci jako v pruzném télese (nenastaly-li trvalé detormace).

1) E. Wiechert,  Wied.' Ann. 50. 336. 1893.
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V dalsfch tivahdch ponechdme viak Wiechertdv ndzev kata
stase. Jinvu odchylku od.zékond pruinych t8les predstavujf
trvalé deformace, coz po pfipadé miizeme nazyvati elastickou
hysteresi. V takovémto pipadé zdvisi pfi stejnych vnéjsich si-
ldch skuteiné deformace na zpisobu, jakym se “tdleso do tohe
stavu dostalo, nebo zkrdtka na deformaéni cesté. A zase naopak
pii urtitych deformacich zavisf skutetné vnitini sily také na de-
formaéni cesté, ale asové se nemdni. Jest oviem moZno, Ze
téleso jevi soutasné i dopruZovéni i elastickou hysteresi. Jed-
noduchy pifklad véc objasni. Drat uriité délky a pritezu pro-
tdhneme o jistou délku a vySetiime tah, jakého je tfeba, aby byl
drit v tomto prodlouzeni udrzovin. Je-li tento tah nezdvisly
i na tase i na deformailni cestd, je drdt prosté pruZny (bez do-
pruzovéni i bez hysterese); plati-li mimo to zikon dme&imosti
mezi tahem a prodlouZenim, méme piiklad t8lesa dokonale prui-
ného. Kdyby vsak potiebny tah byl rizny za riznych defor-
madnich cest (na pt. jednou jsme jej jenom protahovali, podruhé
napfed silnéji protahli a pak popustili), jevilo by téleso ela-
stickou hysteresi. Kdyby naopak tah potiebnyy byl pii téze
deformaci tasové proménlivy, na pf. napfed vétsi, ¢im dile viak
. mensf, jevilo by téleso dopruZovani Po jisté dobé nastane stav
ustéleny (katastatlcky ): je-li tah pottebny v katastatickém stavu
nezévisly na deformaéni cesté, jevi téleso ¢isté dopruzovédni
(bez hysterese). Kdyby viak i v katastatickém stavu byl tah
potiebny na udrZovani stdlého prodlouZeni rizay podle defor-
matni cesty, jevi t8leso i dopruzovéni i hysteresi.

Uvahy tohoto lanku budou se zabyvati pouze Cistym
dopruzovanim, pfinémz tudiz vnitfni sfly vkatastatickém
stava jsou zdvislé pouze na deformacich, ne vSak na defor-
matni cests.

2. Cusovd zdrislost skulecngch vnitinich sil. Prvym iiko-
lem bude zjistiti, podle jakého zékona pti st41é deformaci t8-
lesa ptiblizuje se soustava skuteinych vnitfnich sil stavu kata-
statickému. Pro jednoduchost m&jme na mysli zase pfipad drétu
protahovaného; k soudasnému p¥enému zkrdceni zatfm pFihlizeti
nebudeme. Oznatfme-li prodlouzeni jednotky délkové A (relativnf
prodlouZenI), bude tkeba po dosti dlouhém ¢&ase, tedy v kata-
statickém stavu, vnéjstho napéti 5" na rm® prittezu, jez se rovnd
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vnitfnimu katastatickému napétf v materidlu. Veliiny vztahujici
se na stav katastaticky budeme didsledné oznatovati &drkovdnim.
Za ptedpokladu Hookeova zikona pro stav katastaticky bude
toto napéti. uréeno vzorcem

ST = E. 4,

v némz E znamend modul pruZnosti v tahu a jest konstantou
1ldtky. Ve skute€nosti pfi stejném napsti S’ vzniklo by v dritu
pivodné men&{ relativni prodlouZeni, jez by teprve s rostouci
dobou vzrostlo na konetnou hodnotu A Nutno tudiZz souditi, Ze
pii okamzitém prodlouZeni o 4 vznikne napfed skutefné napétf S ,
vét81 nez katastatické, jeZ viak postupné klesd az na hodnotu
katastatickou S’. Rozdil obou napéti ¢ — S— S’ stanovi tlinek
dopruZovédni v télese a nazveme jej doprufovacim napétim.
O ném vime pouze, Ze jest funkei ¢asu toho druhu, Ze pro =12
jest 6—=0. P¥imé méfeni, jeZ prvy konal Weber?), pak v ob-
sdhlé mife F. Kohlrausch?®), oviem vedle ¢etnych jinych po-
zorovateldi, na pf. Wiechert (1. ¢.) nebo Tobusch?*), mohou
ndm, vhodné propoétena byvie, poskytnouti hodnoty této funkce.
Tim byla by tafo zdvisiost stanovena na p¥. diagramem, tabul-
kou nebo empirickfm vzorcem. Takovymto zpisobem byl by
tudiz pribéh dopruzovani kvantitativn® popsén. Z fysikdlnfho
stanoviska nds viak pouhy popis neuspokojuje. Zddime spifie -
vyklad tohoto zjevu, jak totiz asovy pridbsh vnitFnich napdtf
souvisi 8 difvdj§imi deformacemi. V tomto smyslu byla poddna
fada theorif, z nichZ vyznaln&jsi budeme strutné charakte-
risovati.

Boltzmann®) vychdzi z uvedené ptedstavy, Ze pFi do-
pruZovani vnitini sily v télesich zévisi netoliko na nyndjsfch
deformacich, nybrz i na diivéjsich .deformacich. Mathematickou
formulaci této myslenky dospiva k vysledku, Ze obvykly vztah
mezi vnitfnimi nap&timi a deformacemi je tfeba doplniti dvéma -
€asovymi integrdlnimi ¢leny, jez vyjadfuji utinek vseeh pEed-
¢hdzejfeich deformact.

2) W. Weber, Pogg. Ann. 34. 247, 1835; 5¢ 1. 1841. .

3) F. Kohlrausch, Pogg.-Ann. 34. 337. 1863; /28.1. 4.399. 1866;
155. BT, 1875, 158. 837. 1876. a z60. 225. 1877.
¢y H. Tobusch, Ann. d. Phys. 26. 439. 1908. .
5) L. Boltzmann, Pogg. Ann. Erg.-Bd. 7. 624. 1876.
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Podoboym zpisobem postupuje Volterra®), jenz po pif-
kladu Piccardové rozdéluje fysikilni zjevy na zjevy bes
dédicnosti (na pt. pohyby téles nebeskych) a na zjevy s dédic~
nosti, k nimz patii mimo jiné dopruZovani. Tim je jinymi slovy
vyjédfeno, Ze pii dopruZovdni a podobnych zjevech rozhoduje
o pribdhu déje netoliko pfitomny stav, nybrz i stavy minulé.
Autor ukazuje pak, Ze takovéto déje s d&diCnosti lze mathe-
maticky, vyjddfiti smiSenym systémem rovnic differencidlnich
a integrdlnich, tedy v podstaté obdobné jako u Boltzmanna.

Z4vadou takovychto theorif jest, Ze ‘meni zndma funkce,
podle nfz kterdkoli diivéjif deformace uctinkuje na pozdéjif stav
tdlesa. Zavadu tuto do jisté miry odstraiiuje theorie Wieche r-
tova’), jenz pfedpokldidd podle Maxwella®), ze dopruZovaci
napéti se zmensuje rychlosti umérnou okamzité velikosti tohoto
dopruzovaciho napéti. Tento jednoduchy predpoklad, jenz bude
také zdkladem féto prdce, nevyhovuje vSak zcela uspokojivé po-
zorovénim ; po delsf dobé jevi se odchylky mezi hodnotami vy-
ttanymi podle tohoto predpokladu a mezi hodnotami pozorova-
nymi. Proto Wiechert tinf dosti odvédZnou domnénku tim, Ze
celkové dopruzovaci napéti rozklads na nekonelnf pocet jednot-
livgch napétf, z nichZz kaZzdé jednotlivé fidi se sice tymz jedno-
duchym zdkonem M axwellovym, aviak s nejriznéj$imi kon-
stantami Gmérnosti. Pfevratnd hodnota tdchto konstant dmérnosti
slove relaxadni doba. ' O tomto nekonein& velkém poltu rela-
xalnich dob ddle piedpokldd4, Ze jsou' seskupeny okolo jisté
nejpravdépodobnéjii hodnoty podle zakontd pravdépodobnosti. Za.
téchto duchaplnych sice predpokladd, jez viak z tysikdlnihosta-
noviska jsou piece. jen povdzlivé, dostdvd pro casovy pribsh
dopruZovanf v omezeném rozsahu &asovém vzorce, jex
miZe uvésti v soulad s pozorovdnimi vlastnimi i cizimi.

Timto smérem se v3ak v této praci brati nebudeme. Skrom-
néj§im tdkelem nasim bude, jednoduchymi a fysikalné oddvod-
nénymi predpoklady upraviti obvyklou theorii pruZnosti tak,
aby v sob& zahrnovala také d&je dopruZovdnim vznikajici. Pii tom

) V. Volterra, Rend. R. Acc. dei Line. (5) 78. 2. sem. 295. a 577.
1909, 79. 1. sem. 107 a 239. 1910; ref. Beib). 515, 517, 69C a 1140. 1910-
7) E. Wiechert, Wied. Ann. 50. 335 a b46. 1893. '
8) Cl. Maxwell, Phil. Trans. 757. 62. 1867 ; Scien. Papers, 2. 90. 1890.
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utinime zékladni ptedpoklad, ze wlinek minulych deformaci pro-
jevuje se jedin® tim, Ze daly vznik jistému dopruZovacimu na-
péti v télese; daldi pribéh tohoto dopruzovaciho napédti je pak -
z4visly pouze na nyn&j¥f jeho velikosti a oviem na daliich de-
formacich. To jest oviem urlité omezenf celého problému na
prvé priblizeni. Ziskdvdme tim v&ak cennou vyhodu, Ze lze zjevy
dopruzovéni pfehledn& zpracovati v jednotnou theorii. Celd dal3f
price jest mathematickou formulaci této zdkladni mySlénky.

3 Relazuce. Podle ptedeSlého pfedpokldddme, Ze tasovad
zména’ dopruZovaciho napéti o urcend rychlost{ do/d¢ jest funkcfe
okamzité velikosti. dopruzovaciho napsti

do
EZ-—f(G)-

Za pfirozeného predpokiadu spojitosti této funkce rozvifime ji
podle pouéky Mac-Laurinovy
n, 0
10, o+ ...

/"0)
dt —~f() + =0+ 1.9

V katastatickém stava nenf 2adného dopruzpvaciho napéti, ¢ = 0,
a pak oviem nenastivéd z4dnd jeho zména, do/dt = 0. Z toho
plyne f(0) = 0. V télesich, jeZz jevi pomérné malé dopruZovéni,
jest ¢ velitinon malou prvého fédu a miZeme se tudiZz v prvém
pfibliZeni omeziti na linedrny &len. Jeho koefticient podle po-
vahy dopruzovéni musf byti zdporny, nebof dopruzovénim se do-
pruzovaci napétf vzdy zmenguje. K dybychom podrzeli i kvadraticky
tlen ¢% znamenalo by to, Ze dopruZovani je déjem asymmetrj-
ckym. Za stejné hodnoty ¢ jednou kladné, po druhé ziporné
(tedy jednou pii dopruzovacim napéti, podruhé pii dopruzovacim
tlakw) byla by rychlost, 8 niz se o zmeniuje, pokaZzdé ponékud
jind. Tato domnénka jest sice velmi pravdépodobnd, znamens viak
pfece jen pouhou korrekei, k niz v prvém ptiblizeni nebudeme pfi-
hlizeti. Pouze v poslednf &4sti této préce vrétime se k vyznamu
tohoto kvadratického &lenu.

Touto ivahou dospivime tudiZ k zdkonu platnému pii stdlé
deformaci .

Z—:-' = —no ¢))

jejz vlastné uz Maxwell (L. ¢.) pro dopruzovéni stanovil.
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Koefticient imérnosti » md rozmér pfevratné doby; Wie-
chert (1. ¢.) jej nazval relaxaéni rychlosti. Jeho pfevratnd
hodnota z — I/n znamend dobu, kterou Maxwell nazval dobou
relaxadéni.

Integrdlem hofej&f rovnice jest

t
c=g, 6" =g, e 7.
DopruZovaci napéti pii stdlé deformaci zmenﬁuje se 8 dobou
podle zdkona exponencidlnfho, coz budeme nazyvati »<lazaci. Doba
relaxaénf z znamend podle toho dobu, za kterou se plvodni na-
1 1
' - = ———=1036068..
péti ¢ zmenSf na hodnotu v poméru s = 3715 3668
mensi,

4. Zdkladni rovnice pro dopruiovdni, jﬁ-li deformace té-
lesa uréena jedingm parametrem. Max welllv vzorec (I) sta-
novi, jak se zmenSuje dopruZovaci napéti pki stdlé deformaci.
Méni-li se viak deformace télesa, vznikd kazdou deformaci nové
dopruZovaci napéti, jez za ptredpokladu superposice Glinkd se
ptipojuje k dopruZovacimu napéti jiz existujicimu. V piipadé
protahovaného dratu budiz jeho relativni prodlouZeni 4, tudiZ
katastatické napétf S’ — EA. Skute&né vnitini napéti je pak

- 8=84o=Ll+oq
znati-li ¢ dobruZovaci napétf. Zvétdi-li se' nyni relativni pro-
dlouzeni o di, zvétsf se tim skutetné napéti o
dS = E. di + do.
O zvétieni dopruzovactho napéti do utinime zase nejjednodudsi

- ptedpoklad, Ze jest Gmé&rné zméné relativnihé prodlouZeni a tu-
diz i vzristu katastatického napéti, tedy

do=1kFk.dS = I. E. di.
Konstanta % charakterisuje velikost dopruzovén{ vySetfované latky
a nazveme ji konstantou doprufovdni; pii ldtkdch jevicich po-
mérné malé dopruZovéni, na ndz se omezujeme, jest pak % veli-
&inou malou.
Za dobu dt zméni se tudiz dopruzovaci napét{ z dvojfho

_ dtvodu: relaxaci se zmendilo podle Maxwellova zdkona
0 n.o.df, vznikem nové deformace di se zvétdilo o k.L.di.
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Celkovd zména za predpokladu superposice obou Glinkd je tudix
de=—mnodt+kE dA.

Dosadime-li do této rovnice za ¢ hodnotu vyjadfenou pomoci

skuteiného napéti S ve hmoté

_ co=8S—E,
dostdvime rovnici dopruzovanf
AS— E.dA=—n(S—E AN dt 4+ kE. d2
anebo
a8 nS = F(I—I—L) -{—nE/l
- dt dt (2)

jez stanovi, jak se ménf skute&né napéti S dratu libovolné v &ase
protahovaného

Bez dopruzovdni bylo by S = FA. U téles jevicich dopru-
zovdni jest tento zdkladni zdkon Hookedv nahrazen differen-
cidlni rovnici (2), jejiz integrace.podle fasu urluje skuteiné
napéti v dratu jakozto funkci deformainfi cesty, po niZz se drdt
do dané deformace dostal.

Podle odvozenf plati rovnice (2) pro piipad drétu prota-
hovaného. Jako vSak zikon Hookeiuv plati pro deformaci ja-
kéhokoli drubu, tak lze i rovmici (2) zobecniti. Je-li hmota
deformovdna jinym zpisobem, ale tak, Ze okamzité deformace
jsou urleny jedinym parametrem (na p¥. kroucenf dratu, pFi
némZ jest jeho zkrouceni urteno relativnim zkroucenim 1), zi-
stavd celd -dvaha v platnosti a rovnice (2) vystihuje tyz pfipad,
dosadime-li ovSem za E piislusnou konstantu podle zdkona
Hookeova. Jak pozd&ji ukdZeme, konstanty dopruZovéni » a k
maji viak hodnotu touz.

- B. Nékteré jednoduché pripady. Drdt protahovany. Od-
vozend zdkladnf rovnice (2) dovoluje Fefiti p¥pady, v nichZ de-
formace dritu jest urtena jedinym parametrem (stejnomérné
.protahovdni nebo zkrucovdni dratu, ohyb tyte a pod). Omezime
se na pfipad protahovaného dritu; nalezené vysledky plati viak
téZ pro ostatni pkipady, pozménime-li oviem vhodnd vyznam
konstanty E. Pii tom viak predpokldddme, Ze cely drdt jest
Stejnomérné deformovén; jinymi slovy fe¢eno, nehledime k vlast-
nim podélnym kmitim drdtu. Piislusné roz&fFeni problému po-
nechévame az do obecné theorie.
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Nutno rozezndvati dva hlavni p¥ipady. Bud jsou casové
pfedepsdny deformace dritu (drdt protahovany) a pak rovnice
(2) urtuje, jak se pfi tom ménf vnitfni napsti materidlu. Nebo
jsou Casové stanovena vngj§i napéti, rovmnd skutetnym vnitfnim
napétim, a pak z rovnice (2) vyplyvd Casovy prib&h deformaci
(drét napinany). Pt tom budeme rozuméti dritem odpocdatym
takovy, v némz vliv pfedchozich deformaci jiz zmizel. jenz tudi
jest ve stavu katastickém, nemaje dopruZovaciho napéti.

Budiz na pf. odpotaty drit rovnomérné protahovan v dobs
od ¢t = O do ¢t = 7 aZ na koneilné relativni prodlouzenf 4, a pak
na tomto prodlouZeni trvale udrzovédn. Po dobu protahovéni roste
relativaf prodlouzeni 2 podle vztahu

A=, T’
¢oz dosazeno do rovnice (2) ddvd pro skutelné napéti S pod-
minetnou rovmcx

dt S S=EQ+h’ 0+ nEZ,

Ptihlédneme-li k podmince, Ze v &ase ¢ = 0 bylo vnitfnf
napéti S =0, dostavé,me integraci této rovmice vztah

S=El, L+ Bi, 21— e,

" T nT"
V tomto vyraze uruje prvjr élen

§=r," -

napétf, jaké by bylo v dritu bez dopruzovﬁni tudiz t. v,
katastické nap&tf. Druhy ‘¢len
— — p—nt
6 = Ei, a T‘l e~ ).
vyjadfuje Wutinek' dopruZovédni a.znamend dopruZovaci napéti.
V lase ¢t = T, kdy protahovani drdtu zastavime, jest skutené
napét! drétu

ST = Elo + Eko ———'(1 —— e—nT)
Kdybychom byli protshli drét nekoneZné rychle (hm T— ()),

bylo by toto skutetné napdtf
. Sy = Edy + Edy. k =(1 4+ k) Ei,;
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coz se oviem dalo ofekdvati. Pii relativnfm prodlouZeni o 4,
vznikne v dritu vedle katastického napéti S’ — KA, podle na-
geho predpokladu je$té dopruZovaci napéti ¢ — kS’ —= kE4, &
soutet o obou ddvd skuteiné napé&ti v materidlu. :
V dalsi dobé # = T jest relativni prodlouZeni stdlé a z4-

kladni rovnice (2) nabyvd tvaru

g

T + nS = nEi,,
jejimz integrdlem jest

§S= L, + C.e™.

Integratnf konstantu C urtfme z podminky, Ze v tase t = 7"
bylo 8 =8, dfive nalezené, z tehoZ plyne

—_ k aT
C = Elo ;1—1—,(6 —
_ Obeené feSeni pro doby ¢ = T jest tudiz
k
= Ei, + E4,. T (enT — 1), e~ ™,

v ném7 zase prvy ¢&len znamend napéti katastatické a druhy
élen napéti dopruZovaci. Po nekoneéné dlouhém &ase (f— oo)
druhy &len odpadd a nastivd stav katastaticky.

Za ptedpokladu okamzitého protazeni dritu (7= 0) jest
integraéni konstanta C —k. Ei, a skutetné napéti

§=Ely (L + ke, 3)

V obojim pifpad8 vypottené vnittni napstf S rovni se
vnéjiimu napétf, kterym musi byti drit v dané deformaci udr-
¥ovén. Napéti toto bylo by vSak dosti nesnadno experimentdlné
stanoviti a tak vzorce kontrolovati.

6. Drdt napinany. Zpravidla demonstruje se dopruZovéni
timto pokusem: drit napne se stdlym napétim S,, tim fe ihned
protdhne o jistou &dst, ale pak se jekté s rostouci dobou déle
protahuje. Za pfedepsaného vné&jsfho napdti dluzno tudiZz urliti
tagovy pribsh relativnitho prodlouzenf. Nutno vSak vyslovné po-
dotknouti, ze ndhlym zatfZenfm drétu vznikmou v ném longitudi-
nélnf kmity, k nimZ zatim p¥ihliZeti nebudeme omezime se na
,,quaswtatxcké“ napinéni drétu.
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Pro vieobecnost predpoklddejme zase; Ze drdt dokonale
odpotaty byl napinédn po dobu 7 napétim rovnomérné rostoucim

__ST

Dosadfme-li tento vyraz do zdkladni rovnice (2), dostaneme
pro vzrist relativniho prodlouzeni A podmineéneu rovnici

E (1’.*. k) :% + nli = Lig,—q —+ nS, ;1

Integraci této rovnice dostdvime pro dobu 0 <? << 7' vfraz

]

-——So _t _ k'QO —1:—tk
b= gyl )

Prvy &len zase znamend relativni prodlouzeni, jaké by bylo
v kazdém &ase bez dopruZovdn{; drubhy ¢len stanovi Geinek
dopruzovani a ukazuje, Ze skutetné prodlouZeni je vZdy men§i,
nez by bylo bez dopruZovéni, jak se dalo oviem olekdvati.

V dob¢ 7, kdy napinajici napéti nabylo své konelné
hodnoty S,, je relativni prodlouzenf

A A

X.T-— 14 }mT(l — € ).

Kdyby zase napéti bylo potalo pﬁsobitl okamzité (lem T'= 0),
bylo by toto prodlouZenf

Ay =

S

EQd++w)

tudiz v poméru 1: (1 4 %) mensf, neZ by bylo bez dopruZov4ni.
' Od této doby ‘je napdti S, stalé, plati tudiz pro doby
t>1 rovmce

E 1+ /c) %—}— nEA = nS,,
" z.nfZ plyne integraci v obecném piipadé

So kS, ( -
Y (e 1 — 1) .e
: Pro piipad jednoduldf, Ze napéti potalo pilisobiti okamZité
" (lim T == 0), dost§vdme vztah :
8, k8, -7

Az 1+

E T OAF0E"°® " 4)

).:
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Prvy élen v obou vyrazech znamend prodlouZeni po neko-
neéné dlouhé dobs, tedy v stavu katastatickém, jez se rovnd
relativnimu prodlouZeni podle obytejné theorie pruznosti.

Z pozorovédni na napiatém drdtu jest moZno stanoviti obé
konstanty dopruZovini. Za pfedpokladu, Ze vn&jsi napéti S, po--
¢alo ptsobiti okamzits, jest poldteéni prodlouZeni 4, a koneiné
A, urteno vztahy

-5 =2
T EAF k)’ Te T T
z tehoZ plyne pro koefficient dopruzovani
Ay — 1,

L= -

I

7 tasového prib8hu dopruzovdni uréf se pak relaxaéni
rychlost » a tudiZ i jeji pfevratnd hodnota, relaxalni doba.

7. Prdce potiebnd na deformaci. V dokonale pruZném

télese jest prdce L, jiz je tfeba vykonati, aby drdt byl napétim

S uveden do relativniho prodlouzenf 4, vztahujeme-li ji na ob-

jemovou Jednotku
s _ 1,
L-._ASA._2L ZI)..

Prdce tato jest nezdvisld na zpisobu, jak byl drdt do
konetné deformace priveden a znamend tudiZz vnitini elastickou
energii objemové jednotky. :

Za dopruZovan{ jest tato préce zdvisld na deformatni cests,
Vypotteme ji pro piipad, e drét byl rovnom&rn& protahdvan
po dobu 7, takZe jeho relativni prodlouZeni i rostlo dle vzorce

T

A= 1 — P

a pak byl v tomto prodlouZeni trvale udrZovan. Préce se kond
za tohoto predpokladu pouze v obdobi, pokud je drét protahovédn,

a jest L_./S di

anebo, dosadime li za S hodnotu nalezenou v odstavci 5.,
. ( - — nt b_ —
f Eyy — 1 + F). 1 e ). T dt

l’[l—}- 2 V 3’1”;2(1‘—43‘”)]. ©)

I

w4,~
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Price tato jest zdvisld na dobé ’T, po kterou byl drdt protahovdn.
O vyrazu v hranaté zévorce dé se dokdzati, Ze jest nejvétSi pro
lim T = 0, tedy pfi nekoneén& rychlém protaZeni. S rostouci
dobou protahovéni T vyraz ten se stdle zmenSuje a nabyvd nej-
-men§i hodnoty pro lim T — oo. V tomto pifpadé jest tato prdce
L, =1 Fi},
coz je tyz vyraz, jako p¥i tslese dokonale pruzném. PFi takovémto
nesmirné volném protahovani nevznikd toti? dopruzovaci napéti
(drdt je stile v katastatickém stavu) a proto dopruZovéni nemd
vlivu. Nechdme-li pak drit zase nesmirné zvolna se zkracovati,
dostdvame celou dodanou préci zpét; uvedeneny vyraz znali
tudiz elastickou energii objemové jednotky v katastatickém
stavu. Zkracuje-li se vSak drat s konetnou rychlosti, vracf
méné price.
Druhy krajni pfipad nastane, kdyZ byl drdt protaZen
okamzité, tedy pro lim T —O0. Rozvineme-li vyraz pro pracl ®)
v fadu, dostdvdme pro tento p¥ipad

Ly=31E1+h,
tudiZ hodnotu vé&t§i v poméru (1 4 %):1. Ze vzorce tohoto
vyplyvé novy vyznam dopruZovaci konstanty %; znamend rela-
tivnd tu édst prdce, .o kterou tieba pii nekonetn& rychlém
protazeni drdtu vice vykonati nez bez dopruZovani, tedy préaci
vykonanou proti vznikajicimu dopruZovacimu napétf.
Jest otdzkou, zdali i v tomto druhém krajnim pFipadé

miizeme dostati celou vykonanou préci zpst. Nechme drit neko-
petné rychle protazeny ihned se zkracovati po dobu 7" podle vztahu

.
. Dosadime-li vyraz tento do zakladni podminené rovnice (2)
mdme pro okamzité vnitini napét{ dritu vztah

T ¢

dt+ nS = nEj, — (1 4 k) El".

Obecny integrét této rovnice jest
S=Cye ™ + Ei, T-t _ kEL,

T T aT
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Uvazime 1i. Zze v ¢ase ¢ = 0 bylo skutetné napéti okamhté pro-
tazeného drdtu
S, = + k) E,

miZeme urtiti hodnotu integra¢ni konstanty
' 1
C, = kEh, (1 + n‘I’)
Regeni daného pfipadu 1ze tudiZ uvésti do tvaru

nt kElo — nt
S = Fi, 1—,—+LEA — 7 (l—e )
Prace, kterou drdt pii tomto zkracovéni vykond, jest, vztahujeme-li

ji zase na jednotku objemovou

T
_ i, 1 . %k  —ar
L-—'—fs.m*dt_é-l’)o [1—-;{-—,6 +

Vyraz v zdvorce s rostouci dobou zkracovini T se zmenSuje.
Jeho nejvétsi hodnota jest pro lim T'=—=0. V tomto piipadé
jest prace, kterou pivodni jednotka objemova pii nekonetnd
rychlém zkrdcenf na pdvodni délku vyd4,

_ L=3;Ei;(1+k),
coz jest zase tdz hodnota, jako prdce na nekonetné rychlé pro-
tazeni potfebnd; mi%eme tudiZ zase povaZzovati vyraz tento za
energii objemové jednotky. Zkracuje-li se viak drat rychlosti
konetnou (7'=.0), jest vracend préce men&f. V tomto pFipads
se totiz dopruZovaci napéti relaxaci zmeniuje a kond se tudiZ
mensf prace. PFi nekoneén& rychlém zkricenf drdtu nemd relaxace
tasu, aby vzniklé dopruZovaci nap§ti zmen3ovala. Napéti pfi kazdé
deformaci pfi prodluZovéni i pki zkracovini je tudiz stejns,
proto té% prdce dritem vrdcend se rovnd prici vykonané.

Tyto dva krajni pfipady jsou viak jediné, p¥i nichZ i télesa
8 dopruZovinim dodanou praci plnd vraceji. V kaZdém jiném
piipad® vraceji takovito tSlesa prdce ménd, nez kolik bylo na
Jejich deformaci vykondno.

9* .
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8. Energie objemové jednotky deformavancho télesa. Uvahy
predesiého odstavce vedou k otézce, jak mdme definovati energii
deformovaného télesa, jez jevi dopruZovdni. Je to zajisté nej-
v&t81 price, kterou téleso mize vykonati pii pfechodu z defor-
" movaného stavu do stavu nedeformovauého.. Kdyby nebylo do-
pruzovani, byla by tato energie L vztazend na jednotku objemovou
pti vnitinim napétf S a relativnim prodlouZeni 7,

L=} 8=+ 8E =3 L%.
Ve dvou pripadech jiz jsme tuto energii~vypoletli. Je-li téleso
v katastatickém stavu, jest jeho energie
L= k)= b’/l(,,
nebof katastatické vnitini napéti jest S’ = 2,
Bylo li téleso nekonemé rychle protazeno, JPSt jeho energie

i1 ) B =1 S
nebot v tomto piipadé skute ¢ né vnitfni napéti S =+ rFi,.

Nutno uvéziti, zdali dostaneme tyZ vyraz pro energiii v obee-
ném piipads, kdyz skuteiné napéti utinkem relaxace se zmen-
§ilo na hodnotu S, tak, ze S, > 8 > S’ pii tom znamenda
S, = (1 + k) IY 4, skutetné napétf vzniklé nekoneéné& rychlou
deformaci, S’ = EA, napéti katastatické. Rozdil 6 =S, — S’
znamend okamZité dopruzovaci napéti.

Nejvétsf moznou praci dostaneme z deformovaného télesa
timto zpisobem: Piedeviim nechdme zmensiti se ptivodni rela-
tivni prodlouzeni 4, na takovou hodnotu 4,, aby se nové vzniklym
dopruZovacim napétim (oviem zdpornym) pivodni dopruZovact
- napéti ¢ pravé zrudilo. Musf tudiz byti

6 =LkE@{—4), ztehoz A =1 — o/kE.

Tim plné vyuzitkujeme dopruZovaciho napéti, nebot neponechime
relaxaci Casu, aby zmensila toto dopruZovaci napéti bez kondnf
price. PFi jakémkoli pozvolném zmenfovéni 4, jak se ukaze,
- dostali bychom vidy prdci mendf. Tim jsme prevedli téleso do
stavu katastatického. Dalsf zmenSovdini 4 vykondme nekoneinsd
zvolna, aby pfi tom nové dopruZovaci nap&ti nemohla vznikati;
pii rychlejim zmenSovani 4 bylo by vznikajici dopruzovaci na-
péti ziporné a zmenSovalo by tudiZ prdci télesem konanou.
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Préci, kterou objemovd jednotka v prvé &dsti vykond, ozna-
¢ime L,. Predpokldddme nejprve, ze se zkracovani d&je po dobu
T podle vztahu 4

. f
A =12y — (4 — 1) N

Dosadime-li vyraz tento do zakladnf rovnice (2), dostdvime pod- -
mineénou rovnici pro skutetné napéti S

as E@y —A) _ nE(y~—4)
b + nS =nEi, — (1 + k) 7 T A

jejimz obecnym integrdlem jest
8= Cye—r+4 Ei —
V tase t = 0 bylo skutetné napéti
=8 =8 4o=Fi+ kE(4, —4),
z tehoz plyne hodnota integraini konstanty s

C, = kE (4, — 4) (1 +i )

E(/z z)( ‘L,

Préce, kterou p¥i tom elastickd napéti v Jednotce objemové vy

konaji, jest
I—— fs I 4

o
Po dosazeni a provedeni integrace dostdvdme pro ni

I . 1—(14nT)e—1T
=y =20 {do 4, 2k Gy — ) T=EERD L
Price tato jest nejvétsi proTlim T — 0 a &ini pak _

Lo =3 E Q= 2) Vg4 & + k(b — 4,)].

K této praci dluzno ptipodisti druhou &dst price L,, kterou
téleso vykond tim, Ze z katastatického stavujdefinovaného relativnim
prodlouzenfm A, pfejde nekonetnd zvolna do stava nedeformo-
vaného. Tato &4st prace jest podle predeilého odstavce t4Z, jako
kdyby dopruzovdni neexistovalo, a Cinf tudiZ

Soutet obou praci L urtuje nejvé&tS{ préci, kterou obje-
movs jednotka miéiZe vykonati, a jest tedy jeji energif. Jest

L=1L + L, =3E#+ jEEG ).
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Do vyrazu tohoto zavedeme nynf za relativnf prodlouen 4, pi-
vodni napéti skutetné S, a katastatické S'. Jest podle ptredeSlého

g S, — & ,
h—h=p="0gm S=E,
nacez po dosazeni dostdvdme

I, ’
L=8%+; LE(S — 82
Vyraz tento d4 se transformovatl, pouZijeme-li je§té hodnoty
pro napéti . _
S,=+ k) E\y=(1+1k)S,
které by vzniklo nekonetnd rychlou deformaci 4, ze stavu ne-
‘deformovaného, do zajimavého tvaru _
= S h—ap G =8 &= . ©

Prvy ¢len, standveny poloviénim soulinem ze skuteiného napéti
S, a relativnfho prodlouZeni 4,, shoduje se se vzorcem, podle
néhoz lze poéitati energii objemové jednotky v télese bez dopru-
Zovani. K tomuto ¢lenu ptistupuje viak jeSté korrekce uréend
drubym ¢lenem. Tato korekce odpadd jeding ve dvou piipa-
dech. , '

1. Je-li §, = S;, ¢&ili, byloli téleso uvedeno nekonectné&
rychle'do relativnfho prodlouzeni; pak jest ovSem

L=18, 1025(1 + k) EAZ,

jak jsme- dfive nalezli. .

2. Je-li S, = &', coz znamens, e Je téleso ve stavu ka-
tastauckém pak jest zase

L—‘S'o—-aElﬁ,

jak jsme rovndz jiz difve odvodili.

Byl-li drét z rovnovdZného stavu uveden do prodlouzeni
1, a v rém po néjakou dobu ponechdn, jest jeho skuteiné napéti
S, mensi neZz napéti S, vznikajicf po nekoneind rychlém pro-
dlouZenf, ale v&t3f neZ napéti katastatické S', tedy S, > § > §';
korrekce vlivem dopruzovdni je v tomto pfipadé zaporna
) Lze. viak dosdhnouti toho, Ze S, > &,. Na pf. drét nej-
" prve stlatime (relativni prodlouzeni — 2,) a v _tomto stavu jej
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dosti dlouho podrzime, aZ nastane stav katastaticky. KdyZ potom
drdt rychle pies pivodni polohu uvedeme aZ do prodlouZeni re-
lativniho + 4,, vznikne v ném vedle katastatického napé&ti
8" = E 4, jeté dopruZovaci napéti ¢ = L. I (4, + 1)), takze
celkové skuteéné napéti S, jest '

So=Eh+k.E@G+1)=1+k Er + kEiy =S, + kEi,

vétsi neZ napéti S, piislu§né dritu uvedenému do prodlouZeni
4y z rovnovdzné polohy. V tomto piipadé jest korrekéni ¢len
ve vzorci pro energii objemové jednotky kladny. Checeme-li
tudiz veSkerou energii elastickou zuzitkovati, musime ve smyslu
pfedchozi uvahy nejprve nekonefnou rychlosti pfevésti jej do
katastatického stavu, jenZ je viak uréen zipornym prodlouzenim
— 4, a odtud teprve jej nekone¢né zvolna nechdme protahovati,
az se vrati do pivodni nedeformované polohy. Zjev tento je
v dobré shodé s pozorovinim, jak se chovd drdt, byl-li napied
vychylen na jednu stranu, v tomto stavu podrZen, pak vychylen
na druhou stranu a pustén.. Zpravidla se tento zjev demonstruje
na dritu zkrucovaném. Drat vrdti se do ptvodni polohy a
pfejde jesté na druhou stranu, pak teprve se vraci do pivodni
polohy. Drdt chovd se tak, jakoby nejprve reagoval na posledni
vychylku (pohyb zpé&tny pfes rovnovdznou polohu) a pak teprve
na predchdzejici vychylku (pohyb do piivodni polohy rovnovizné).
Vzorec (6) pro emergii objemové jednotky, i kdyZ neznamend
tplné vysvétleni tohoto zjevu, ukazuje uspoii moznost jeho (srovn.
vyklad v odst. 10).

Zavedeme-li do vyrazu () pro energii objemové jednotky
pouze veli¢iny charakterisujici okamzity stav latky, totiz okamzité
skutetné napéti S, a relativni prodlouzenf 4,, dostdvame

L—!E,{Q—}—-—l——(s —El)“—‘}E,lzﬁ—i'
T2 T 2%k T2 T 2%k

Kdyby nebylo dopruzovéni, byla by tato energie ! EA). Ve sku-
tetnosti jest vidy vétdi a to vyraz imérny Etverci dopruzovactho
napéti o, Relaxaci se viak toto dopruZovaci napéti zmen3uje a
proto energie klesd, ménic se patrné v teplo.

9. Thermodynamickd theorie xapinaného drétu. Uvahy
piedchdzejiciho odstavce vedou k pozndni, Ze déinkem dopruZo-
vani vznikaji v dratu zmény teplotni. Takovéto zmény vznikaji
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viak i v dritu dokonale pruZném; bude proto zajimavo stude-
vati napindni drdtu ze stanoviska thermodynamického. KdyZ dgat
dokonale pruzny néhle napneme, ochladi se ponékud a je
. proto jeho prodlouZeni men&1, nez by bylo beze zmény teploty.
Toto ochlazeni se tasem,vyrovnivd teplem dodédvanym z okoli;
se vzristajici teplotou se tudiZ drét dale prodluZzuje, aZz pfi vy-
rovnani teplot nabude své konetné délky. Jak patrno, prib&h
tohoto zjevu jest kvalitativné tyz jako p¥i dopruZovdni napina-
ného dratu. V tomto smyslu jevi vlastné ,dopruZovani“ i doko-
nale pruzné plyny. Pidsobime-li na pist uzavirajici ve vélei plyn
stalym tlakem, stlati se plyn nejprve adiabaticky, pfi emz se
otepli; je proto jeho zmenSeni objemové men3fi neZ podle z4-
kona Boyleova. " Teprve pozvolnym vyrovndvénim teplot se zmen-
Suje objem plynu aZ na hodnotu uréenou zikonem Boyleov§m.
Priib&h tohoto zjevu je zase zcela obdobny jako pti dopruzovani;
katastatickému stavu odpovida p¥i tom stav teplotni rovnovéhy.

. Dokonale pruZny drdt na jednom konci upevnény, na dru-
hém volny, mé délku ! a abs. teplotu 7" Na volném konci pod-
1éhd dhranému tahu . Volime li za neodvisle proménné Pa T,
jest jeho délka ! i vniténi energie U funkef t8chto proménnych.
Zvetdi-li se tah o dP a teplota o d7, zvétsi se jeho wnitini
energie jednak o dodané teplo d’'Q, jednak o vykonmanou prici
A'4; Eirkovanim u differenciaéniho znaménka budiZ naznateno,
7e piislugné vzristy velitin nejsou tplnymi differencidly. Vy-
konand price jest

A =P dl= P(-;;, T + g—,dp)_

Dodané teplo, méfené v mechanickych jednotkdch, jest

' dQ=1C.dT 4+ m . dP.
Koefficient m znamend teplo, jez je tfeba dodati dratu.p¥i jed-
notkovém zvySenf tahu, nemd-li se pfi tom jeho teplota zméniti.

_Ulohou (ov8em zndmou) bude vyéethtl toto teplo. Celkové zvy
Seni vnitfni energie jest

dU-—d’Q-{-d’A—-(C—{—P )dT—{-(m-{-P'ﬁ,)dP. .

Vyraz tento jest. uplnim dlﬂ”erenclélem, coz vede ke vztahu -
om

3P+3T 2T
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v dokonale pruzném télese jsou takovéto zmény zvratnym1
a musi tudiz vzrist entropie
aQ__C .., m
-5 =7 a1 + — dP
byti rovnéz tplnym differencidlem, coz vede k dalsi podmince
Lo _Lom: m
ToOoP  Tor TI1*?
anebo
om  oC
""'T(aT 3P)
Srovndnim této podminky s predchazejici plyne,

n’b_‘TaT'—‘an

nebof 9//d T znamend vzrist délky pii zvySeni teploty 1° C, coz
jest «l, znati-li « piisludny koefficient tepelné roztaznosti.

Pro jednoduchost predpoklddédme, Ze md drat kruhovy pri-
~ Tez o poloméru ». Napneme-li jej ndhle napétim S, (na cm?),
Je celkovy tah 7’ = r. S,; nedodime-li drétu teplo, ochladf se
z piavodni teploty 7', (Jako okoli) na teplotu 7 podle vztahu

n—n:mﬁamm_f-s ©)
Pii tom znamend s jeho specifickou hmotu a ¢ specifické teplo.
Toto ochlazenf se vyrovndvd teplem z okoli. Pii tenkém drdtu
mozno zanedbati Gtinek vedeni tepla vedle tepla zifenim dodaného.
Ponévadz jde jen o malé rozdily tepelné, jest teplo d@ zdfenim
dodané dmérno rozdflu teplot (7, — T'), mimo to povrchu 2zrl
a dobé dt tedy

dQ =K .2rl (T, — T). dt, -

znalf-li K konstantu dmérnosti. Timto teplem stoupne teplota
dritu o dT podle vztahu

dT = Q _ 2K

wrilse — yup Lo — 1) - dé
Integrac{ této rovnice dostaiv:ime pro tasovy vzrist teploty
2Kf

_T———T—-konst e o, -
V tase ¢ =0 byla teplota drdtu 7'=— T, urlend vzorcem (7)

z tehoziplyne

oT, .
TO—T—:’S'?'-S.-B rec ,
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Délka dratu v lase ¢ jest pak g
l=1, [1—a(7‘0— DI+ 5

az_'[’o Lt
anebo =1, +I Ty . .S, e rse
: s

Relativni prodlouZeni dratu L vzristd tudiz s dobou tpodle-
zédkona

— [N 2K . ) . .

l lol —SJL ascTo Speree t; (8)
coz je vztah shodny se vztahem (4) odvozenym v odst. 6., podle
néhoZ roste relativni prodlouZenf dratu napiatého pti dopruzo-
vini, aZ oviem na vyznam konstant.

Uvedend tvaha vede k otdzce, neni-li dopruzovani vibec
jenom zjevem thermodynamickym. Pak by pro konstantu dopru-
Zovéni % plynulo ze srovndni rovnic (4) a (8)

ko« T
1 + k— se
Propotteme velikost konstanty % pro stifbro, jez jevi zi'etelné:
dopruzovéni, a to pro teplotu 18°C, tedy 7'= 291°. Podle Va-
‘louchovych tabulek jest:

A=

«a=184.10"" s= 105 L
em?® .
E— kg ___N36 londyn
CT"
c=0 55ﬂ’7——-00” £2.10" 2L
Stuper stuper

Z hodnot t&chto plyne
k=3.10"°

To znamend : napiaty drat stifbrny protahne se Gtinkem ochla-
zeni ihned o 3°/,, ménd, nez kolik by pHsluselo danému napéti
pii nezménéné teplotd; s rostouci dobou se pak protahuje podle
exponencidlnitho zékona (6), aZz se toto 3°/,, zmenSeni vyrovnd.
PHmé méfeni e protahovani drdtu stifbrného nebyla dosud
kondna a nelze tudf# rozhodnouti ofizku o thermodynamické po-
vaze dopruZovdni. Autor soudi, Ze toto ,thermodynamické* do-
pruZovéani jest jen men&f ¢dsti celého pozorovaného dopruZovéni-
Nebot drat jevi dopruzovani také pii zkrucovani. PFi tom vznikd
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v ném ovSem také nepatrnd zména teploty, jeZ viak miZe miti
vliv pouze na jeho délku, ne vSak na zkroucenf. DopruZovéni
zkrouceného dritu tudiz thermodynamicky vysvétliti se nedd..

V jedné véci se viak. ,thermodynamické dopruzovani lisf
od ryze mechanického dopruzovini. Pro relaxaéni rychlost n
,thermodynamického* dopruzovéni plyne ze srovnini vzorci (3)
a (6) -

. n_ _ 2K
1+kT  rsc .
Je tudiZz relagxacni rychlost ,thermodynamického“ dopruzovéni
neptimo \mérnd tloudtce drdtu. To jest oviem pochopitelno, Drit
ptijimé z okoli teplo svym povrchem, tedy G4mérné poloméru, a
timto teplem se otepluje cely jeho objem umérny dvojmoci po-
loméru. Pri tlustsim dratu postupuje oteplovani tudiZz volné&ji
(neptimo tmérné s polom&rem). Podle mechanické theorie do-
pruZovin{ nez4visf viak rychlost relaxaéni na poloméru drétu.

10. Drat protadeny a pustény. V praksi pozoruje se do-
pruzovani zpravidla tim, Ze se drit uréitym zptsobem deformuje
(obytejné zkrouti), v této deformaci se po jistou dobu udriuje
a pak pusti. M&ff se v jednotlivych dobdch jeho odchylky od
plvodni rovnovédzné polohy. Takto na p¥. studoval Rehkuh?)
dopruzovani pfi torsi stiibrného a sklen&ného vlakna, Tobusch
(1. ¢) pFi torsi ocelové spirdly, coZ ovSem znamend ohyb dratu.
Budeme fesiti tento pfipad jako dosud pro podélné protaZzent
drdtu, o

Drit dokonale odpotinuty budiz protaZen na relativni prodlou-
zenf 2, a budiz v této deformaci udrZovdn po dobu 7. Za pfed-
pokladu okamZzitého protazeni dritu jest ¢asevy prib&h vnitfniho
napéti S dratu uréen vzorcem (3) odvozenym v 5. odstavei

S = E), (14 ke—nt),
a jest tudiz po dob& T
S, = Ei, (1 + ke—=7).
Je-li nyni drat -pustén, vznikne v ném ovSem podélné vinéni,
k némuz viak pkihliZeti nebudeme a omezime se zase na ,pseu-
dostatické* feSeni. Za tohoto piedpokladu po pustént.drat se ihned
%) F. Rehkul, Wied. Ann. 5. 476. 1888.

\
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zkrdti tak, %e jeho relativni prodlouZeni jest pouze 1, a skuteéné

vnitfnf napéti se zmend¥i na nullu. Musi tudiz platiti vztah
So=QA+%) E@G— 7)),

z tehoZ plyne

— — T ‘h_‘. —nT
=i, — 1+L(l-H )._H_]( et

Da]si zkracovani drdtu stanovi zdklalinf rovnice (2), polozime-li
v ni skutetné napéti S rovno nulle, tudiz

. A+8% 1 w=o.
Citame-li ¢as od puéténi drétu, dostdvdne integraci
- 2 —n o
A=1, ¢ iFE 1:_L(l— Ty

Podle této rovmnice ma se tudiz pustény drat vraceti do
plivodni rovnovazné polohy. Skuteénd méfeni, kterd konali Reh-
kuh a Tobusch, v8ak jevi odchylky od tohoto zikona.' Pro-
polteme-li z prvych tasovych pozorovini kterékoliv jejich serie
konstanty vzorce, ukazuje se, e v dalsi dob& priblizuje se drat
8vé rovnovdzné poloze volnéji, nez z4d4 theorie. Nenf oviem ne-
snadno nalézti pii¢inu nesouhlasu. Aby totiz odstranili utinek ru-
§ivy vznikajicich kmitd, uzivaji pozorovatelé silného tlumenf, ¢fmz
se oviem pribéh zjevu zna’né pozméni. Tobusch na pf. po-
uzival pk torsi ocelové spirdly (tedy ohybu ocelového drétu)
zndmého vzduchového tlumeni podle Toplera. V bubnu rozdé-
leném ttyfmi piitkami sahajicimi skoro do stfedu pohybuje se
kiiz slozeny ze ttyf kiidel, jeZ jsou jen o mdlo menif neZ vnitiek
bubnu. Za takového pomérné volného pohybu jest odpor vzduchu
zptisoben hlavné vnitfnim tfenfm a je tudiz dmérny prvnf moc-
ning rychlosti. Pak ov8em pii puSténi drdtu nemiiZe nastati
piisluind novd poloha okamzité, nybrz ulinkem tlumenf zmen-
Suje se celd plivodni deformace jen postupné. Proto na po&dtku
Ppozorovani jevi se skutetné zmenSovdni vychylky vét3im, neZ
by bylo pfi pouhém dopruzovdni, jak také 'z jejich pozorovéni-
vyplyva.

Propotitdime proto vySetfovany piipad se zfetelem k tlu-
meni. Misto relativnfho prodlouZeni 4 nutno zavésti dchylku od
Tovnovdzné polohy u, jeZ jest imérnd relativnfmu prodlouZenf,
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tedy A ="C'.n. Po pusténi drdtu ‘urlen jest jeho pobyb zase
zdkladnf rovnicf (2), ale vnitini napéti S neni nullou, nybrz rovnd
se vn&jsi sile, t. ) odporu vzduchu, tudiz
du
dt
Dosadime-li tyto velitiny do zakladni rovnice (2), dostdvdame po-
hybovou rovnici
2 du du
‘Z:: An =14 b B C 5 4 nECu
anebo, oznatime-li pro stru¢nost m — E( //I
d*u

qit + [ —{—(1+A)17z]~—+n1nu__0

Rovnici této vyhovuje obecny integril tvaru
w= K& + K", 9)
pii ¢emZ hodnoty r, a », jsou kofeny rovnice
— w4+ A+ 2)m]r+4 nm=0.
Oba tyto koteny jsou vzdy realné a kladné. Predpokldddme-li,

7e konstanta dopruzovéni £ je mald, dostivdmme misto nepfehled-
nych vzorci obecnych prvé pribliZeni

r="m (1 — ~~{01'L), rg = m (1 + )
m—n m—mn

Konstanta » charakterisuje tlumeni, konstanta » dopruZovani.
Jak patrno .z obecného vzorce (9), kaidy z obou zjevi pro sebe
by zpisobil, Ze by se pivodni vychylka w, zmenSovala podle
exponencidlni funkce ¢~ ™. P soutasném piisobeni obou p¥itin
zmenduje se tudiZ pivodni vychylka podle souétu dvou expo-
nencidl, ale koefficienty u tasu ¢ jsou pondkud jiné; korrekénf
tleny s koefficientem 4 ve vzorcich pro r, a r, stanovi wéinek
vzdjemného pisobeni obou zjevii. Vzorec tvaru (9) odvodil ze
svich pokusi Neesen'®), coz tedy potvrzuje tuto theorii, Kri-
tické zpracovani dosavadniho materidlu pozorovaciho podle této
theorie a pfipadné doplnéni vlastnimi pozorovdnimi ponechdvé
si autor pro préci zvlastni. ‘

Bylo jiz v odst.. 8. ukédzdno, e lze dosdhnouti toho,
ze polatetni vnitinf napéti S, miZe byti vét8f neZ napéti

S = —

10y F, Neesen, Pogg. Ann. /53. 498, 1874.



142

S, =1+ k) I4,, jez p¥isludi drdtu z rovnovazZné polohy
nekonetné rychle protaenému. Staéi podrobiti drat (nebo ty¢)
pted tim dosti dlouho trvajici vichylce opatného sméru. V tomto
-pHipadé vyplyvd ze vzorce
=14k E @ —1)

pro A, hodnota zdpornd. To znamend, ?e takovyto drit ihned po
pusténi pfejde pies rovnovdznou polohu do vychylky opacného
sméru a odtamtud ‘teprve zvolna se vraci k pivodni rovnovdzné
poloze. Tim je tedy zpétnd vychylka pri dopruzovani experi-
mentelné zjisténd touto theorii uspokojivé vylozena. ‘

11. Vynucené kmity. Na volny konec tyée pusobi ve sméru
podélném periodické napéti S uréené vztahem

S = A sin Nt,

v némz N znamend 2n - ndsobny kmitolet, coz budeme na-
zyvati frekvencf. Omezime se zase na t. zv. ,pseudostatické“
feleni tim, Ze nebudeme piihlizeti k vlastnim kmitim tyce.
Kdyby nebylo dopruZovéni, bylo by okamzité relativni prodlou-
Zen{ A= % sin N,
ity¢ by konala soudobé kmit} s amplitudou A4/E.

Pfi dopruzovani jest tento d&j charakterisovin podmined-

nou rovnici
A+ B E D nBr= 4 (n sin Net- N cos N),

jiz dostdvame po dosazeni do zdkladni rovnice (2). Za ptedpo-
kladu. ze ty¢ byla pivodné nedeformovédna a dokonale odpoéata »

jest Fefenfm v tomto piipadé

4 —a1t .9 2T e AT
(1-I—lc)“E( T NY {knNe "% [n} + (1 + k) N*] sin Nt +
— knN cos Nt},
Pfi ¢emz zavedeno zkricené oznaleni
14k .

Ty¢ kmitsd se stejnou sice penodou, ale s fazovym zpoZdénim
kolem stfedni polohy, jeZz nesplyvé s pivodni rovmovéZnou po-
Johou. Stfedni poloha kmitd urlena jest neperiodickym ¢lenem;
8 rostouci dobou bliz{ se podle exponencidlniho zikona pidvodni
Tovnovdiné poloze. Tato odchylka stfedni polohy zplisobena jest

. \



143

potdtetnim impulsem ‘sily (asi jako nutaéni vlnky pfi studiu
praecesse). Ponévadz relaxatni rychlost » jest mald proti frek-
venci N (nejedna-li se o velmi volné kmity), jest tato odchylka
také velmi malou. P¥i ustileném stavu ostatnd mizi, proteZ k nf
nebudeme v dal§im ptihliZeti.

Znamend-li B amplitudu vynucenych kmltu a t, fizové

zpoZdéni (tasové vyjidfend), lze psati periodické éleny ve
tvaru

‘ A= Bsin N(t—1t,).
Ze srovndni obou vyrazi plyne

4 |
B =g e [+ N RN 4 kAN
kNn
NS A+ B

Za ptedpokladu, ze dopruZovaci konstanta % jest mald a Ze re-
laxalni rychlost » je proti frekvenci N rovnéz velitinou malou
prvého fidu, dostdvdme v plném pfibliZent

A _kn
“TENE Nto =R -

Anplituda vynucenych kmitd je v poméru 1 : (1 4 %) men3i ne%
v piipadu, kdyby nebylo dopruZovéni. Vyraz N¢, znameng fizové
zpoZdéni vyjadiené thlem v mife obloukové a jest patrnd veli-
¢inou malou druhého Fddu. V prvém pfiblizeni lze je tudiz
zanedbati; ty® kmitd. p¥iblizné bez fdzového zpozdéni.

12. Zdkony doprudovdni pFi obecné deformaci. Dosud jsme
uvaZovali pouze deformace urtené jedinym parametrem, za néjz
Jsme zvolili relativni prodlouZeni. Ukolem dalgim bude zevge-
obecniti tuto theorii na ptipad libovolnych deformaci, uréenych
6 deformatnimi slozkami

__Ou o __ow
<=5 yf__“ay’ “=7
v , dw qu __du _, v
ﬁ+5§’ #x 3x+3.z x«"—ay—l—Bz

Pfi tom znamenaji u, v, w slozky vychyikjf'bodu z, Y, 2 7 TOV-
novazné jeho polohy, vzaté ve sméru soufadnicovych 0s. Ome-
zime se pfi tom na t&lesa isotropickd.
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Pii dané deformaci jest soustava skutednych napétf

uréena rovnéz 6 slozkami

X,Y,2,Y=Z,Z =X, X =Y.
Pii tom znamend X slozku sily ve sméru X pilisobici na jednotku
plochy, jejiz vnéjsf normdla md smér ». Jsou tudiz X, Y , Z,
normélni napéti, Yz,Zx,Xy napéti tangendéni neboli‘stfiz R

V télese pruzném bez dopruZovéni tato napéti jsou jedno-
zna¢né uréena slozkami deformaci, tudiz pfi stdlé deformaci jsou
také stdld. Ale v télese jevicim dopruZovdni tato napétf i pii
stdlé deformaci se méni, bliZice se s tasem jistému konetnému
stavu, jejZz nazyvame katastatickym. Slozky napéti v katastatickém
stavu oznatime zase Cdrkovdnim, tedy

X, Y,z,Y, 2, X .

Jediné tato katastatickd napéti jsou jednoznadng uréena
deformaénimi slozkami z .., y, ... Rozdily napéti skute¢ného
a katastatického nazveme zase slozkami dopruZovaciho na-
péti a oznalime je Feckymi pismeny, tedy

» =X —X_,..,n=Y —Y ... '

Pro mathematickou formulaci zakoni dopruzovdni utinime
jednoduchy predpoklad, Ze soustava skute&nych napéti blizi se
stejnomérné soustavé katastatickyoh napéti, je-li deformace
udrzovdna stalou, a to s rychlosti dmérnou velikosti dopruzo-
vacich napéti. A ddle, Ze pii nové deformaci télesa vznikd novéd
soustava dopruZovacich napét{ dmérnych napétim katastatickym.
To znamend, Ze pro kteroukoli slozku dopruZovacfch na-
péti plati tyz zikon T :

do=—mn.odt+k.dS,

ktery jsme odvodili pro zmé&nu dopruzovactho napéti v odst. 4.,
a ze konstanty » a & maji vZdy touZ hodnotu. Sprivnost
tohoto posledntho piedpokladu nutno oviem odivodniti. Z pojmu
isotropického télesa ovSem vyplyvé, Ze pro viechna 3 napdti
normalni musi platiti tyz zdkon s tymiZ konstantami, nebof nenf
divodu pro opak. Ale bylo by myslitelno, Ze pro napéti tan-
gentni plati sice podobny zékon, ale s jinymi konstantami »
a k. DokéZeme, Ze by takovyto pfedpoklad vedl k rozporu.

Mé&jme na mysli téleso dokonale odpotinuté, jez ve dvou
smérech navzdjem kolmych protdhneme a ve tfetim sméru kol-
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mém k obéma predeslym stlatime. Tyto tii sméry jsou pak sméfy
hlavnich napéti, z nichz dvé jsow kladnd (na pf. X a Yy) a

treti zdporné (Z)). Skuteénd napéti jsou pak

X =X +4+§&=X_4rX' =(1+4+kX,
podobné )
Y =(1+k Y Z =(14kKZ,

a dale jest

Y=Z =X =0.
Ze znédmé tuvahy pomoci tetraedru Cauchy-ova vyplyvd, Ze
slozky napéti pisobictho na plochu o vnéjsi norméle n jsou li-
nedrnou funkei téchto t¥i napéti, v daném p¥ipadé

X, =X, .cosnzx, Y =7Y.cosmy, Z,6=2Z,.cosnz

V tomto pfipad®, kdy jedno z hlavnich napéti mi opiéné zna-
meni nez druhd dvé, existuje v télese t. zv. st¥izny kuZel té
vlastnosti, ze kazdd jeho tetnd rovina podléhd pouze napéti tan-
genénimu (napéti normalni rovnd se nulle). Ostatné lze existenci
takovychto ploch odvoditi jednoduchou dvahou. Mé&ni-li se nor-
mdla plochy spojité ze sméru osy X do sméru osy Z, musi pi-
vodni kladné napéti (normélni) piejiti do zdporného napéti (zase
normélniho). P¥i pfechodu tom musi tudiZz existovat plocha, na
niZz jest normdlni napéti nullou a na niZ plsobi tudiZ pouze na-
pdti tangenéni (od nully odli$né). Velikost tangenénfho napétf
T na tetnou rovinu stfizného kuZele jest linedrnou funkei hlav-
nich napéti a musi tudiZ pro né platiti ‘
IT'=QQ4+%.T,
znamend-li 7' zase katastatické napéti tangenéni. Tim je tedy
dokdzdno, 7e pro tyto plochy a z diivodi isotropie pro vSechny
plochy konstanta dopruZzovaci & musi miti pro tangenéni i nor-
malnf napéti hodnotu touz. Jind hodnota odporovala by rovno-
vdZznému stavu tetraedru Cauchy-ova.
Obdobnou Gvahou dokdZeme totéZz i pro relaxaénf rychlost

n. Vzbuzenou deformaci udrzujeme nyni stdlou. Hlavnf dopru-.
zovaci napéti zmen3ujf se pak s dobou ¢ podle vztahu

Ex = (§x>° * e_nt = kX,x * e—n‘
10
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a jsou tudiZz skutetnd napéti v Case ¢
X =X +t=X A4k e"=X_(14k™)
podobné
=Y (1+k™), Z,=2,(1+k"™)-
Na kazdou tednou rovinu stfizného kuZele pisobi tudiZ pouze

sttizné napéti 7, jeZ je linedrnou funkei hlavnich napéti musi
se tudiz zmenSovati s dobou rovnéz podle vztahu-

T=1T (1+ ke™),
coz znamend, Ze relaxaéni rychlost » tangenéniho napéti je stejnd
jako pro napéti normélnf.

Vysledkem této tvahy jest dulez1ty poznatek, Ze dopruzo-
vinf isotropického télesa jest charakterisovino pouze dvéma
konstantami % a ». Z nich dopruZovaci konstanta % znameni
velikost dopruzovacfho napéti vznikajictho tim, Ze katastatické
napéti ndhle vzroste o jednitku. Relaxaénf rychlost » znamend pak
rychlost, s jakou se dopruzovaci napéti zmen3uje pii jednotkové
velikosti; pfevratnd hodnota z = 1/n znamené relaxaéni dobu, za
kterou pii stilé deformaci klesne ptivodni dopruZovaci napéti na
1/e &4st své hodnoty (e zdklad pfirozenych logaritmi).

13. Zdkladni pohybové rovnice pii obecnych deformacich.
Podle pfedeslého odstavee plati pro kteroukoli slozku napéti
skutetného S a katastatického S’ vztah

Al —8)=—n(S—8).dt +%.dS
anebo

w0 =ns (141D (10)
Pii tom katastatické slozky .S souvisi s deforma&nimi slozkami

podle tychz vztahii jako v obydejné theorii pruZnosti.

Budtez u, v, w slozky vychylek bodu (z, y, 2) v tase t.
Relativni prodlouZeni ve sméru os jsou pak
wo o dw
w T AT
a tedy relativni zvétSeni jednotky objemové

t=z 4y, +2 + +M-

mx:
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Relativni zmény pravych dhli mezi sméry, jeZ pivodné souhla-
sily s osami soufadnicovymi, jsou

o |, dw __dw  ou . _ou , 0v

yz:zy:’bé —a—y—’ Zx-xz_ﬂ'_'—&;, xy_yx_@+a_x

Témito 6 deformatnimi slozkami jsou uréeny slozky katastati-
ckych napéti. Katastatické napéti X' pilisobf ve sméru osy X
relativni prodlouZeni velikosti X';/F, ve sméru. druhych dvou os
stejnd relativni zkrdceni — uX'y/E; podobn& napéti Y’, a Z',.
Pti tom znamend F modul pruznosti a x Poissoniv koefficient
piiéné kontrakece. Jsou tuliz celkové relativni prodlouZeni ve
sméru 0s

1
2, =5 (X —pY', —pZ')
1
y,=5 —uX + Y —pZ)
L . Lo
zz:F(—MXlx_'qu_i_Zz)' .

Settenim dostdvdme vztah

I= 1 ;;,% O

znamend-li ©' invariantni soutet napéti
O=X,4+Y +2,

Z ptedchozi rovnice plyne
0=

E__ .
1—2u
Vztahy pro relativni prodlouzeni moZno psiti ve tvaru

1 Q q 1+l'l' 4 “'
xx:f[(]-""!‘)Xx‘—l‘@]: E X‘—l—ﬂa’

z tehoz plyne
x = +E o 9l=
T R =T
— F oo, w qow, v, 0w)
—1+y[ﬁ+‘1’—2y(am+ay+az)]

a podobné dvé rovnice pro Y’ a Z',.

(11)

10*
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Pro katastatickd tangenéni napéti plati podobné tytéz vzerce
jako v obyfeiné theorii pruznosti

, E _E D) ;
Yo =5y ¥ _2(1+u)(bz+3y) (12)
a podobné' dvé rovnice pro Z', a X' . :
RovnéZz pohybové rovnice elementu prostorového jsou tytéz
jako v obyéejné theorii pruZnosti, ale musime do nich dosaditi
skuteénd napéti X ,.., Y,... Znall-i X, Y, Z slozky
vnéjsi sily pisobici na jednotku objemovou a o specifickou
hmotu, jsou tyto pohybové rovnice
u X,
¢ gtﬂ =X+ % +

a podobné dvé rovnice.

Do t&chto rovnic dluzno nyni misto skuteinych napéti za-
vésti katastatickd napéti a za n& pak podle vztahé (11) a (12)
dosaditi parcidlni derivaci vychylek.

Differencujme rovnici (13) podle ¢asu a pfidejme k ni
touz rovnici ndsobenou relaxalni rychlosti », coz symbolicky
vyznatime

+ Bz (13)

9("+§?)%Z“('°+az)x+(”+ \,K +ﬁa§y Ba}:)

Pro kteroukoliv slozku napétf plati podle rovnice (10) za- teho7
symbolického oznateni

( +:¢)X —[n+(t+m_]

Po dosazeni tudiz dostivdme
’a"lt 'a
("+at)at* “("+a—t)x+-
X', X X,

["‘Hl +H at]( +"Tyy' + '5?)'
Za Kkatastatickd napétt dosadime nyni slozky vychylek podle
vztahdi (11) & (12). Po malé dpravé z nich plyne

X, | IX', | X E T 1 30}
0z + 9y + az —z2d+ )Ld +1—‘2P3x
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wijeme-li pro strutnost La placeova symbolu 4 k oznadeni

b“u 2u 0%
Au=5—4 + s+ == St
Po dosazeni dostdvime konecné pohybové rovnice v obecném
piipadu p¥i dopruZovani

(""’ )g: ("+aat)X+

£ 1 129
+2(1+M)L"+(1+lb)3—tﬁ _du‘+l'—2uﬁ_’
‘ 2\ 0% 4
g{n-Jr-ﬁ)W—(" _|_:[)_t)Y+
E i 21T 1 29 !
t o O Pw ||t gy [ 49

\”"*'a )gelf“( +§Z)Z+

-

E 0
o1, )[""’(1"'7‘)3:‘”‘4 +1 % az]

v nichZ znamend jako dfive
'bac + + 2z

14. Podminky poédteini o povrchove. Zskladni pohybové
rovnice (14) pro vychylky pfi dopruZovdni jsou linedrni parci-
dlni rovnice tretiho fddu. Aby byl jimi problém uréité definovén,
musi byti ddny téZ jednak podminky Casové, jednak podminky
povrehové. '

V libovolném &ase, jejz zvolime za politek Casovy, tedy
pro ¢ =20, musi byti ddn cely pohybovy stav télesa, t. j. vy-
chylky, rychlosti a zrychleni kazdého bodu, tedy

Uy Vg, Wy = f (2, Y, 2),

(g_?); (g?)o’ (Bw) =h @ 2),

%\ (2% /0w

(’at) (at'z) (at!) /2 (‘T7 y’ 2),
pii ¢emz ovSem kazdd funkce ma pro rizné vychylky rizny
tvar. Proti obylejné theorii pruznosti jest novou podminka, Ze
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musi byti ddna té% zrychleni. Z ryze mathematického stano-
viska je to oviem samozfejmé, ponévadZz pohybové rovnice jsou
v tomto pfipadé tfetiho Fddu. Jest vSak dobfe uvédomiti si
fysikélni vyznam této nové podminky.

Pohybovy stav télesa, nejeviciho dopruZovéni, jest v urci-
tém &ase stanoven pouze rozdélenim vychylek a rychlosti. Zrych-
leni kazdého hmotného bodu jest pak jednoznacné urceno vnéj-
§imi silami a vnitinimi fhapétimi, jeZ jsou jednoznatné urlena
deformacemi télesa, tedy rozdélenim vychylek. V. t&lese jevicim
dopruzovani jsou vSak deformacemi, tedy rozdélenim vychylek
urtena pouze katastatickd napéti. Vedle téchto katastati-
ckych napéti jsou v8ak v télese podle na3i theorie jeité dopru-
zovaci napéti riiznd podle deformaini cesty, na niZz se téleso do
danych deformaci dostalo. Podle velikosti téchto dopruZovacich
napétf mize tudiz v télese i pfi stejnyech vnéjsich silich i pfi
stejnych deformacfch byti celkové zrychlenf rizné Je tudiz
tfeba zndti, jakd jsou skutetns zrychleni v urtitém case, coz
pravé vyjadfuje tfeti serie poldte¢nich podminek. Dalf zmény
zrychlenf jsou pak jiz pohybovymi rovnicemi (14) jednoznain
stanoveny. '

Kdyby nebylo volného povrchu, uvedené tii serie polatet-
nich podminek by zarufovaly jednoznatnost feSenfi, nehledime-li
k moZnému rovnomérnému pohybu télesa jako celku. Dikaz lze
vésti obdobnym zpisobem, jak v dal$im piipadé naznalime.

Na volném povrchu télesa musi byti mimo to zndmo bud
rozdéleni vychylek v kazdém C¢ase nebo rozdéleni vn&jsich po-
vrchovych sil v kazdém case. Jsou oviem mozny také smiSené
podminky tim, Ze na jedné Easti povrchu jsou dény vychylky,
na ostatni ¢dsti povrchu vnéj§i sily jakozto funkce Casu (na pf.
téleso na jedné 4asti upevnéné, na ostatnim povrchu podrobené
vnéj$im sildm).

Mathematicky pristupn&jsi je prvy piipad, kdy jsou na po-
vrchu ddny vychylky «', »’, w’ jako tunkce ¢asu a polohy. Pfed-
poklddejme na okamzik, Ze by existovala dvé riznd feenf u,, v,,
w; & #,, vy, w, vyhovujici vSem podminkém i pohybovym rov-.
nicim. Pak FeSeni rozdilové »

U= Uy — Uy, v=10 — v, W= W, — W,
vybovuje rovndz pohybovym rovmicim, dosadime-li v nich za
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 vyngjii sily X, Y, Z nullu, nebof ty rovnice jsou linedrni. Ddle
je na celém povrchu pro kazdy &as

u =0, v=20, =10
av tase t = 0 je viude

U 'u
wu=209,.., (b—t)o:o"" (W‘>0=0,...

Jsou tudiz v pohybovych rovnicich v &ase £ = 0 vSechny Cleny

%u 2% w

nullou aZ na ¢leny 375 jez tudiz jsou také nullou.

37 3’
r . . . %u 0%
To znamend, Ze v ¢asovém elementu d¢ druhé derivace 377 377

2

3t“
mi i veSkeré parcidlni derivace podle koordinat. 7 toho plyne,
7e 1 po Ctase dt jsou zase tfeti ¢asové derivace nullami, proto i
v dal8im &asovém elementu vychylky i viechny jejich derivace
zustdvaji nullami atd. Z toho plyne, Ze toto rozdilové Fefenf zistdva
stile nullovym ¢ili Ze ob& pfedpoklddand Fedeni jsou shodnd-
Uvedenymi podminkami je proto jednoznatnost ieSenf zarulena.
Znainé slozitdjsi je druby mozny piipad povrchovych pod-
minek, kdy jsou diny v kazdém Case vné&jsi povrchové sily
X, Y, Z_ pisobici na jednotkovou plochu povrchu, jehoz vnéj3{
normdla md smér ». Volme si na pbvrchu tenkou desti¢ku o ne-
koneéné malé ploSe, proti niz viak tloudtka dn a tedy i pldst
Je nekone&n& maly. Nemd-li se tato destitka dostati do pohybu
s nekone¢né velkym zrychlenim, musi vnéjsf povrchové sily piso-
bicf na vnéj§i zdkladnu rovnati se vnitfnim skutetnym sildm,
pisobicim na druhou zdkladnu destitky. To vede k povrchové
podmince
X, = X_.cosnx -+ X . cosny + X . cosnz (15)
a dvéma obdobnym rovnicim. Skuteme vnlti‘ni sfly X, atd. jsou
8 katastatickymi silami X’ atd. vdzany vztahy

X, 3)&'
S ANy (16)
a podobnymi 5 dal§fmi rovnicemi. Teprve tato katastatickzi na-
pétf X' atd. jsou uriena vychylkami na povrchu podle vztahi (11)
a (12) predeslého odstavce. ObtiZe mathematické zplisobuje, Ze

se nezméni, zistanou tedy vesmés nullami a jsou tudiZ nulla-
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se miZe na povrchu méniti smér normély. Nelze proto piimo
eliminovati x rovnic (15) a (16) skutetnd napéti- X_atd., aby-
chom dostali pak pomoei rovnic (11) a (12) povrchovou podmin-
ku mezi vnéjSimi povrchovymi silami X, ¥, Z a vychylkami
povrchu u, v, w,. Povrchové podminky ]sou v tomto ‘piipads
vyjadieny souborem rovnic (15) a (16) ve spojeni s rovnicemi
(11) a (12). Pouze v piipadé, ze by povrchovd norméla zacho-
vévala stdle tyZ smér, lze z uvedené soustavy eliminovati sku-
tend napéti i katastatickd napétf, ¢imZ dostivdme t¥i povrchové
podminky vizief vychylky na povrchu s vngj§imi povrchovymi si-
lami. V tomto p¥ipad® ize také obdobnym zpisobem jako dfive
dokézati jednoznalnost feleni. (Dokonéeni.)

Prispévek k theorii ochlazovani desky.
Napsal Ph. Dr. Karel Teige.

- Jest najiti rozdéleni teploty v desce tloustky d, je-li veli-
¢ina a v rovnici pro teplotn »
% u ' :
2 —
a®(z) =2 =3 1)

funkei vzdalenosti od kraje desky x — 0,-a jsoa-li mista x = 0O
a = d udrZzovina na teploté nullové a je-li ddno rozdéleni
.teploty v Case t = 0 :
ut—y= f(x) .
Re8me rovnici (1.) methodou separaci proménnych. Polozme tedy
‘ v=X.T,"

¢imZ dostaneme rovnice

d’X, _ ¢a dTn __ e T

dz* —a’(x) “" dt T "M

Integrdly rovnice prvé mozno psiti ve tvaru

‘1)—1+fda:1f d.c2+fdx,f dx,,fdacsf
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