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Piiloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky,

0 transformaci rad v fady rychleji konvergentni

se zvlastnim zretelem k zobecnéné harmonické
v 1y ® 1
radé Ru,s) = v ————
CROI= 2wy
Pise M. Lerch v Brné.
(Pokrac¢ovani.)

Obecny princip uzité transformace spotivd v rovnicich

R=237(), §= “ll 1 ) — [f(v + %) —f(v— %)] } )
f("’+%)-—f(w————1 \z—f’(a/)_’_ri"_(f_) f(ﬁ)(”)_‘_

2 T5 51
S=R+f(); f(=)=0. (7%)
Pro fadu R=23(—1 1
zavedme . 1 ‘ '
. v[ ﬁvﬂ§)+f@+~§q
§'=231|r0— : o
natez S'— R +f(%)

9 -

Obecny' tlen v fade S o

fre) )

» = 9127 +, 4128 LR

t. j. fada S’ konverguje stejné rychle jako
Zf" ).

Tim dospivame k transtormatni methodé"
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pii éemZ pravd strana vznikla z Fady
1 1 1 2 -1, 1 a
—y (g Ee v (=) @
a difference se vztahuji k piiristku 4»r = 1.

V (8) miZeme fadu v pravo pfetvofiti opét dle vzorce
(8%), takie

TP 1 1 1 ! 1
Senr=— gt (g) g () TAO+
+ 318 ) (8"
Dle toho nalezneme na pf. pro f(z) -_——i—:
2= !
T “1+*“§4+12<23 -

1 1 1

.6.7. 8+6 7.8. 9.10—8.9.10.11.12+"')’
s péti éleny v zdvorce tak
: log 2 =069314.

Transformujeme-li pravou stranu (8) stile dle téhoz vzorce (8),
obdrZime

( - Eenie=
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Bt
(D) ot
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524”)f )

2" 2

1 = Y 9n n »
g E a4

stdle za podminky dw_—_—iL v symbolech 4*f (x).
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Pro f(#)=—,
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2 ==+ 53—t 120 T 1008 o
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—&720 T 15840 102960 T 240940

12 T
Ty

Yolme £ (x) = (u -+ z) ", tedy
s (=10 _2 1 > 1

2 B ' s _
VIO=2 =3 (u+2vs U (u2r—1)
|l (14-2{-2 ) /“ — g)}—F(S,?()

Fs)=— o (u -+ é—) -+ ,.24 a° (u + -;»)—s——_% J“(u +1)—s,

1, R WA A 3\
+54 (u+1) -—8~A (u.+‘2) +54 (u+ 2)

1 s 1 5\"*
- 1646(1¢+2) —dg( +2) *“'——d (’M/—{——z—')
1 eyl BV
+gg A+ 2) (10)
pii ¢emi
1
du_.—é—.
Patrng
! . 1
F(s;u )= —Y(s, ) — ———;
(3; =+ 1) : (S, ) (u+1)s'

fada konverguje pro viecka s a zakondi se pro (s = —m) zi-
DOI‘na celistvd s; 17(s, u) tu ptechdzi v polynom. Totéz zjistime
. 11*
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0 R (u,s); rovnice
1

R(u,s):-l~‘+R(u+1,s), R(u-{—.75,3)d:c—_———*ih;:1
u ' (s—1Du
L]
pfejdou pro s =—m v
Ru-+1,—m) = R (u,—m) — u”,
: m+1 '

"

fR(u—{—a‘,—m)dx—_—— .t
0
a z téch vychazi, Ze — R (u, — m).je Bernoulliiiv polynom

R (u,—m) = — S: (%).

Zaménime-li v (10) » za » — 1, mame pak (‘7“:‘;‘>
l
() (g
=\ =

S WY S U UV SR Qg
——“2‘(“““9“)**"( ‘2) T4

1 r J 1 -
T *%‘”‘(“+—)+‘§46(u+7 — (11
A“(u—{—l) + 45(u+1) —
Pomoci vztahu S*( )—‘—S K“-i- 1)_S (u)
m 9 9 2m

pak méme

S*(““)—Si(i)=s—:~@ -5
P\ 2 "\ 2 2" "\ 2
a zmimi vyraz
m+l 1 m )Bv —uti—ty
w) m +1 T—?Qg, ) (21’—1 _é—;w
podd tedy

S"(u;—l)' § (2)2

u” 1 ( m )( )B m 12y
=— 4 —-3(—1 — ¥ :
gmt + 2" —1 2.3, ) 2v—1 2 1 P
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Rovnici (11) mozno tedy pséti

m
u

. v m 2y B,, m4-1—2v

i 3 (— P g v =
R e T [V
1 1" 1 e, 1\, 1, m
_?(M_TZ_) 2A(u 2)+4du
——i—d*ﬁm—}— é——d“(u%—%) -——-;—As(u—l—-;) 4+ 1
+ 1 1 — k., ae=L

16 1i6< —72

Pro #—=0 mame pii tvoreni diferenci viude jmenovatele 27;
mizeme viak kldsti

A" = 2im 420", A@2v) =1,

tedy
m+1 Bm+l
(-1 " (2"'+11)l—_—(_ 1)"'—11-— 11 A (—1)" 4
—m41 9=t 9mt
A’0"— 40" | 411" | AN — 52"

LT
Pro sudd m je tento vyraz nullou a pro m=2n —1 zni to
2~2n—1 402n—1
(— e (2 — 1) % —1 A0 ;A o
441211—1 __Aﬁl‘lﬂ—l AGQ2D—1—4822H_1 } (12)’

55 5 —e
kde Ay =1; 4 (—1)*" '=0.

_30—240 360—0__
2 4 T
Na misté (10) je 1épe psdti tvar elegantn&jsi
1 .
2?5—_—1-[13(“ +‘%“7 S)— R(u + 1\ S)]

Au+2) " —A(u+2)"°
2 } (10

—a.9800" 1y 1 __
n=3:2'2—1) =1 16.

=@+ )" —d (w4 1)+

Au+3)"—Au43)°
+ - —

6 L —S_ 8 —S
+ A(w - 4). 23A(u+4 o

PH temz Au—1.
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Derivujme na s =0 a uzijme Schroderova vysledku vyse
vyloZeného:

r (u -+ —;—)

S S e — log. 1) + A%1
2log a1 2 log 2 og(u—+41) 4+ A%log (w 4+ 1)

+4‘1og(u+2)—4’1og(u+2) | 4°log (u + 3)— 4*log (1 + 3
2 ! 4 -

+dslog(u+4)§4ilog(u+4)+m

¢ili 1épe (du=1)
r (u + -é—)

log——lw—(u*)—:logu—{—log? +

n 4'log (v +2) 2 4*log (v 4-2) I

A°log (u 4 4) — 4°log (u -+ 4)
: - =t
16
Z vyjadieni

A’log (v + 1) —log (w+ 1)
2

4°log (u + 3)— A'log (u + 3)
8

+

(13)

1
— w—1 dw
log w _f(x 1) Tog &
(]
plyne .

dx
log z’

1
A" log w=(— l)""/‘ac"'“l 1—x)™
0

1

2n _— u+n—1 . 2n_£i-_x__ )
4 log(u+n)_fac , (1—w) Tog
0

1
l—z
Y —_——
'—'m'flogac dr=—1og2.M,
0
kde M je sttedni hodnota funkce
2 :Zu-i?n—l(l_w)mx-l'
Maximum nastane pro
__u+tn—1 . 2n—1
x—u+3n——2’ l‘m_u—l—?yn-—?’
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takze N .
u+-n—1 -1
M < u+n—1) 2n—1___) .
u—+ 3n w4 3n— 2
Na pi. pro v =2, n = 4: ¢

Log 51217“ — 04604 — 4;

pro u=—>5, n=—+4:
88,77
Log 1B = 03991 —5.

Podrzime-li zbytek v fadé (10*), zakon&{ se prava strana,
vyrazem

211——-2 —-s 2n - b 4
() —d7dn L 2y b

20—1 2"—-'1 1
. (10)

a fada (13) konti leny

4 log (w4 n)—4" " log (u +n)
2"

+ hS ( 1) 4% log (ud-n—42r)
(13%)
Podle hotejsitho vypoétu jest .
0 < — 4 log (u 4 n + 2)
2.(u + B + Qy — 1)u+n+2r—1(2n 1)2n -1 (lgh)
(u + 3n 4 2 — Q)" tint—2
pro « = 2, n—2, » —= 3 tu mdme

993
Log ?—2112 = 00693 — 3,

< log

dluzno k tomu pftipojit Cinitele log 2 = 06931, takis
Log | 4*log 10 | << 09101 — 4;
skutetna hodnota jest
Log | 4*log 10 | = 04742 — 4,
takze vocenéni uzité je vhodné.
Rada (10) pro s =1 se zbytkem znf
au( 1
SR l B TES R
2 1
Qu41)Q2u +2)Ru+3) (2u+2)2u+3)(2u+4)
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24 24
t o u Y @n D). @6 42T D). T D
_ (2n—2)!
T 2" "Rutn)Gut+n+1)...2u+ Sn——2)+
gt 2n)!
2" 2u 4 n)...(2u+ 3n)
COINN (=1
2" QU420 QU 2 1)... (2ut 3n+ )
8 vynechdnim zbytku m4 ¢leny podobné stavby jako Fada Eulerova
) g »! 1
—2 (g - =
0 2 u4-1). . (u42) (w4 v 1) | 2u 42
. 1 1
Tt T@r o H@ee }
Kdyby 8lo o poéitani fady *)
o= a1 —1y*
4 4021/—}-1 o2v+l 1 21}+2p+1
tedy o fadu

-
S 1 'I)+’L( u""’p+_§-’

tu pro p =17, 2u =15 je ¢tlen sedmy

— 1720 -1
29.19.20...95 — 26919200

~ absolutnd mensi nez 3 s poloviéni chybou bude

. 10%
r 1 1 1 T B |
e R L e A
p— 1 1 1 - 6
‘“2.16*16”?17.18+2.17.18.19 17.18.19.20.21
3 90

+18.19...22—18.19...24‘]"‘?“

*) Srovnej: K. Petr v Piiloze k Casopisu roé. 42., sir. 360, °
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Posledni tfi tleny v R se vypottou pomoci logarithmi
pétimistnych a jsou

— 0°0%2457 - 0:0°949 — 0-0752 ;

1 —_— L (ea 1 A
—i T s — U048, ey = 0:0%85999,
| 1
tudiz

R=0031130188;
pfipojime-li je§té korrekturu —3—:0‘0’17, mdme p¥i zaokrouh-
leni na 8 mist posledni dvé éfslice 20.

Obratme se nyni ke vzorci (7*), jejz pfepiSme nejprve
na tvar

_ . !
T‘-m.f(w) = f J (@) dz + f{f (r) — f 7@ dij;

r—1

1
)

na pravé strané oditépme Clen » =1 a zavedme oznateni

x+ g
A@=FE+1) —f.f(s) a,
x+—}
podobné definujme f,, f;, ” ., obecné
. r+;§
o @=7, @+ 1D — f 1,8) &,
x+%

Tak obdrzime rovnice

Sto=[r@de+1O+5h0)

Shm= f f, @)z + 5O+ 37, 0),
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tedy obecnd (pti f, =f)

B)  Fe)=2 [f,@dz+ 24,0+ 2 £,0)

1

P

Stanovenf vyrazi f, (x) provedme v piipadé funkce
f@) =@+s);
obdrzfme postupné — pii temz dif. symbol 4 hledi k Ju—=1 —
’ ’ 1—s
A (u +z+ —21~)
fi@)= @+t —— s

A(u—{—w-{-—%—)l—s

1-—s

+ .
A utz+1)"

T aose—s "

A(u+x+-%:)—)_
fy@)=(w+x43)7"—3 - +
. s _§_ 3—s
n g (ut a2 4 (“+_x+ 2)
T1—-5)@C—s5 (1—s5)R—9B-s)

h@=@+o+27—2

obecné
Au(u—i—ac—{-—n— %)ﬂ
JG=s1@—9)..tu—s)
=@wt+z4+n) ... (14)
Z binomické tady '
(w4 )’ = 5] (a) w e
r=0\?

=2 ;)

M=

vychazi pro u-tou diferenci podle w

A" (w4 a)a :(:) ul wa;u+(u —(;'_ 1) ey ?00‘—114—1+ -



171
a tedy pro tleny vyrazu (14)

« _i“—s_ % k' . .
"(“H” 2) Swta wran

takZe pro s> 1 lze vSecky ¢leny vyrazu (14) integrovati do
Z = oo; bude tudiz

w 1~ H#+1_s
. A (u+n+—2—)

o (15)
[rrmte==E" (a=ya=sari

1
) A
a mame dle vzorce (F):

1 1—s 1 1-— 8+
R(u+1,s):—————1__s——»+ (w41)"— - —
3 1—-s -
[(“Jr?) A1)
o 1—s T 1=s)2—5) ]
- 3 1—s
oot )
s 2 A% (u + 1)“]
+_(u+2) —2- 1—s 1=s)2—s) 1
r 5 1—s . 3 3—5s
~ (u +_2‘) . A(u+ 2 %] (u-l—?) ]
| 11— T I =2 =95 T 1 =952—9B—9
r 5 1—s
A(u—"_?) 2—s
- 5 N A% (w4 2)
+_(u+3) —3 1—s +3(1—-s)(2—s)_

d“(u -+ —3«)3—5 ]
TA—9C—5B—s)

q 1—s - » 5 3—s8
‘[<u+_2')__ g AT afut )
1 I—oe—s T I=9e—90—s

_ Au+2)" ]
(1—5)(2—5) (8 —5)(4—s) +e

(16)
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pti ¢emZ jsme pominuli psati zbytek ;fn (v), ktery by nasledo-
1
val po 2xn-tém ¢&lenu.
Vyraz
A" (w4 m)
1—9@—s).(u—s)’
je viti s vzdy konelny (celistva transcendenta), t.j. &itatel vy-
mizi pro s=1,2,...u; nebotf skutetné

A u4mH =0 x=1,2,...);

tedy také soutty téchto vyrazd, t. j. 7, (0) jsou konmetny pro
viecka s. Totéz plati o integrdlu (15) pro s=2,3,...

Pifeme-li integrdl (15) ve tvaru
4 (u+n+1“")
—T—l “2( b ( )(2—3) B—s)..(u+1—s)’

shleddme, Zze souéet Y pro s =1 mé tvar

S (G)=o

a tedy vyraz zistdvd konetnym pro s =1, i ma hodnotu

R A i |

w!
!

(du=1),

u+1--8

o

p=
Vyraz f, (0) pfevedeme na zakladé vzorce

- -1
e 2 Ndx

w’ (o)
~0

po jednoduché transformaci na tvar

£,(0)= ——Pts) fem("+i)‘ (e

funkee

x

—5. 0
%;2~) s+2- 1 (17)
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je na z=0 konetnd a mizi pro x —oco; je tedy absolutné pod
uréitou stdlou mezf ¢ a mdme pro real. s+ 2n >0 konelné,
mimo to pro realnd s

1£,0) | < T+

|]1(s)| ( +_2_)s+1n .

Nentli ¢ znatné mald konstanta, bude tento vyraz ziroveil 8 »
libovolné velikym; ale pro stilé » mdme odtud

_ |4 C(s +2n) 1
Ifn('”) ‘ \l’ F(S) (u+_,g~+v)s+h)

z tehoZ soudime, Ze fada tvoifci zbytek rozvoje (16)
21, 0)
r=1

konverguje stejné rychle jako Fada R(u +5, s+ 2n). Vidy

miizeme voliti » tak veliké, necht je s jakékdli, aby zbytek
v fadé (16) byl konvergentni; tak vychdzi, Ze funkce

1
B(u+1,5)— T3
je pro viecka s pravidelnd.

Z rovnice (17) v'ychazi pro zéporna celistvd s — — m, Ze

J»(0) vymizi pro n> coZ ddvd zajimavou identitu

2 2

m+u ) (
A a®)
=0, (m < 2n, du =1).

n win )
1;0(— b (I‘j m41)(m=+2)...(m+u)

Na pf. pro n =2, m =3, u=2

W3 o

28 —2 —+45-__8—17+9.
V fadé (16) tedy prava strana se zakond{ (a zbytek vymizf)
Pro s == —m a ptejde v Bernoulliovu funkeci

*
—8,(1 4 1). (Dokonteni )
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