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Pocatkové nauky o determinantech.

Pro ziky stfednich §kol

pide

Dr. F. J. Studnicka.

V ptedchdzejicim ro¢niku tohoto ¢asopisu vyloZil jsem
struéné, jak se novovéki nauka o determinantech béhem po-
slednich dvou stoleti — od r. 1693 aZ do dneSntho dne —
rozvijela a zdokonalovala a roziifovala. Ziroveh jsem poukazal
k tomu, jak nyni se nauka tato stala nanejvys dileZitou nejen
pro vySsi studium mathematické, nybrz i pro stiedni Skoly,
¢ehoz nejlepsim dikazem jest uvadéni jejich zdkladd do Skolnich
knih, jakZ na pi. Davidov') v Rusku, Baltzer?) v Némcich
ucinil, aneb prohldseni jich za pfedmét zkouSky maturitnf, jakz
Vv Bavorsku?®) a Ddnsku®) se stalo. A v skutku uzndvd se ¢im
ddle tim vice i od téch, kdoZ povazuji jiZ nynéjsi program uceni
mathematického na $kolich nasich za prili§ rozsdhly a student-
stvo pretézujici, Ze nebude na dlouho lze neviimati si nauky
tak viestranné prospéSné, jako jest pravé theorie determinanti
jiz v nejjednodussich zdkladech svych; odtud pochdzi i tolik
pokusd uliniti tuto nauku, ¢i vlastné nejpotiebnéjsi poucky jeji
co moZni pristupnymi i obyéejné jen skrovné piipravenému
ziku stfednich §kol. ®) .

Ponévadz mathematické vyucovani na gymnasifch a redlkdch
naSich na rovni stoji s cizim a i u nds se zde onde determi-

) HAYAJI-HAA AITEBPA, 1868.

?) Die Elemente der Mathematik, 1872.

3) Hesse ,Die Determinanten elementar behandelt.“ 1871.

%) Zeuthen ,Den analytiske Geometries Begyndelsesgrunde.* 1867.

%) Jmenujeme tu jen Studnitka ,O determinantech“ 1870. Dolp ,Die
Determinanten“ 1874, Meiling ,Over de determinanten, 1865. Diek-
mann yEinleitung in die Lehre von den Determinanten“ 1876, Man-~
sion ,Introduction & la théorie des Determinants 1876, Trud: ,Teoria
dei determinanti e loro applicazioni“ 1860.
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nantiim vénuje zvldstni pozornost, a¢ nase Skolni knihy o nich
se nezminuji: bude snad mnohym ctenaiim ‘téchto listd vitanym
elementdrni uvod do nauky o determinantech, jaky by asi co
zvlastni odstavec do naSich knih algebraickych se hodil a to za
staté jednajici o sestavich a prestavich, jez tu nutno zndti.

A ponévadz tato priprava neni vSude stejné priméfenym
splisobem vyloZena a podlé potieb determinantnich upravena,
budiz zdrovei co tvod predeslino, kolik nutno védéti o téchto
formélnich tkonech, zandSejicich se se skladinim prvkid v sku-
piny podlé urcitych pravidel.

Uvod.
§ 1.

0 skupinach viibee a pievratech zvlast.

V nauce o skupinich neni podstatou ¢islo a jeho vlast-
nost, nybrZ velic¢ina jakdkoli co celkovy pfedmét, pokud se lisf
od jinych; a tu se jednd o to z m» pfedmétd, jeZ nazyvame téz
proky neb elementy a oznaCujeme bud nestejnymi pismenami

a, bye,...,n
aneb pii stejné pismené nestejnymi pifponami

Gy Bgy 3y e v vy Oy

kdeZ pro kratkost moznd i znak a vynechati a jen cislice

1,2,8,...,n
napsati, sestaviti rozmanité skupiny neb komplexy a urciti, kolik
jich v kterém p¥ipadé vyvésti moznd. P¥i tom hledime tedy
na sefadéni téchto prvkd neb na potrddek, v jakém po sobé se
kladou. ‘

Podlé poctu prvki, které se v jednotlivych skupindch vy-
skytuji, rozeznivime skupiny &*dy prvni, druhé, treti, ...,
nté; podlé pravidla, jimZz se pii sklddani ¥{dime, rozeznivime
druhy skupin a sice ndstavy (variace), prestavy (permutace) a se-
stavy (kombinace), pii CemZ jeSté pak vytknouti slusi, zda-li
tentyZz prvek v jedné skupiné vicekrite se smi objeviti ¢ili nic.

K rozlinym uceliim prospéSno jest rozezndvati pii spojent
dvou prvki dva mozné rozlicné pripady, jestli totiz ndsledujici
prvek vySSfm neb niZSfm, pti CemZ poloha pismeny v abecedé
neb piipony v piirozené fadé c¢isel rozhoduje, takZe na pf.



51

prvek c sluje vyS8i nezli & neb e, prvek 7 vySsi nezli 6, b,
4,...,1,0. V pripadé prvnim jest spojeni pFimé neb ~ddné,
v opatném pak nep¥imé-neb previdcené hneb obsahuje prevrat
(inversi, dérangement).

Podlé toho jest na pi. spojeni cf, 35 piimé,

»  Je, D3 prevricené.

Spojime-li v néjaké skupiné kaZzdy prvek s ndsledujicimi
a vySetifme-li tudiZ pocet pievrati v ni obsaZenych, pozndme,
jakého jest rdzu, primého-li majic sudy pocet, neprimého-li,
majic lichy pocet prevratii; jelikoZ obsahuje na pt.

skupina @ c e b d pievraty tfi, jest nepfimd,
w 31452 » Ctyri, jest piimd.

Pii tom plati pravidlo, Ze se polet pievratés zméni o 1,
vyménime-1e za sebe prvky sousedni neb stojici vedlé sebe, a Ze
se tudiz zméni pocet prevrati o d&islo liché, vyménime-li Kterc-
kolt dva prvky za sebe.

Neb je-li plvodni skupina dvou sousednich prvki Fidnou,
nastane zaménou jich pfevrat; je-li vSak plvodné pievricenou,
zrusi se zdménou tento pfevrat. V obou ptipadech bude tedy
rozdil v poctu prevrati znacen jednotkou, jelikoZ se pocet tento '
pivodni bud zvétsi neb zmensi o 1.

Lezili pak mezi dvéma prvky e; a a;, jeZ maji byti zamé-
nény, jinych prvkia %, zaméni se napied

a; 723 a;y, , (imZ vznikne zména 1,

pa'k A 5 Qitz2, o ” n 1 ’

w % n Qit3, gy ) n 1 ’

# e e e s & e & 4 s ® s e 4

n Qi 5 Gitk, p ” v 1,
konetné Ay G 5 oy » » 1 )
¢imZ povstane dohromady zmén E+1;

nyni stoji @; na misté @z, aipr na misté a1 at. d. a nutno
tudiz zaméniti opacnym smérem v novém pofadku
a; 78 ai4x , CimZ vznikne zménpa 1,

pak @ , @i, » » 1,
w & p Qg2 4 ” » 1 )
konecné @; , a1 , ” s 1y

¢fmZ povstane dohromady zmén v poétu %,
4*
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coZ s predchazejicim poétem zmén ¢ini lichy pocet 2k - 1, jak
pravidlem bylo vysloveno.
Prelozime-li na pt. v skupiné radné
) 1,2,3,4,5,6, 17,
prvek 3 na misto 7, povstane skupina
1,2,7,4,5,6,1,
ktera ¢itd 7 ptevratd, pfi ¢emz pochod tento naznacuje schema
1,2,3,4,5,6, 1,
4‘) 3’

Vyméni-li se v skupiné m-té tiidy prvky do kola neb
cyklicky, takZe druhy pfijde na misto prvni, tieti na drubé,...,
posledni na misto predposledni a prvni na posledni, provede se
m—1 zdména prvki sousednich a pocet prevrati zméni se tudiz
o sudy pocet, je-li skupina tfidy liché a naopak. Z toho plyne
dile, Ze cyklickou zdménow vsech proka néjaké skupiny obdrs
:;Zg Z’;zoo rdzu, je-lv podet prokd Z:Z;‘?;’ }; neb
je-li skupina tiidy sudé, zméni se cyklickou zdménou pocet

lichym },’byl-npﬁvodné

se skupina

prevrati o poclet lichy a bude tudiz { sudm

sudym <. o ver s 1y - < v

{ lich§m },a je-li skupina t¥idy liché, zméni se pocet pievrati
. . .. [ sudym . . [ sudym

o ¢islo sudé a bude tudiz lichym , byl-li pﬁvodne{ lichym } .

Pii sklddéni skupin plati koneéné vSeobecné pravidlo, aby
se pocalo se skupinou nemajici prevratfi, postupovalo od men-
§tho jich poétu k vétsfmu a konéilo skupinou ¢itajici jich pocet
co moZna nejvétsf, ana povstivd prevricenim skupiny prvni;
povazujeme-li tudfZ skupinu za ¢islo, nutno pfechdzeti od sku-
piny k skupiné tak, aby ndsledujici méla vétsi hodnotu éiselnou
nezli predchdzejici.
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§. 2.

0 nastavich neb variacich.

Skldddme-li ze zasoby = prvkid Ccitajicf vSechny mozné
skupiny po m prvcich, majice zretel nejen k nestejnosti jich
viibee, nybrZz i k nestejnému jich postaveni ve skupiné, nasta-
vujeme neb skladdme ndstavy neb wvariace (arrangement); pri
tom musi patrné »>m.

Chceme-li na pf. z prvkil a, b, ¢ sloZiti nastavy po dvou,
obdrzime T .

ab be
ba ch.

Znadi-li symbol 4,* pocet ndstav z » prvkil sloZenych po
k prveich neb tridy k-té, bude A,*+' znaciti pocet nastav ti{dy
(k-4 1)ni; a jelikoZ kazda skupina %k té tiidy neobsahuje ¢lenit
(n — k), moznd kaZdou tuto ndstavu spojiti s jednim 'z téchto
(n— k) vybyvajicich prvkd, aby se dostaly skupiny ttidy (% --1)-nf,
takZe tu plati vSeobecné

‘ A = (n—Fk) A, €3]
pri ¢emZ patrné skupin po 1 prvku neb tiidy prvni jest » a
tudiz plati

ac
ca

A, =, (2)
Zavedeme-li pak do vzorce (1) za k& po sobé 1, 2, 3,...,
m— 1, obdrzime
4, =m—1)4,}
4,2 =(n—2)4,*

A= (n— m—2) A2
4, = n— m—1) 4,7,
z Cehoz jde zndsobfme-li na obou stranich a pouZijeme-li
vzorce (2),
A,m =n(n—1) (0—2) . .. (n — m—1) 3)
aneb v symbolickém oznacen{
n!

A,,"':(:;)m!-—————— @)

 (m—m)!’
§ 3.
0 nastavach s opakovanim.
Skladdme-li z » prvkid skupiny po m prvcich neb m-té
{iidy tak, Ze jednotlivé prvky té% opakujeme, nastavujeme opa-
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kujice prvky neb skldddme ndstavy Cili variace s opakovdnim ;
pii tom mtZe byti patrné i n<<m.
Chceme-li na p¥. z prvki a, b, ¢ sloZiti ndstavy s opako-
vinim tridy druhé, obdrzfme jich 9 a sice
: aalbalca
ablbblch
aclbclece;
chceme-li naopak z prvkil a, b sloziti ndstavy s opakovinfm
tiidy tieti, obdrzime jich 8 a sice
aaalabalbaalbba
aablabb|bab|bbb
Znaéf-li pro n prvkd symbol V,* pocet ndstav s opako-
vanim tridy k-té, bude jich, pridd-li se ku kazdé z téchto nastav
kazdy z » prvkd, patrné n-krite tolik, takZe tu plati vSeobecné

Vit =n V¥, ®)
pii cemz, jak ziejmo, skupin tfidy prvni jest =, tedy
V! —=a. (6)

Zavedeme-li pak do vzorce (5) opét za k po sobé 1, 2,
3,..., m— 1, obdrzime
Va2 =aV,!
V.2 —=aV,?

Vyr—t —=mn V,m—2

Vame =nVm 1,
a udinfme-li na obou strandch soucin a pouZijeme-li vzorce (6),
konecné

Vm =, )

: §. 4.
0 prestavich neb permutacich.
Obsahujf-li ndstavy prvky vSechny, sluji piestavy neb per-
mutace ; tu plati tedy » = m a tudiz V,» = F,.
Z prvki a, b, ¢ moznd na pt. slozZiti prestavy
abelbac|cad

acb|bcal|cba.
Znacf-li symbol P, pocet pfestav (tiidy n-té) a poloZfme-li
ve vzorci (3) a (4) m — n, obdrZime bezprostiedné
P, =an—1)(n—2)...2.1=n! @
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Ostatné moZnd vzorec tento i neodvisle vyvinouti. Jestli
totiz P, pocet prestav tiidy k-té, toZ patrno, Ze bude jich pocet
(k- 1)-krat vétsi, pripojime-li 1 prvek, jelikoZ v skupiné éita-
jici & prvkt mize novy prvek zaujmouti (k- 1) rozli¢né misto,
jako na pf. v skupiné t¥{ prvki

a@a ba cq
mize d zaujmouti ¢tvero postaveni rozliénych; i bude tudiz
Pryy = (k1) Pe, ©)
pi &emZ zaroven plati, jak bezprostiedné patrno, '
P, =1. (10)

Zavedeme-li tedy do vzorce (9) za k postupné 1, 2, 3,...,
n— 1, obdrzime

P, =2P
P, =3P
P, =nP,,;

- zndsobime-li pak na obou strandch a zkritime-li, majice zietel
ke vzorci (10), zjedndme si vzorec (8) neb
P, =1.2.3...n=n!

Jestli mezi » prvky m stejnjch, z nichZ tedy ptestavo-
vanim nevznikaji réizné ptestavy, bude obsahovati pocet vSech
prestav P, tolikrat stejné prestavy, kolik jich mozZni sloziti
z poctu m stejnjch prvka, totiz P.-krat, takZe tu bude, zave-
deme-li k oznaceni riznych pfestav symbol P,

P,..Pm=mn!
aneb pouZijeme-li vzorce (8),
n!
P = mie

A kdyZ stejnych prvkd jest jednéch a, druhjch b, tietich
¢, ..., poslednich m, takie

a+btct... +m=mn,

P, n!
2 b, 000, m — » —
Bt =g, P —atbtol w1
Pozndmka. Piestavy jsou dvojf podlé toho, obsahuji-li sudy
neb lichy pocet prevrati neb inversi; jednéch jest vzdy tolik co

" druhych a sice '/y;n! Neb kaZdé prestavé prvni polovice odpo-

bude vSeobecné
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vida ptrestava v druhé polovici, u niZ dva sousedni prvky jsou

‘< x . [ sudy . . o o ]

zaménény a tudiz md | 14 pocet prevratii, méla-li prvnf
ichy

lichy }

prestava jich pocet ’
sudy

§. 5.
0 sestavach neb kombinacich.

Vylou¢ime-li z ndstav vSechny skupiny, které maji stejné,
byt i nestejné sefadéné prvky, obdrzime skupiny formalné i pod-
statné rozlicné, jez sluji sestavy mneb kombinace; a tu plati
taktéZ podminka n>>m, neb tiida jest niZSi nezli poclet prvki.

Ponévadz z kazdé ndstavy m-té tiidy povstava prestavo-
vinim prvkd P, novych ndstav, bude obsahovati pocet vSech
- nastav m-té tiidy P.-krat stejné sestavy, takZe tu bude

A4, =P, C», (12)
znaéi-li C,» pocet kombinac tiidy m-té; pouZijeme-li tedy vzorch
(4) a (B), obdriime

y n! n
Con = m_ﬁ:( m) . (13)

Vzorec posledni moznd v3ak i neodvisle vyvinouti.

Jmenujeme-li sestavy tfidy m-té takové rlizné skupiny m
prvki, jeZ mozna sloZiti z n prvkdé, a chceme-li ur€iti pocet
sestav tiidy k-té, uvaZme, Ze kaZdd skupina z poctu jich, ozna-
c¢eného symbolem C;*, ma prvkd % a tudiZ nemd ostatnich
n—Fk, z nichz kaZdy se miZe spojiti s kaZzdou skupinou k-té
tridy, aby povstaly skupiny tridy (k- 1)-nf, takZe jich pocet
bude vesmés

(n—Fk) CiF;

v tomto poctu bude vSak zahrnut pocet podstatné rozliénych
skupin neb hledanych sestav (k-}-1) tiidy (k--1)-krdte, jelikoz
kazdy novy prvek mize v fadé & prvki jinych zaujmouti k-1
- rozliéné mfsto, jak diive jiz bylo praveno; i bude tudiZ
podlé toho

(n—F) Cf = (k1) GFt1,
aneb obratime-li,
n—k
B+ 1

Crtt =

Gk, (14)
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pii cemz plati patrné
Cl=n. (15)
Zavedeme-li pak do vzorce (14) za k po sobé 1, 2, 3,...,
m—1, obdrzime

2 n—1 Y1
G =G
3 2.,
On - 3 n
O m—1— n — m—2 O
m—1 "
Om — n— m—I1 O m—1
m

a znasobime-li na obou stranich, majice zfetel ke vzorci (15),
konecné
m_ M=) (n—=2)...(n—m—1) _(m
G = 1.2.3 . m - (m ) ’

jako prvé bylo ustanoveno.

Poznamka. Podlé obyceje loterniho sluji sestavy tridy
prvai uniony (estratta), druhé amba, tieti terna, étvrté kvaterna,
paté kvinterna.

§. 6.
0 sestaviach s opakovanim.

Sklddame-li z » prvké skupiny m-té ttidy, které se od
sebe vesmés lisi co do obsahu, byt i jednotlivé prvky vicekrite
byly vedlé sebe poloZeny, sestavujeme prvky opakujice neb
skldddme sestavy s opakovdném; tu patrné miZe byti n <m.

Podlé toho na pf. moznd z dvou prvkil @, b sloZiti 4 se-
stavy tridy treti a sice

aaa, aab, abd, bbb,
z prvkl a, b, ¢ pak 6 sestav tiidy druhé a to
aalbblcec
ablbe .
ac

Sestav s opakovdnim tridy m-té jest tedy z = prvkd pa-
trné tolik, jako sestav bez opakovdni z (n-}-m—1) prvku,
jelikoZz v skupiné tifdy m-té mlZe vedlé prvku jednoho byti
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opakovinim (m —1) stejny poloZen, takZe tu pocet prvkd zdan-
livé 0 m—1 se zvétiuje.

Vyjéddiime-li pocet sestav s opakovanim t¥idy m-té z prvki
n symbolem K,™, obdriime ze vzorce (13) bezprostiedné

Knm:(”+;’1—1). (16)

Vzorec tento mozno viak i neodvisle vyvinouti..
Chceme-li miti sestavy s opakovanim, uvaZme, Ze tv ob-
drzfme skupinu (k--1)-ni tiidy, spojime-li kazdou skupiny tiidy
k-té, jichZ pocet jest K,*, se vSemi jednotlivymi % prvky v ni
se jiz vyskytujicimi a mimo to jesté se vSemi » prvky vibec,
¢imZ obdrzime jich pocet
(n 1) KA,
v némz viak z pticin d¥ive jiZ vyloZenych pocet K,*+1 jest
obsazen (k- 1)-krate, takZe tu podobné bude
(n 1) K2 = (ke + 1) K+,
z ¢ehoz jde obrdcenim
_ ntk
K= g Kb 17)
pii ¢emZ plati zdroven patrné
K,' =mn. (18)
Zavedeme-li tedy do vzorce (17) za k& po sobé 1, 2, 3,...
m—1, obdriime
' K, =

n-1
2

s " t2 4,
Kn—-3 K,

K.

«. e . . .

Rt = n—+m— 2 K,

m—1
Kn —ttm—1 g,
n m b
z CehoZ jde, zndsobime-li na obou stranich a ptihlédneme-li ke
vzorei (18), konecné

m )42 ... nfm—1) _ m4m—1
K"—1.2.3 0 _.( m )’

n
jak.- prvé bylo vzorcem (16) vyjadieno.
(Pokracovéni.)
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