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Piispévek k teorii raciondlnich k¥ivek
patého stupné.
Podava L. Seifert v Brné.
(Doglo 21. z&¥i 1931.)

Z nejzajimavé&jsich vlastnosti racionalni kiivky patého stupné
o Sesti dvojnych bodech je existence kuZelosedek, které se kiivky
dotykaji v péti bodech. Tyto naSel Rohn, uzivaje involuéni rovinné
transformace, kterd, je-li ddno v roviné sedm bodu, pfifazuje
k dal$fmu osmému bod devaty, jenZ s ostatnimi tvoii basis svazku
kiivek tfetiho stupné.l) Zmin&né transformace je obrazem jedno-
duché involuéni pfibuznosti na obecné ploSe tfetiho stupné, uije-
me-li obvyklého Grassmannova zobrazeni plochy na rovinu.?)
I jest na snadé otdzka, zda jest moZno ony kuZelose¢ky v roviné
najiti pfimo z pifslusného Gtvaru na ploSe. Tuto otdzku chceme
zodpovédéti. Souvislost Gtvart na ploSe a v roving je 'zajimavé,
tiebaZe vztahy v prostoru se nezdaji jednodu$¥i neili v roving,
mimo to snadno poznividme zménu utvaru, prejde-li jeden nebo
vice bodt dvojnych v body vratu.

1. Na obecné plose tiettho stupng S bud zakladn{ dv0]sestnma,

a, a, a; a as aq

b, b, by b, b, b,

a dalif primky Cik. Prfmky prvé Sestniny at se zobrazi do roviny 7
]ako body 4,, 4, . .., A, piimky druhé jako kuztlosetky Bl, B,,..

. , Bg, takie na pr B, jde vSemi hlavnimi.body 4; mimo A

~ Pimika roviny z jest obrazem prostorové k¥ivky. tfetiho- stupné
jez neproting p¥mky a;, m4 viak w¥echny b; za blsekanty, cik Za
unisekanty. Znamenejme. tyto kiivky C. PfidruZeny systém pro-
storovych k¥ivek tietfho stupné znamenejme K, takze. vzdy jedna C

Co 1) Rohn, Eme emfa.che lineare Construction der. ebenen mtlonalen
’ Curven 5. Ordnung, Math.. Annalen, sv. 25, 1885. * -

; 9;,) Vlz Sturm, Dle Lehre von den geom Verwandtschaften, 8V. IV,
~ str. SRR , E
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a jedna K tvolf Gplny prisek plochy § s plochou druhého stupné.
K se zobrazuji jako kiivky patého stupné se §esti dvojnymi body 4.
Ponévadi obricens, zvolime-li-v' roving hbovolnych Sest bodi,
Ize ji povaZovati za obraz plochy tfetfho stupné,®) muaeme vatahi
na ploSe S pouziti k odvozeni vlastnosti obecne raciondln{ kfivky
patého stupné.

Bud K jedna z kfivek druhého systému K' jeji obraz. Jeji
plocha teden je étvrtého stupné a sebe S je§té v kiivce V stupné
3.4—2.3 = 6. Kiivka V nesede Zddnou a;, sede viak kaZdou b;
ve &tyfech bodech, ¢z ve dvou bodech. Obrazem jejim jest tedy
kuzelosetka V', kterd nejde Zadnym hlavnim bodem A;.

Bud t teéna kiivky K v bod& P, T jeji dalst prﬁseéik s 8.
Teéna u kiivky V v bodé T je prisednice oskulaéni roviny kfivky K
v bodé P a teéné roviny plochy 8 v bodé 7'. Blizi-li se 7' bodu P,
stane se ¢ hlavni te¢nou plochy 8 a % splyne s ¢. Ve spoleénem'
bod& maji tedy kiivky V a K dotyk. V obraze V' se dotyka
pétkrat K'. Jest to vyznadnda kuZelosedka uvedend u Rohna.

Bud opét P bod na K, ¢ jeho teéna, T jeji dalsi pruseéik s S.
- Kuzel P (K), ktery z P promitd K, sede S v kiivce C prvého systé-
mu, jez se v T' dotyks krivky V. Rovmy piimkou ¢ sekou § v kfiv-
kéch, jeZ se v P dotykaji K, tedy v obraze T" je spoleény bod svazku
kiivek tfetiho stupné, jez jdou body A; a v P. se dotykaji K'.
Bud déle X bod na K, Y tiet{ priseéik PX s 8. C je'uréeno body P, Y
a zobrazi se jako pifmka C’ uréend bodem k¥ivky P’’a bodem Y’,
devatym spol.. bodem svazku kfivek tfettho stupn& uréeného
body A:, P’, X'. Z toho vyplyvé linedrni konstrukce jednotlivych
bodu knvky K’ ze %esti dvojnych (4;) a dvou obydejnych bo-
da (P’, X’) kiivky a konstrukce kuZelosetky ¥V’ jako obalky
piimek X'Y’ uvedend u Rohna: K dangm bodim A; P', X' se-
strojme devdty pridruseny Y', spojme P’ s Y' pHimkou C'; 7e-lz /4
néktery bod této primky, sestroyme devdty przdruzeny bodim A.,, P, Z.
Volime-li na kitvce Libovolny bod P a sestrojime k libovolnému bodu
kitvky X' bod Y', jen% s Ai, P, X' tvoit basis svazku kitvek tietiho
stupné, pak przmky X'y obalujz kuZelosecku V'. :

Prlpomenme jeste, Ze oskulaén{ rovina ¢ bodu P na K sede S
v kfivee; je: v P ma s K dotyk dfuhého stupn$ a v 7' s V dot k
obybejny. Jevi se tedy- V' jako obdlka kiivek tretiho stupnd; je¥ j
body Ai'a majt v jednotlivijch bodech s K' dotyk- druhého stupné’

2. UvaZujme nyn{ jednu z patné.ctl pifmek cg, na pf. ¢
Bisekanty kfivky K, které sekou Ciz, vyplﬁuji ]eden primkovy
systém plochy druhého stupné Py, jemuZ patif i a,, a,. At p je
jedna z t&chto bisekant, 4, B jeji prisedfky s K. Body 4, B jde
jedna kfivka systému C. Uvazu]me jaké je obdlka téchto kf'lvek C.

3 Sturm, Geom Vetwa.ndtschaften, 1v, p. 272.
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Bud P bod na 8. Jim ]de ool kiivek C a ]e znamo, Ze bise-
kanty bodem @ na S ke vSem kiivkdm tohoto syazku vedené
vypliiuji rovinu 09, kterd bodem P prochazi.?) Rovmy 09 pii-
fazené takto bodim @ na c;, tvofi svazek, nebot, je-li C jedna
z kivek, jeji bisekanty sekouct ¢z tvoli systém plochy druhého
stupné a osa ¢ Feéeného svazku je pfimka druhého systému, kte-
rému patif i ¢;,. ¢ jde bodem P a v kazdé roviné svazku (gq) jest
svazek paprsku (@) tvofeny bisekantami kiivek C. P¥imkou ¢ jdou
dv® teéné roviny ku ploSe P, a v kazdé je bisekanta kiivky K,

" 7 jez je zéroveii bisekantou jedné C. Bodem P jdou tedy dvé kiivky C,

které sekou K ve dvou bodech, a spojnice jejich seée c¢,,. Roviny
- splyvaji, dot;’rké,-li se ¢ plochy P,,. Avsak mezi bisekantami kifiv-
ky C jsou i by, b,, jez zéroveii sekou c,,, ¢ tedy sece by, b,. Hleddme
tedy - piimky sekouci b, b2 a dotykajici se plochy P;,. Tteti pru-
setik takové pfimky s 8 je charakteristicky bod pro obédlku kii-
vek C, ]eho geometrickému mistu odpovida v zobrazeni kuzelo-
secka jiZz obaluji pfimky, obrazy uvaZovanych kiivek C. )
_ * Plocha pfimek ¢’ je étvrtého stupné; znaéme ji G- Jak patrno,
. jsou na ni dvojné piimky by, b,, ¢;,. Jeji dalsi prisek L,, s S je
stupné 4.3—2.3 = 6. Snadno poznivame, 7e kazdd b; md s L
&tyti spoleéné body, a; Zadny, cix dva. Obraz L'y je tedy kuzelo-
setka, kterd neprochazi Zadnym dvojnym bodem.
Necht M je spoleény bod kiivek K, L,,. Tena rovina plochy P,
v. M je soudaing teénou rovinou plochy G, teéna kiivky Lz v M je
- prisednice této roviny s tetnou rovinou plochy S, a to jest praveé
tetna kiivky K. L, mé tedy s K dotyk v péti bodech arovnéz
tak L'y, 8 K'. Tim jest nalezeno daldich 15 kuZeloseek pétkrat se
. -dotykajicich kfivky K’, jez odpovidaji pifmkim c;i na plose.
Bud p bisekanta kiivky K sekouci c,,. Rovina (p, ¢;;) sede S

j v kuZelosetce, kterd se zobrazuje jakojkuzelosetka jdouci ¢ty¥mi

hlavnimi body mimo Al, A2 Mame tedy vétu u Rohna uvedenou:
© Svazek kuZelogeéek uréeny Etyfmi dvojnymi body A; vytind na K'
- inwvoluci a_spojnice przdruzenych bodi obaluyz kuzeloseclcu pétkrdt
se: dotykcmcz

. Lze viak nalézti ]eété dalsi podrobnost. Prlpomenme si vétu
: -Schurovu, kteréd pravi, Ze dvojSestnina sestivé z reciprokych polar
~ jisté plochy druhého stupnd H. Reclproké polary ]sou ay, by, pak
. az, by atd.

o Pi'fmce cu, ]ez sebe a,, ay; by, by, pati{ jako reciprokd polira
'prfmka d,. jes spOJu]e body (a,, b,), (as, by).1dsou-li X, ¥ dva body
o na. S prochazi ]1m1 kiivky K, C, jedna kaZdého systemu Ma]i

S o ‘) Viz Reye, Beznehungen der: a,llg Fliche dritter Ord. zu einer co-
varla.nten Flache dnttar Classe, Math. Annalen, sv. 55, str. 2567.
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jesté dalsi tii spoleéné body Z, T, U. Je-li M tieti priseéik XY s S,
jest rovina (Z7'U) polarni rovinou bodu M ku. ploe H.5) :

Bodem M na c¢,, jde vidy bisekanta ke K, jei K sete v X, Y.
Kiivka C jimi urdend sefe K v dalich bodech Z, T, U a rovina
(ZTU) se otadi kolem d. V obraze X', Y’, Z’, 1", U’ jsou na p¥im-
ce C' a body Z’, T", U’ jsou vytaty svazkem kiivek tretiho stupné.
Zikladni body svazku jsou 4; a tfi dalsi body odpovidajici bodim
na d. Jest v8ak zndmo, %e fada bodu na a@; jest projektivni se svaz-
kem piimkovych elementi A4;, bodu (a;bx) odpovidd tedy teéna
v 4; k By, bodu (azb;) teéna v 4; k B;. Rovinné priseky piimkou d
zobrazi se jako kiivky, které jdou hlavnimi body a maji v 4,, 4,
dotyk s B,, resp. B,. Mame tedy zajimavou novou vétu: Svazek
kiivek tiettho stupné, které jdou dvojnymi body ki¥ivky K’ a ve dvou
z nich se dotykayz kuzelosetek urdenyjch ostatnimi péti, sekou K’ ve
trech bodech na primce a tyto primky obaluji Luéelosecku pétkmt se
dotykajici.

Sledujme je$té jednou bod M pohy’bujici 8¢ PO Cy. Kdyi M
prejde do (al, C12), polarni rovina jeho jest (b, d), t. j. spojuje b,
s bodem (a,b,), pFislu§né C se rozpads v a, a kuZelosedku v rovmé
uréené pnmkou b, a bodem (a,b,). Jejim obrazem je p¥imka jdouci
bodem 4,, ktera, se kuzelosecky B, dotykd v A,, nebot tedny
element v 4, je obrazem bodu (a;b,). Zkratka teéna v bod$ 4, k B,
je teénou kuZelosetky L';,, Podobné i teéna v 4, k B,.

3. Na § jest oo? kiivek K, mezi nimi co! se dotyks piimky a,.
Mezi oc? kiivkami K’ jest oot kiivek s bodem vratu A,. Bodem M’
v roviné ]dou dvé takové. Skutedns, bud C ]edna kiivka druhého
systému, jeZz bodem M neprocham m bisekanta jeji jdouci timto
bodem. Ve svazku (m, C) jsou dvé plochy, které se dotykaji piim-
ky a, a vytinaji tedy z S kiivky K,, K,, jez se dotykaji a, a zobrazujf
se jako k¥ivky s body vratu v 4,. Z toho lze nalézti i jednoduchou
konstrukei téchto teden. Svazek ploch (m, G) vytina z a, involuci
bodovou a dvojné body jsou dotyéné body kfivek K, K,. V obraze
dVOme teden kiivek K’ v bod& 4, tvoif involuci a hledané teény
jsou jeji dvojné elementy. K uréeni této involuce moZno pouZiti-
degenerovanych kiivek K'; na pf. jedna plocha (m, C) seée S v b
a kuZelosebee, jejiz rovina jde piimkou a;, K’ sklddé se tedy
z kuZelosetky B; a kiivky tretfho. st. s dVOJn;’rm 4; atd.

Jsou Styfi ervky K’ se dvéma body vratu A, 4,, nebot
na ploée jsou étyn kiivky K, je%z se dotykaji piimek a,, a,. To -
pozndme nejsnize, volime~h zobmzem plochy, kde b, se zobrazf‘

§) Schur, Math. Annalen, 8v. 18, str. 12 a také Reye, po;edmini'
cxtova.né V- poznédmce ‘) , ‘
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jako body, a; jako kuZelosetky, kiivky systému K jako pifmky.
Obrazy kiivek K jsou pak spoleéné teény dvou  kuZelosedek.®)

Z toho jest také patrno, Ze dano-li Sest bodd v roving, nelze
obecnd sestrojiti kfivku patého stupné se t¥emi body vratu a dalsfmi
tfemi dvojnymi v danych bodech, nebot’ obecné se nedotykajl tii
kuzelosedky téze piimky.

Abychom nasli. takovou konfiguraci Sesti bodd, pro niz by

takova kiivka existovala, uzijme opét ]meho zobrazent plochy S.
UvaZme dvoﬁestm_nu

1 1 23 24 25 26
2 2 13 14 15 16

1, 2 je pséno za divejdi a,, a,, 1', 2’ za by, by, 23 78 cy atd. Pak v 7 se
zobrazu]i kubické kiivky ]ednoho systému jako kiivky tietiho
stupné s dvojnym A4,, kiivky druhého stupné jako kubické kiivky
s dvojnym A, a spoleénymi jednoduchymi A;, A4,, 4;, A7)
Je-li tedy k k¥ivka tietiho stupné s dvojnym bodem I, volme
v roving libovolné bod 2 a vedme jim tedny ke k. Dalif pruseéiky
tii téchto teden s k oznatme 3, 4, § a volme na k libovolné bod 6.
Volime-li téchto Sest bodu za zakladnf body zobrazeni, jest k obra-
zem prostorové kubické kiivky, jez se dotyksd piimek 23, 24, 25
a ve dyou riznych bodech sete 1, 1’, 26. Konfiguraci, pfi které
" ptimky prvni 8estniny se zobraz{ jako body, dostaneme dvojné,sob-
nou kvadratickou transformaci, volime-li na p¥. po prvé zakladni
trojahelnik 234 a po druhé trojihelnik tvofeny v novém obrazci
piimkami, ve které presla kuZelosetka 1’ a pimky 25, 26.
Volime-li je§t& 6 na &tvrté teénd z bodu 2, dostaneme v k& obraz
kubiky, kterd se dotykd pifmek 23, 24, 25, 26.
4. Zodpovime je§té otazku, jaké zvlastnostl ‘mé, kuZelosetka V'’
v pifpadech, kdy kiivka m4 jeden a% Sty¥i body vratu. Kdyz se K
-dotkne. pifmky a, v bod& M, plocha teden sete S v a, & kiivce
patého stupns, jeZ a, see v bodé N mimo M. V roving ¢ piimkou a,
. dostdvame kuZelosedku a k¥ivku tietfho stupné s bodem obratu v M.
. Mimo @, maji ob& kfivky 'spoleény priseéik s K, jenZ je bodem
vratu druhé z_ nich, a tedy jesté 2.3—2 =4 body. Otaé¢ime-li
' ) Myslime li si plochu S zobrazenou na dvg§ rovmy rﬁznyml zplsoby
" (zékladnf body jsou obrazy rtiznych Zestnin p¥{mkovych), jest tim dén bi-
. raciondlni vztah obou rovin (Cremonova transformace). Tato se vidy
dostane jaka sled, kvadratickych transformacf, pfi kterych trojihelnik ze

- t¥{ zékladnich bodii volirne za zékladni trojihelnik transformace. Kvadra-
: ‘-tlckou rozumime tra,nsformwcl, _|1Z lze pséti pH samozf‘e]mém oznaéem
. T 1 .
: I = — 1, = —_— 1, = —_—
' i £ T Ty N Pz,
L ’) Diekma.tm Uber Modxflcatxonen, welche die ebens . Abbddung
einer Flache 3ter Ord. durch Auftreten von Smgulanta,ten erhult,, Mathem
& vf-'Annalen, sV, 4, str. 442. - . ,

"o
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rovinou ¢ az pruseéik s K se blizf bodu M, o se stdvd oskuladni
rovinou kiivky K a te¢nou plochy 8§ v bodé M. Pruseéik p¥isluiné
teény bliZ{ se patrné bodu &, druhému dotyénému bodu bitangen-
cidlni roviny g. Ale M, N jsou body sdruZené v involuci, jiZz na a,
stanovi kuZelosetky v roving ¢. V zobrazeni jde kuZelosedka V’
bodem vratu 4, kiivky K’ a tedna kuZelosetky a tedna vratu jsou
sdruzené v involuci, kterou uréuje na pf. ¢;; a tetna kuZelosed-
ky B,, ;3 a te¢na kuZelose¢ky B, atd. V' mé s K’ dotyk ve &tyfech
bedech.

Necht' K se dotyka dvou piimek a,, a,." V jest pak raciondlni
kiivka &tvrtého stupné, kuzZelosetka V' jde body A;, 4, a teény
v téchto bodech jsou v pifslusnych involucich sdruZeny s tednami
vratu. V' s K’ mé dotyk ve tfech bodech.

Podobn¢, dotyka-li se K pifmek a;, ay, a;, coz oviem obecné
nenf moZné, jest V kubicks kiivka, V’ ]de body 4,, 4,, A,, a ma
dotyk ve dvou dalsich bodech.

Dotyka-li se K piimek a,, a,, a;, a4, jest V kuZelosetka v roving
obsahujici cz. Ale rovina, jez seée plochu teden kiivky K v kuZelo-

_sedee, je oskuladni rovina jeji. Musi tedy jeden z prisedikit ¢;s a V
padnouti do priseéiku K s V.V obraze V' jde viemi ¢tyfmi body
vratu a dotykd se K’ v bod$ na c.

5. Jest ]eété roztefiti otdzku, jak se chovaji kuzeloseéky L'y

\4 prlpadech Ze K' mé body vratu. M&jme na mysli plochy P,y Gi,.

,2 obsahuje bisekanty krlvky K, jez sekou c;,. Dotyka-li se na
pi. a3 kiivky K, dotyka se i plochy P;,. PonévadZ a, sete by, b,,
lezf i na Gy, a jest Gasti priseku @, 8 S; vlastni L, jest patého
stupné. V roviné pfimkou a, lez{ kiivka tetiho stupné s dvojnym
bodem na c,, a kuZelosetka, jeZ mimo bod na c;, maji jesté Styii
spoleéné body. L,, sete tedy a; v jednom bodé a v obraze L’;,
jde bodem A,. Jestli tedy A, jest bod vratu, jde jim podle toho
10 kuzeloseéek _

L'y, L'y, L'zs,'L'zs’ L'y, L'y, Llae’ L'y, L'yg, L'sg,

které se dotknou K’ v dalSich &tyfech bodech.

Jsou-li dva- body vratu 4, Az, jdou soudasné obéma kuzZe-
losetky ~
L 34 L357 Lse: L 456> L’“’ L 665
pouze ‘bodem A4, ]dou kuzeloseéky L'g, L'y, L'y, L'y, pouze
bodem A, jdou L'y, L'y, L'ys, L'se Zadnym nejde, pouze L'y

KdyZz 4,, 4, 4, jsou tfi body vratu, pak jdou soudasn® viemi
kuZelosedky L'y, L'ss; L'se, pouze body A, A, jdou L'y, L'y, L'ses
pouze body 4, Ay jdou L'y, L'y; L'ye & pouze body A,, 4, jdou
L'y L'ygy L'se: Jenom“bodem A1 procha,zi Lz,, Jen bodem A4y L13
a ]en bodem As L’ . '
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Mé-li kiivka &tyfi body vratu 4,, 4,, 4;, 4, pak L'y jde
viemi &tyimi a jest to patrné obraz druhé kuZelosedky v roviné
pHmkou ¢y, jez se kfivky K dotyka. Tremi z nich jdou vidy dvé
kuZelosetky na pt. L'y, L'ys jdou body A4,, A,, 4;, pouze dvéma
jde vidy jedind, na pif. body A4,, 4, jen L' atd.

Contribution 2 la théorie de la courbe rationnelle du cinquiéme degré.
(Extrait de Particle précédent.)

Dans la correspondance ponctuelle de Grassmann, établie
entre une surface cubique générale S et un plan, les droites d’un
gsextuple a; (1t =1,2,...6) de la surface correspondent "a six
points A; arbitrairement choisis dans le plan. A chaque droite ('
du plan correspond une courbe cubique C sur la surface. Au systéme
de ces cubiques (C) on associe, sur la surface, un autre systéme de
cub1ques (K) de maniére que, tou]ours deux cubiques C et K sont
situées sur une quadrique. Au systéme (K) correspond, dans le
plan, un systéme de courbes rationnelles (K') d’ordre cinq dont les
courbes ont six points doubles communs aux points A4;. Les pro-

" priétss connues des cubiques K du systéme permettent alors d’établir -
celles des courbes K'.

On considére une cubique K. Une tangente de la cubique K
a avec & encore un point commun qui engendre une courbe V
d’ordre six. L’1mage de cette courbe est une conique V' qui a avec K’
un contact en cinq points.

Soit Py, la quadrique engendrée par les blsecantes de. la
courbe K incidentes avec c¢;, et soit Gy, la surface réglée engendrée
par les droites qui touchent P, et sont incidentes avec b, by. Soit
alors Ly, la courbe d’ordre 6, commune aux surfaces S et Gy,. L’'image
de cette courbe est encore une conique L', qui a un contact en -
cinq points avec K'. A chacune des 15 droites ci; de la surface S
correspond une telle conique.

On retrouve des résultats de M. Rohn et on obtient encore de
nouveaux, p. ex. les suivants: Toutes les cubiques planes qui passent
‘par les six points doubles 4, d’une courbe d’ordre cinq et qui, aux
points de cette courbe, ont un contact triponctuel, enveloppent la
coaique V’. Le faisceau de cubiques passant par les points doubles 4;
et touchant en A, 4; les coniques qui sont déterminées toujours
par les einq points restants, est tel que, toute cubique lui apparte-
‘nant a.avec K’ trois points communs situés sur une droite et toutes
ces droites enveloppent la conique L'y. o

-8i K touche p. ex. a, alors 4, est un point cuspldal de K’
et ilise trouve situé sur V’. a, est situé sur G p. ex. et touche

. aussi Py . "Ly dégénére en a, et une courbe d’ordre 5, L’,; est une
_conique qui passe par 4;. On peut discuter de cette maniére les
‘comques L'sr dans les cas.olt K’ al,23on 4 pomts cuspidaux.
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