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Jista pribuznost kiivek souvisici s teorii krlvek

valicich se.
Napsal Dr. Ant. Pleskot v Plzni.
(Doslo 18. listopadu 1931.)

V dvaze této poukizeme k jisté piibuznosti dvou kiivek K
a K, o niz plati fada zajimavych vztaht geometrickych. K¥ivka K
budiZ dédna v soustavé polarni o pélu P, rovniei

r = g(w);
k ni pfidruime v téZe rovin& kiivku K; v soustavé soufadnic
pravouhlych se stfedem O tim zpiisobem, Ze k libovolnému bodu
A (r, ¢) kiivky K ptifadime bod 4, (x y) kiivky K, podle rovnic
pifbuznosti
y=r,
= frdw; (1)
konstantu integraéni v rovnici druhé nepifeme, ponévadz tvar
krivky K, konstanta integraéni neméni. Posunutim kiivky K, ve
sméru osy X, coz odpovida zméné integraéni konstanty, posune
se soudasné na ni lezici bod 4, i bude bodu 4 kiivky K opét od-
povidati bod 4, na posunuté kiivce.
dx
> dw
Jaky vyznam geometricky maji pfedchozi rovnice piibuznosti
pfi valeni se kiivky K po kfivece K,, o tom zmfnime se na koneci
Gvahy.
O ktivkach K a K, plati tyto geometrické vztahy:
a) Délka oblouku mezi dvéma body A a B kfivky K jest
‘rovna oblouku mezi body 4, a B, kiivky K, jez odpovidaji bo-
dim 4 a B.
b) Uhel, jez tvorf tetna s privodidem u ktivky K v bodé 4,
jest roven thlu, ]ei tvoli teéna kfivky K, s ordindtou v bodé A1
¢) Plocha, jez u k¥ivky K jest omezena obloukem kiivky AB
Casopls pro péstovéni matemetiky a fysiky. Rotnik 61. 10

Soustavu (1) lze psati téZ ve tvaru: y =r =r.
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4, ki‘lvky K,, pak platf
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a pruvodiéi v bodech 4 a B, jest rovna polovici plochy, jezZ omezena
jest obloukem A4,B, kmvky K,, osou X a ordindtami v bodech 4, .

~ a B, ke K, piisluSnymi.

d) Délka  subnormaily, subtangenty, normaly a tangenty
v bodé A u kiivky K jest rovna délce subnormaly, subtangenty.
normaly a tangenty v piisludném bodé 4, kiivky K,; jest samo-
ziejmé, Ze délky pro kiivku prvou jsou vzaty v soustavé polarni,
v druhé v soustavé pravouhlé.

e) Konedné plati jednoduchy vztah mezi poloméry kiivosti
obou kiivek. Je-li R polomér kiivosti v bodé 4 kiivky K, B, v bodé

1 1 1
ETR=W o
znaéi-li N délku normaly v bodé A neb A,; pfi tom podotykéme,

Ze poloméry kiivosti nejsou v pfedchozi rovnici velid¢iny absolutni,
nybr algebraicky vzaty.

Vztahy, jez jsme uvedli, lze dokazati nenednodusmml vzorei
diferencidlni geometrie.

Délka oblouku kf'lvky K mezi body 4 ('ro, W) a B(r, w) jest
déna vzorcem

S = f]/rz—i—'r'zdw—fv 2(w)-l—(p )dw

. Délka oblouku kfivky Kl ‘mezi body A1 a Bl- odpovidajicimi

- bodim A4 a B jest dana vyra,zem

Sy _fv dx + 1 dy = f]/(pz(w) + ¢'}(w) dw,

- tedy S = sl

Uhel a, ]e]z tvoi"l kla,dny smér teény kiivky K v bode As pru-

* vodiem a jejZz potitdme ve smyslu rostouctho w, jest din rovnicf

rdw. r_ plw)
BT TP )
P(w)

~ ponévadz iz _ g(w) ) ]est i thel B, ktery svird kladny smér

dy ™ ¢'(w) e T g
tetny v bodé 4, kfivky K, s prisluinou ordinitou roven Ghlu
a. Jest.tedy « = g, pfi demi - pnpo;u]eme, Ze Ghly '« a B jsou

© -navzdjem smyslu opaéného a Ze kladny smér tedny v bodé 4,
' 'ki'kav K, jest oviem defmovan opét ve smyslu rostouciho o

.
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Pondvadz pravodié v bodé A kiivky K jest roven ordinité
v bodé 4, kmvky K, a @ = B, jest ndsledkem toho dokdzéna plat-
nost véty d), Ze totiZ subnormdly, normély, subtangenty a tangenty
u obou kfivek v bodech 4 a A4, jsou sobé rovny. -

Plocha P kiivky K, jez jest omezena obloukem AB krlvky K
a pruvodiéi ro a 7 v bodech 4 a B, ]est déna rovnicf

w (1]

P = frz dos — g,fwz(w) do.

o Wy

Plocha P, ktivky K, jeZ jest omezena obloukem 4B kerkV K,
ordinatami bodu A, a B; a osou X, jest dana vyrazem

x (] w
P, = fy dr = fﬂp(w) dw = f(p“((u) dw,

P,y = 2P,
co% plyne také jiz z toho, 7e r = y, @ = B a ds = ds,.
ZByva dokazati vztah mezi poloméry kiivosti v bodech u obou
kiivek sob& prisludnych.

Oznagme R polomér k¥ivosti v bodé 4 krlvky Ka pro knvku K,
budiz polomér kiivosti v bod& 4,, R,. -

Tu plati

t. j.

B+
Tt
¢ili :
11 4 't —rr'’
B Yrgr’ (24 eyt
R témito rovnicemi stanovené jest veli¢ina nikoliv iabsolﬂtm’, ‘
nybrz algebraicky vzatou. Vezmeme-li v rovnici pfedchozi vyraz

Jrr 7+ kladng, pak Je -li stfed k¥ivosti na kladné norméle, jest R
kladné, je-li na ziporné normile, Jest R ziporné, pii demZ smér
kla,dny normaly defmujeme znamym zpisobem podle kladného
Sméru tedny,- }ejz jsme nahote definovali.

Pro kiivku K, v bodé 4, pifsluiny polomér ki‘lvostl jest

(ot dydt e
~ dzd d2y —dydtx " 7’

z eho¥ _
1 r'z—rr”

R, (r” + r”) ,
. - 10%
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Sedtenfm hodnot 1/R a 1/R; obdriime rovnici
: 1 +.- 1. 1 .
R VTR~ 'V,z + T
Vehéma Vr* + "2 jest véak kladné vzata absolutni délkou
normaly, oznadéime-li ji N, pak obdrZime rovnici -

1 1 1 :
— T = 2
‘Ukazme nyni na nékterych nejznidmé&jsich k¥ivkich uziti ho-
fejdi pi{buznosti.
Jakoito kiivku K volme Archimedovu spiralu, jejiz rovnice
zni :
r = aw.

Kfivee této odpovidé kiivka K, jejft rovnice znf

. aﬁ
x=afwd(u——(§—,

Y = aw.
Ehmmacx w7z téchto rovnic obdrmme
y? = 2ax,

t. j. parabolu, ]e]ﬁ parametr ]est a.

Vidime, Ze vrcholu paraboly odpovida pol spitaly 7 = 0;
oblouk spiraly od pélu az k bodu, jehoZ pruvodié jest 7, jest roven
~ oblouku paraboly od vrcholu az k bodu, jehoz ordinta jest r (viz

histor. pozn: Loria, Alg. C. str. 430). Ponévadz délka subnormaly
u paraboly jest-konstantni a sice rovna délce a, jest i polarni sub-
norméla spiraly konstantni a sice téZ rovna a.

Plocha spirily-omezené obloukem a privoditem r jest rovna
polovwl plochy parabolické, jez jest omezena osou paraboly,
- ordindtou bodu o délce r a obloukem pa,rabohckym od vrcholu

.p,ara.boly poditanym. -
' ‘Norméla' paraboly v~ bodg Aj, jehor y =r, ma délku N =
= Va* ¥ ¥* ¥, t. j. Ya? + 7% jest tedy rovnice mezi polomery kn
vostl Ra R, spxraly a paraboly v bodech k sobé prislusnych
1 1 1 :

ﬁ+ Rl \'Va2 + 1-2 . U R s

. Ve vzorci tomto polomér R jest velitina kladna., kdezto R,
zdporné, jak snadno se urdf; zavedeme-li tedy do vzorce predchoz1h0
a.bsolutni hodnotu | Ry}, pak obdrzime _

1 .01 1

B -.‘IR—.}“ ' v‘ e
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Probiha-li bod 4 spiradlu od pélu poéina.]e aZ do nekoneéna.,
probihd bod 4, parabolw og:¥choln aZ do nekonetna a sice na
vétvi horni." Zobrazuje se tedy spirdla r = aw na horni vétvi
oblouku parabolického. Klademe-li v rovnici ¢ = aw za w hodnoty
ziporné, obdrizime druhou- vétev spirdly, ktera zobrazuje se pak
na oblouku parabolickém, lezicim pod osou X.

Podobné ke spirdle stupng vyssiho
0 = ao,

v niz predpoklddejme n kladné a k wvili ]ednoduchostl cehstve,
odpovida parabola stupné (n 4 1)-ho o rovnici

yﬂ+l =a (’ﬂ + l)” (E”,
#m% dospivame k vé&té o rovnosti oblouki spiral a parabol vy&siho
stupné, ke kterézto vété po prvé dospél Fermat, oviem cestou jinou.

K velmi zajimavé piibuznosti dospéjeme volfme li za kiivku K
logaritmickou spirdlu, jejiZ rovnice jest

} r = aen,

Této kiivce odpovida kiivka K, dani rovnicemi
. : ' aere

r=afedo = " ’

Yy = aer®,

z nich% eliminaci obdriime
. y= nx: ‘
t. j. pf‘imku ]doum pocatkem a uzavirajfcf s osou X thel /3 jehoZ

tgf=mn :

K bodu B na spirale, jemuZz patii polarni uhel w = 0 a tedy
privodi¢ o délce a,' odpovidd na piimce bod B,, jehoZ ordinita
jest ¥ = a. Roste-li » od nuly aZ do. hodnoty nekoneéné, pak
probihd bod spirdly drahu od bodu B az do nekoneéna; pf‘fsluény
bod na pfimce vzdaluje se pii tom od bodu B, a% do nekonetna. y
Probiha-li bod na spirsle drahu od B a2 k pélu, tak#e tihel » méni
se od nuly a% do — oo, pak pfifadény bod na primce pohybu]e se
0d bodu B, a% ke konci (0, 0) primky , .

" Pongvadz. pf'imk@, na niz zobra.zu]e se spxra,la., tvor staly tihel .
= 90— 8 s osou Y, uzavird i kazdy privodié u spiraly logarit-
mické s tednou konstantnl«uhel a, jehoz tg @ = 1/n, 8im% dospivime
ke zndmé v&t8, %é pruvddide spirdly protinaji spirdlu v konstant-
. ofm dhlu. Taktés plyne z obrazeni spirdly na pfimce, Ze délky. ,
oblouku. spirdly poditané od prisedfku spirly s osou polérnf jsou
. Gmérny rozdilu r—a, ph dem? konsta,nta umérnostl z obrazu
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primky snadno se urdi, takze

S = Vn2 + 1.
Hledic ku pfimce jsou nor_maly, ta,ngenty, subnormély a sub-
~ tangenty jednotlivych bodid .této pi{mky Gmérny ordindtim.
téchto bodi, z éehoz plyne, Ze.i u logaritmické spiraly jsou tyto
délky amérny pruvodlcum a konstanty amérnosti mohou piimo
z obrazu piimky byti uréeny.

Jeito polomér kiivosti kterehokoh bodu prlmky jest nekonecné
velky, tu obdrifme ze vztahu (2), kladouce v ném R, = oo,

1_1
e N - R B N ’ ‘
t. J. polomér kivosti spirdly jest roven délce polarni normaly, t. j.
r ]/l + n. Spirald logaritmickd, at v jeji rovnici ¢ ma hodnotu
jakoukoli, zobrazuje se vZdy na tutézs primku; soudime proto, Ze
splraly r = ae™ jsou shodny, at velidina a jest jakdkoli. Na této
ktivee jest p8kné videti, jak geometrické vlastnosti této kiivky,
jez obydejné v diferenci4lni geometrii o této kfivce se uvadgji,

mohou podle hofej§f prlbuznostl z obrazu pnmky byti Vycteny
Vezméme v Gvahu riZice, jejichZz rovnice zni

'r=asmnw

p¥i dem necht znadf a a n &isla kladné; raZicim odpovida)l elipsy
nebot rovnice piisluiné knvky K, zni _
‘ acos nw
x = asmnwdw_-——__r_,
ot ¥ = @ sin nw,
z nich% plyne: L
: ' x? oyl

o Tar T
= °

L Ruz1ce zobrazi ge tedy na ehpse jejiz ]edna osa 3est a, a druha,
v poméru 7 k a. zmenSena.

Ménihsenwvmezicho am b 3 wodOaz do pak—’ oplso'

. bod A rﬁzxce ]eden list a pifsludny bod" elipsy polovml oblouku
, ehpsy, jeZ nad osou X leZi; z toho plyne podle c), Ze plocha P ]ednoho

: ,hstu rlzice Jest ro\ma étvrtmé plochy elipsy, t.j.

2

P*_—Z}f (Lona, Spec C. S 300).
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Jezto oblouky. elipsy a ruZice mezi dvojicemi bodu k sob® piislus-
nych se sobé rovnajf a u ehpsy jsou dény integrély eliptickymi,
plyne z toho, Ze i oblouky riZic vyjadfeny jsou integraly eliptickymi.
(Loria, S. 301. ) Jakozto posledni piiklad volme za kiivku K kar-
dioidu, _ ;
r= a(l—posw).
Kiivee té, jak snadno uréime, odpovidé kiivka,

.z =a(w—sin o),

¥y =a (1l —cos w),

t. j. obecnéd cykloida. ST
Kdybychom rovnice pffbuznosti dané rovnicemi (1) ponékud

X2

pozménili, pisice je ve tvaru

L y=r,

a,='—f wa; | '7 (L),

kdez konstantu integratni op¥t vypustime, pak kfivka podle’
rovnic (1') ke kiivece K pat¥ici, oznadme ji K, shoduje se geome-
tricky s kfivkou Kl patf‘ici ke K podle rovnic piibuznosti (1),
nebot K, jest soumérnym obrazem K, hledic k ose Y. Bod 4, na
pieklopené kiivee K, kol osy Y, oznaéme jej nym A,, jest bodem
k bodu 4 patmclm podle rovnic pifbuznosti (1°).

Plati tedy o kiivce K a- K, vechny vztahy a), b), c), d), e),
aviak 've vztahu b) jest Ghel 8 nejen velikost{ roven ahlu e, nybrz
jest s nim i smyslu souhlasného. Jest tedy mozno pohybem kiivky K
v jeji rovin& dociliti, aby bod 4 padl na bod 4,, pél P téze kiivky
na osu X a aby se pfi tom pokryly i teény kiivek v bod¢ 4 = 4,,
nebot podle poznamky predchozi whly, jeZz tvofi jednak tedna
s pritvodidem u K a jednak té¥na s ordindtou u K,, jsou nyni sobé

rovny podle velikosti i podle smyslu. .

Z toho plyne, Ze vali-li se K po Kz, pél P kiivky K opisuje

pii tom osu X.

Mozno tedy vyslov1t1 vétu: Ke knvce K prldruzena. k¥ivka K,
podle zékladnfch rovmc {1) jest ta, ktera (byvsi.pieklopena kol
osy ¥*) mé tu vlastnost, Ze vali-li se po ni kiivka K, pél této opisuje
osu X. Body, ve kterych K a K, pii valeni se dotyka]i jsou body,
které sob& podle pi{buznosti (1) odpovidajf. -

_ Ze vztahy mezi kfivkami K a K;, jeZ jsme na zadstku uvedli,
jsou touto defiricf pfimo o&ividné, jest nyni patrno aZ na vztah e);
odvodime proto vztah (2) mezi RB-a R, kdy% kfivky K a K, defmu--

]eme vétou pravé vyslovenou. - -
* Z teorie valicich se kiivek po knvkach pevnych ]est zZnama.:

4
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rovnice, podle které mozZno stanoviti polomér kiivosti v libovolném

- bodé kiivky, jiZ opisuje bod pevné spojeny s valici se kiivkou.

Je-li timto bodem p6l P kiivky K, jez vali se po K, a je-li

polomér kiivosti v libovolném bodé jeho drdhy g se stiedem

kiivosti S a je-li M bod, v némz se pravé kiivky K a K, dotykaji,
tu plati vztah

- 1 1 1 1

o PS PM(RI’LR) - RTE
PMT PN -1 1 cosg

PM(R +R) S mTERPHM
pii dem? @ znamens thel, jej% tvoi{ spojnice PM s normilou pevné
- k¥ivky v bod& M smétu]lci ke stfedu kiivosti pevné kfivky K,
pro tento bod. R, a R znadi absolutnf hodnoty poloméru kiivosti
kiivek K, a K v bodé M. V poméru PS/PM na levé strané rovnice
jsou-délky PS, PM vzaty algebraicky, jeito body P, M, S lei
v téie piimce, kdeZto na pravé strané téZe rovnice ve vyraze
~cos gv/PM délka PM jest vzata absolutnd; pii tom podotykime, Ze
napsany vzorec, ktery Ize snadno odvoditi, plati pro ten piipad, kdyz

kitvky K a K, leii prl valen{ na rﬁznjrch stranach spoleéne teény
vbodd M.

Ponévadz poL P oplsu]e pri Valeni primku ]est @ = oo a proto
musi platiti

1
PM( l—l.—ﬁ-‘)——cosq)=0,\

1 1 cosg,
RTRTPM
viak vyraz MP/cos pa ]est roven délce normaly ve spoleénem bodé
M kiivky K a K,, ¢im% dospivame k rovnici v
. 11 l
»coz jest relace (2), d¥ive a,nalytlcky vyvozena )
.- Vali-li se kiivka K po K, takZe jsou ob& na téze strand spo-
leéné .te¢ny, pak pf'edchozi rovnice nabyva tvaru. .
. S TN SO U
coT v o |RCR|
< znaéi-h ovéem R a ‘R prosté hodnoty poloméri. khvostl

. Timto dodatkem z;edname si poznatek: Jestlize - polomery
;.ki'xvostl R a R, v.rovnici (2), jiz jsme si z;ednah ana,lytlckym zpﬁ-
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sobem, maji znaménka stejnd (kladnd), pak opisuje pdl P kiivky K
osu X, vali-li se K po K, tak, Ze obé& kfivky jsou po ruznych stra-
nach spoleéné teény; jsou-li v8ak poloméry znamének opaénych,
pak vali-li se K po K,, opisuje p6l P osu X, jestlize pii valeni
jsou obg kiivky na stejnych stranich spoletné teény.

P

Sur une correspondance de courbes se rattachant 3 la théorie
des roulettes.

(Extrait de larticle précédent.)

Deux courbes K, K,, dont la premiére est exprimée par une
équation entre les coordonnées polaires 7, w, 'autre par une équa-
tion entre-les coordonnées rectangulau'es x, y, se correspondent
d’apreés les relations :

y=r, x=fr..dw
Cette correspondance donne lieu aux résultats suivants:

a) Les longueurs des arcs correspondants sont. égales.

b) L’angle que fait la tangente avec le rayon vecteur au
point A de la courbe K est égal & l'angle que fait la tangente au
point A, de la courbe K, avec ’ordonnée respective.

¢) L’aire limitée par I’arc 4B de la courbe K et les rayons
vecteurs des points 4, B est égale a la moitié de 1’aire comprise
entre 1’arc correspondant A4,B, de la courbe K, 'axe des z et les
ordonnées des points 4,, B,.

d) La tangente, la normale, la sous-tangente, la’ sous-normale
polaires"au point A de la courbe K, sont égales, respectivement,
4 la tangente, normale, sous-tangente, sous-normale au point 4,
de la courbe K,.

e) Si R, Rl sont les rayons de courbure aux points correspon-
dants des deux courbes, N la normale en valeur absolue, on a

1,1 1
s
ot I'on prend R R, avec le signe 4 ou le signe —, suivant que le

centre de courbure se trouve sur le demirayon positif ou négatif
de la normale.

Comme applications sont étudides plusieurs coutrbes connues,
en particulier la spirale . logarithmique, laquelle prise comme
courbe K, est représentée par une droite.

La courbe K, peut étre caractérisée par rapport a sa courbe
correspondante K ‘de la maniére suivante: la courbe symétrique
4 K, par rapport & l'axe des y a la propriété que le pole P de la
courbe K, roulant sur K;, décrit ’axe des x; les points de contact
des courbes K, K, pendant ce roulement sont les points qui se
" correspondent @ aprés la correspondance considérée. Par-la, les
propriétés a); .. .d) devxennent évidentes,
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