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Piispévky k theorii nékterych transcendent

poctu integralniho.
Pise M. Lerch v Brne.
(Pokratovini.)

4.

Podobnou roli jako polynomy G, (a) hraji polynomy C, (a)
stanovené rozvojem

1 . Ce C,v (a) v

a—Tog(I 49~ 5 o ° (12)

pfi temz a je realnd velitina kladnd, jiz dluzno piedpokladati
ne mensf neZ log 2, aby soutinitelé C,:»! zlstdvaly pod std-
lou mezi. Jejich vypodet vychdzi bezprostiedné z identity

\

) 5O
2 (-) ;io“‘z’

a Y

0 n' 'l"

jez poddva vzorec rekurentni

"Y u_ 1
uawzzww‘m—m@&M@qwzﬁ;
Mm=1 p a
(13)
polynomy jsou celistvé vici proménné i - ; zvlaStni piipad')
a =1 davd hodﬁoty

C=1=0C=0C, C;=2, (,=4, C,;=14, C;, =38,
C, =216, C; =600, C, = 6240, C,, = 9552, C,, = 319216,
C,, = — 519312, .

Téchto velicin chceme uZiti ke stanoveni integrdlu

—f ary=¢ e —ueEm), a4

pti (‘,emz na pravé strané se vyskytujici vyrazy I/ ¢” maji ob-

.*) Polynomil téch jsem za podobnym udelemn uZival v prici: ,Uber
einige Entwicklungen auf dem Gebiete der unvollstindigen Euler’schen
Integrale zweiter Art (Journ, f. die reine und angew. Mathemalik, Bd 128;
1904),
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vykly vyznam t. zv. integrilu logarithmického (logarithmo-in-
tegrdl)

W
li (e”) = val. princ. f ¢ %:—c,
a spravnost rovnice (14) vychdzi derivovanim vici « a z okol-
nosti, Ze ob& strany vymizi soutasné s u. Velit¢ina v, miZe
miti jakékoli znameni, kdeZto « musi zistati kladné.
Abychom integral (14) jinou cestou vyjadfili, polozme ve
(12) z = ¢ *— 1, ¢imZ se objevi

1 _ 20C() , ’
aFz— s ¢ =

a odtud

o % " .
J= 3 (—1) —1(7—) / ¢F (1 — e %) de. (149
0

r=0

Abychom integrdly na pravé strané piehledné vyjadfili,
zavedme pojem zpétngych differenci, stanoveny rovnicf
() = f(0) — (v — 1), 8% (0) = Of(v) — 0 (v — 1), .. .5
vychdzi pak z rovnice

"

[e“d:c:-e ;-l—zf(v)

Iy
0

patrné

u

fe"’(l — ¢y de = &'f (v),
0
a tak nachdzfme rozvoj

. (a 1
e——mv ll( m-}-u)v —av h (e v) (__ l)y ( ) dw(T)’

- (15)
P¥i uzivani tohoto vzorce dluzno pro funkei

er—1

f(z) =

stanoviti hodnoty ptislusné k z =v, v —1, v — 2, v — 3,
. (f(0) =u), a vypolisti jejich zpétné rozdily; musi tedy
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byti « pomérné malé, aby tyto difference staly se brzy zane-
dbatelnymi. Obytejné volime a — 1.
Priklad 1. Bud a =1, v =6, «w =13; hodnoty funkece
f(x) pro x =6, 5, 4, ... jsou
3'18092, 2-23650, 1'69726, 1:16056, 0-85914,
064872, 05, 039347, 0-31606, 025896,
a pifsluiné difference zpétné
f(v) = 3-18092, of = 094442, ¢%F = 0°30518, 83/ = 0-10264,
d4f = 0035638, 6°f = 001240, 0% = 0-00440, 37f = 000159,
o8 = 000062, 3°f = 000032
vzorec déva
e " lie’ — ¢ lie = 2:35948.
Priklad 2. Volme v — 10, » = 0'2. Bude dluzno stano-
viti 7 ¢lend a sice:
06389056 — 00778335

54453
5399

417
47

4

e 10l e'*— 1% ' — ('566015.
PohodIngjsf je polet v piipadd zdporného v; volme jako

priklad 3. v = — 6, u =201
ur ux eux - 1 3 ‘
xr |—uxl e 1—e P 0 0% | 6%| o¢
— 6/ 06 |0-b4881 0045119 | 0-075198
\ 3282
— 71 007 | 49659 | 50341 71916 200
13082 15
— 8| 08 | 44933 | 55067 68834 185 2
2897 13
— 91 09 | 40657 | 59343 65937 172
2725
—10] 1 36788 | 63212 63212
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(—— 1)" C, 8"f bude tu J = 0.075198 — 0.003282
r=0,1,2,. 100 5
t. J.
S lie™ — ¢'lie™® = 0:072011.
Potetni mechanismus je zde velmi jednoduchy: pouhé od-
titdni a dsleni Cisly 6 ... 10.")
Pro potitini funkce {i(e—*) mdme prosti'edkﬁ dosti, na pt.
jiz ddvny Euleriiv zlomek Fetzovy: méné ‘jich jest k ruce pro
pipad transcendenty li(et”). Vzorec (15) je tu zcela pohodlny,

jakmile znime urtitou hodnotu funkce. na pf. pro o =5, a voli-
me-li malé pifristky (£ = wv — 01 s hodnotou » — 10; v tom

piipadé bude jiZz &% nepatrné, 106), pii ¢emZ se nevdZeme

na celistva ».2)
b.

Ve svych Reih enentwicklungen der unvollstindigen Gamma-
funktion 3) podal jsem poloukonvergentni rozvoj

—MmU—0) —

1 e
mio(mu+w), = 7 Q(l — S, m)+ (1)

0

I N 9
@ =25, @)
v némZ B, znadl &¢sla Bernoulliova 4+, 55, 5, 351 se»
déle

e —s, w)=f T e, = 2 (M) 2

a=) [ o®

w &)

1) Zde uzito tabulek P. Gruner, Tabellen fur die Exponentialfunktion
mit negativen Exponenten y = e™* (S. Hirzel v Lipsku, 1906).3 Funkce
et je tabulovina v dile’ H. G. Kohler, Logarithmisch-Trigonometrisches
Handbuch (B. Tauchnitz v Lipsku, 1867).

%) Jiny vzorec pro poditani logarithmointegrilu li(e”) jsem podal
r. 1906 v Bemerkungen uber eine Formel aus der Theorie der unvollstin-
digen Gammafunktionund des Integral logarithmus (Archiv d. Math. u. Phys
I1I. Reihe, Band XI), a sice pro oba typy.

®) Journ. f, d. reine u. angew. Math,, sv, 130, str. 64, vzorec (23),
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pii temz zévorkovy symbol (s, «) znadf jako vySe fakultu

(s, ) =1, (s, 1) =, (5,2) = s(s + 1),
(s,7) =s(s+1)...(s+»—1)

a pii tom ve vzorci se vyskytuje pomocnd, pomérné mald kladna
veli¢ina » jinak libovolnd. Tento vzorec pak byl vychodiskem
dalsich dprav v prdci privé citované.

Mathematickd fysiognomie rozvoje (1) nenf pravé potitani
integrdlu @, spife tu vystupuje integrdl jako prvek slouzfci ku
vypoiétu Malmsténovské fady na levé strané; avSak piftomnost
pomocné velitiny # umoZiiuje prevésti stanoveni integrdlu @ na
vypotet fady. V zéapiskdch z tehdejsi doby nachdzim poznamky
vztahujici se k fadé (1), sledujicf pocetnf cile, a p¥i této piile-
zitosti poddvam je na vefejnost.

Zavedme oznateni

> e 1
R, =2 it oo ®)

kde w a « jsou kladné vehémy, pomér -:—o- pak vhodn& veliky,
jak poletni podminky vyZaduji. PF tomto znaleni se rovnice
(1) prepiSe na (s = a)

2v

.1 v“’
+m 31" gy G,

=12 3,...).

Bud v velitina téhoz typu jako w; odeltenim vyrazit pro para-
metry « a v vypadne Q a zbude

o]

(1% uR(w,u)=Q(L —a,m)e

R (0 8)— v B (0, 8) = = Z(— 1) —1(23;, W — )6 (@, a), ;
o) (4)

zde vloZme w + v za @ a ndsobme e™’; vyjde
uR(w 4+ v, We ' — ve"R(w 4 v, v)

e’ B, (u” —v?)

oy [ I LAY A O , 40
Teto, TV gy fetne. @
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Funkce

m e—mu
o (w4-mov)"
mé zfejmé vlastnost (vlozime . 4 1 za m)

f(®) = R (o, ,,)+,;=

flw) = —f);+e'"f<m+v),
tedy

. -y 1 —
RB(w,v) —e R(w 4+ v, fv)_.'2—ma+e
Odetteme-li tedy (4°) od (4), objevi se rozvoj

R("”“)—"8—v1"(03+v,14)—_:m +e (@40 v

2 m
N 1, - 1)"~1 B, " — o™ [G (co,a a), s G(m + v, a),,] .
U p=123,... (2”)! [) (m -+ v)

®)

Pravd strana obsahuje toliko prvky vypoftim snadno pif-
stupné, na levé strand vystupuje funkce I (w, ) pro dva argu-
menty o a8 o + v, sob& blizké — t. j. nepfili§ vzdalené.

,» Vzorec (5) umoZiiuje prechod od uriitého argumentu o,
L hodnoté blizké w.“

Na pi. pro lomend — doplnime na celistvé —L & =2 ‘: Y

0<o,—ao=vu Pro celistvd x vypotte se tada

—mu

- {: —i—-——_ (x —_— _r_o_’_)
' (&4 m)” u

——mu

odettenim koneného poitu &lent z fady 3 —— ¢ , kterd se sta-

novi jednou pro vzdy, natez vzorec (D) divd R(m, ).

UvaZujme zvldstd piipad a — 1; zde poslednf Fada po-
mocnd pro 2 — 0 mé hodnotu

—mu

:n_:: — log (1 - c—u),

MNS
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tedy

S _y) L=
R(’"l,“)—é;l"'u*[logl_ prn v‘=1,v ]7 T =,
nate: R (w, u) se stanovi dle (5).

Utelné je potitati na misté s R s funkef

© _(w+m1¢) - W

P/
(] =J -4 -— = R (o, u);
flo, w), = 2 (m+mu).,+2wa ¢ R(w, u) (0

tu pak (5) bude zniti o néco prehledn&ji

—0 —0 1

e (4
+)
@,

v

Sy 0, Flon, 0, = g (5

v W w0 —w, .

+_L2(_ 1 1B”u v Je G(m,a),,___e G (o, ,a), ’

u v (21’)' * N

pii &emZ v = ©, — . (5%

Ve zvlastnim pHpad® @ — 1 se definice polynomu G (o),
pretvoii na

@,

G(m),.=1+2”w 1+(n 1) (2n — 2)

w'!

2n— 1) (2n— 2) 2n — 3)
+...

3

o0

2% — 1) an—1 00
_@n—Dlmaa

— _—

2n—1

© o »!
dﬂe ' — [T
e ' 1 1 e
f(o,, )y =——+ — log ——3 .
2w, u 1—e 1
Pro ocenénf polynomi méme pivodni vyjadfeni (I. c.)

P(a) —wx a—1 23 -1
—— G(mw, a), :fe z (1402 dr, (8)
@
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tedy pfi a = 1

—w

e —nx _2v—
;D———G(oo)v:fe A P

1
vyraz, ktery se vyskytuje na pravé strand (5*), bude tedy dle
véty o stiedni hodnoté

4= G (w), —
)

W ~
* G (@), = (0, — ca)fe“"’?' x” d,
1

@

kde o, lezi mezi w a w,; za viech okolnosti tedy pfH v > w

20) Y (w, — 20) ! (00, —
0<a<LK ( ”)01(2vl+l ) <( )m(::fh w_),

¢len (») pravé strany bude tudiZ menif neZ

Bv (“27_ v2v) v
T aat C))

okolnost dilezitd pro posouzenf sblizeni,
Kdyby na pf. bylo o« =6, » =1, byl by ¢len v=14
mensi nez
1 1
30 ° 1007769
Pokud jde o vypolet &isel G(w, a),, jsou zjednodudeni
vidy viténa, nebof jiZ pro » — 4 méme sedmitlenné vyrazy.

=00°3...

Ze vzorce (8) snadno vychdzi, ze velitina I'(a)w™* G (w, a),
je prvnf ¢élen (2» — 1)nf soultové rady vzniklé ze zékladni po-
sloupnosti

'@ I'(a4+1) I(a-2)

Py ) P )
0)+ (0]

séftdénfm sousednich é&lendi. Znamendme-li tedy obecnd pro fadu
Uy, Uy Ugye o -«

Su, = u,+ u
bude

2u, = Zu + Zu

n4-1? n41) °

G(w, a),= 2" -1“0 y W= (a(;_—{—) ; ®%
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veSkery polynomy G (w, a), vypottou se tedy z fady
a(a+1) a@@+ D@+ 2)
()

® ’ w3 ret

a
1, —
Y e’

stitinim sousednich ¢leni.
Jiny zpisob vypo¢tu je postup névratny; znamenejme na
okamzik

@

J:f e~ "7 (1 4 )" da;
0

- pak ndm identita
Al @ (1 + '] = " da[~ ol + 2"

| +@4a+n 1+ —n(l4+2)""]
podé integraci vztah

od, =@+a+nd, —nd,

n—1"*

Pro funkce
wa —ux a—1 n
G, :—],(C—l—)— e =z (142 de (8Y)
plati tedy vztah ’
coG"+1:(oo+a+n) G,—nG,_; (8%

G=16,=1+—.
Tyto velitiny se postupné vypottou, natez
G(w,a),= G,,_,. (8%

Napfk. a=1, o =6:

Gi=% G=%, G =&, G=2 G =532
tudfz . .

G, 1), =4, G, 1), =%, G(o, 1);= 3—33’-
Pro velidiny

H=¢"0, '=-I—j‘é5 e (L 4 a)de (89
0

—m

e

=(— 1)"'a"D"

a
@
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mdme ve zvlastnim piipadé a = 1

1
‘ ox )
H=o [_%-—A”], A,.:_fe_ dey |
v d e
nAn_l _— e—m 1— e J
= A, =

® @

An

Pro o =588 mdme e “ = 0-002795, nateZ postupné
A, = 0:169593, A, = 0028367, A, = 0009173,
4, = 0004205, A4,= 0002385, A, = 0-001553;
pomocf hodnot 4,, A,, A, snadno urtime velitiny
e “G(o, 1), (=1, 2, 3).
Ostatné mame redukéni vzorec

n —
H"Z’w—Hn_l+ e w,

Abychom vypodetli fadu
P——(}l @ ~——TNU— ()
—f .3 —
Y 20" 1 (mu 4 o)

pro s =5, 4 = 03, o = 2, mdme poloukonvergentn{ rozvoj

—0) y—1

1 e 1 B,,'u
f=—Q1 — s o)+ —2(—1) - G (o, s) .
" 0} (2v)! v
Vypotteme velitiny G, dle (8?%)
A 7
2G”+1:(7 +n) Gn—-nGn_,, G():l’ G :—i.

natez bude
G(w, ), =G, G_::v G, G,,

a posledni agregdt v pravo
c2(08 T 03 229 03 2697
95\62 9 3024 4 T 43720 2
037 88447
3040820 2 T [
zivorka 8 napsanymi Cleny asi na 7 mist.
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Integral

o0

0 —s o= [

[0}

pfevede se na logaritmointegral.

Déle v pfipadé s =4, @ — 3 mdme

G(o 5), =5, G(o, 8)y =755, G(o, s) =147,
91577

C(m, ). —mm"%

-3 —s —mu

17 w._,dac

3 — ——— -

V al V3+mu w | ¢ +\/3{626 30.24° 72
3

w1469 w7
42.720 288 3040320

+ G(m)4+--~}

Jesté pro » — 1 je zdvorka s napsanymi ¢leny stanovena
. na $est mist, integrdl pak jest ddn tabulkami a také se bez
obtizi vyéisli pfimo.

Jako aplikaci vzorce (5*) uvaZujme piipad (v =1, a = 1),
—(‘" Fn) e

@)=+

pro o = 5'88; m4-li se zdroveii dociliti sblizeni pro R = e”f(w),
tu teprv asi 20 ¢lent davd 9 mist. V naSem piipadé o, =6,
v =012

fa)="z+lgL __ 57 —
1— v 7
e
| — log 17182818 — B¢ _ L,
—Og - T-—-ﬁe .

Zde mame pifmo z tabulek (pfesndjdich nez pé&timistnych
nemdém po ruce)
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Flo,) = 1 — 045829

i . 1 . — log 1-7182814.
» e - ¢ Daldf prvky vypottu bude stanoveni
| hodnot L , 1 az do » = 9, aby
1 |0°36788 10:36788 0" @’
| 2| 13534 | 6767 se urtily hodnoty G,, G,, G,, G,
| 3| 04979 | 1660 (po pHipad® odpadne jiz posledni tlen
| 4 1832 458 neb dva, neni-li potet ¥zen na vice
[ ) 674 135  decimélek). Vypotet se dokon&i po-
} 6 248 | 21{ moci hodnot vySe udanych.

Rady (1) pro celistvd zdpornd s jsou vyjadiitelny v za-
konteném tvaru; pro kladnd celistvd s podaff se je pievésti na
logarithmointegral, s pouZitim poloukonvergentni fady (1), nebot
integraly

®

—x dx
e —
[

o
vedou v tom pfipadé na logarithmointegral. To ve zvld&tnim
pifpad® s — 2 davd vypolet funkce dilogarithmické

w‘% ——flog(l——z)“

, a stanovime zbytek

-yt o g (V+mu

-1

volime 2z =—e¢e

zde tedy o = mu;

~m 2v—1

""de »leu v
S eTEL L st G, 9,
f +w ,_1,,,§ ) (@)! S
—xdz e =
€ T -—--{-h(e
x
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Kdybychom méli poéitati fadu

—Pru

e

S =

v-l[\qs

-

pro u = 0405,

.2

rozlozime ji na
' —pu —(m+-6)n

5 © o
S, =2 —=
+ 1 1 o (m+6)"

_— ¥
— it
=19

Podle (1) pak bude pfi @ = 6u = 243
S Qe 1,0+ e x ey B
1= LT PR @)1 v
w_, 28 G(0, 2),. Cisla @, se urdi dle (8?) z rovnice
243 G, = (n + 448) G, — nG
vypotet se ulehdf tim, Ze si sestavime nasobky fsla
1 .
S = (4115226 ;
nalezneme tak hodnoty
G, = 18230452
G, = 366219
G, = 819003
G, = 205207
G, = b7-707.

Tk ¢leny v fadé semikonvergentni ddvaji sedm mist a
okolnost, Ze

2

v

pfseme-li G

n—1?

-0
e

36
“zaruuje ndm tak 9 desetinek spolehlivych.

Tabulky pro funkei 7i(¢™") jsou mélo piistupny aneb jen
ttyFmistné; pki této prilezitosti poukazuji opét ke vzorei (1)
ktery davd pfi s =1, 0 = pv

=0002...,

p—1 —yv — )

QO, )= —log(l —e™) — 3 & ¢
1

r o 2p
e-—m § v B’) le’—l ‘
”‘5“2(—1) '*(27”*(1(”, Dy;
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G (o, 1),= G G, =H,

aw—1)

Hn_—_-% H,_ 4 ¢™; pro 0 =243 pak  H, = 0088037
I, = 0124266, H,= (0190313, H, = 0-322734.
Zvolime p = 10, takze v — 0-243. Odstranime-li z vyrazi

!
H tleny "—,'L, zbude fada konvergentni a odstranéné Cleny se
w

nahradi zndmou funkef

1
w(p) — 10g10+.—217;

P r—1 —Yv —
QO, o) =vw@) —logp+L1=¢ " "3 _jog(1—c"

2p 19

3' v—le 1)2’,

+ - (—1 ”(2—’,)"'!—A2,,_1’

pO) =14 5+ ... +p—_1_—1—-E, £ = 057721566 . ..

Rada konverguje sice pro v < 2n, uzitetna je hlavn& pro
» = 1, aneb jen pro hodnoty o mdlo vétsi.

6.

Vratme se k polynomim a ¢islim C,(a) z € 4.
1 _=C,(a) »
a —log (1 + z)-% pl 0 > log2,
tedy k rovnici

1 _ =2C(a)( —x 4

(1) =2 (ex—1).

V té kladu # =nv a nésobiv e
n=p, p+1,... Vyjde -

—nuy

settu vysledky pro

~NUY

® ® ey ® C (a) _ v
g % L, ny .
3 =23 20.—;;1—(6 ~1);

-

n=p @ nv n=p
pfi tom znaif w, v kladné velitciny a dvojndsobnd fada, kterd
zde tvoff pravou stranu, konverguje absolutné, pokud u > 1.
Abychom to dokézali, bud It konstanta, pod niz lezi velitiny
12%
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| G,(a)
{

i; dvojnésobnd fada kladnych &lend
5{, g, 9)} (1_ e—nv)"’c—nmr
n=p p=0
mé Cleny vétsf nez fada uvaZovand a rovnd se Fadé

- nny
® Me (i
P s a—— | P

w=pl—(1—e™)
jeZ konverguje pro » > 1. Bude tudiz

:’, e~ C (a) —nv L A
w=p @ + nv vi() p! ﬂ—p (6 1) e )
pii oznaleni z poétu rozdilového

Af)=flu+1)— f(u), .

je viak
—nv 4 —ny g
(ﬂ _1) ¢ - Aue—mw’
a tak vyjde
. — N ® * 1 —puy

@ $27_36@, T

n=Pa+nv =0 ! "1—e™"

Zv145té pro p =1
—nuy ® v

@) 3 =320, 1 u=1u>1)

tadny  w— 2! v &Y -1
. 1 .
Volme a =1 a znamenejme uv— w, - =61 bude
-20’

11 1
1 = A
+ + ¢ le"’—l + e’—1 +

1 2 Ca” }

L Ly R ST L

+ 21 e’—1 + 3! e"—1 et n! e"’'— +
C,=1, C=2 C, =4, C,=14, C;,=38,.

pH temz difference 4 odpovidajf pHristkn o = 71, a veli-

¢iny ¢, @ jsou kladné, m>—cl—.
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Pro o jisté velikosti je konvergence levé strany rychld a
transformace nemé uZitku; ale jiz pro w =1 nen{ konvergence
fady v levo dosti uspokojivd; tu pak bude pravd strana rychle

konvergentni, je-li —Z— dosti malé, aby difference rychle klesaly.

Pro @ velmi mald mame pak jednoduché elementdrni prostfedky
k vyc¢islenf fady.

Utite¢nost vzorce (2°) dobte illustruje pifklad @ =1, ¢==10:

|
el =1 |L:("—1| —a | 42 |—2*| 4% |~
| .

1 [1718282| 0581977 83016

1'1]2:004166| 498961 67948 15068 3503
1-2|2-320117| 431013 56383 11565 92501 1002 339
1-31 2669297 | 374630 47319 9064 1838 663

141 3-055200| 327311 40093 7226

1'5|3-481688| 287218

Cleny v zivorce { } na pravé strans (2°) jsou stidavé
kladré a zéporné a maji hodnoty

+ 05681977  — 0-083016
1534 1168
167 40

Soutet — 0505454 ; potlaéime poslednf decimdlku a déline
c=10:

. (;_" o .
.IL T = 0:050545.
Nenf sporu o tom, %e v uvazovaném p¥ipadé celistvého ¢
se obdrZf hodnota fady v zakonteném tvaru, zde tedy

® -n 10 -
f—.G — = lo{log 1 T — X ¢ };
1 104+ n 1—— =1 »

ale tu jest uvaziti, Ze vypolet pravé strany vyZaduje tabulek
o jedendcti mistech, ana se pravd strana jevi jako rozdil dvou
velkjch &isel, kterd obytejné tabulky nestanovi s dostatujicf
ptesnosti (na pf. ddvaji ¢'° bez tisicin),
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Podobné jako (2) odvodime

@ 1 e _3G0@ o 1

(du=1, u>1),

+E o w! “e 41
a zvla§t pro a =1
@ ey fl=13G 1
c+n ¢ o ! 41

(Am:-al >0, o >

Pritiad, o=~

5 ¢ =—10.
z| e+1 ll:(e"-l—l) | ‘A‘ + 43 — + 4°
l |
052648721 0-3775406
0:6|2:822119 3543437 g‘:’;gfi 6605 | oo »
07|3018752| 8318193 | ) oC |7448 cos | 14T | g
083226541 | 8100257 | o0 18114 | 0 | 115
093459603 2890506 | o oo ‘8667
1 |3718282, 2689420 i
l |
3% 47 = 03775406 — 00231969 = 0:3547015
v 3327 24
271
4
tedy
1 — 3
¢ f ¢ 4 . =003547015
T et i =0 :

Funkee tato (3°) a zdroveir 1:'¢” 41, ma v okolf w =0
povahu celistvé funkce, difference maji tedy hladky pribéh,
takze tu fada (3°) nachdzi prizniv&j$i podnifuky, kdezto funkce
(2°) m4 v @ =0 singuldrni bod logarithmicky a funkce 1:(¢” — 1)
singularitu poldrni, takZe konvergence musi byti velmi zdlouhava

pro mald @, at-li vibec neodpadne (pro w<%—).
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Jiného druhu vyjédieni uvazované fady (2°) poddva Euleriv
vzorec transformaéni

('07’7+01$q+"2973+---=cor§;+4%(f_£_‘;’) +
+d¢r0<1——-i—x~) +.. .

v némz A'c, znali podateni tlen »-té Fady rozdilové vytvorené
ze zdkladni posloupnosti ¢, ¢, ¢, ¢, . ..

Pro dosti mald = je fada v pravo vidy konvergentni, a
pravd strana poskytne analytické prodlouzeni funkce definované
prvkem na levé strané, pokud sama konverguje; nebot ji lze
pséati jako fadu mocnin
(4")  cgp - degz® + APcysd + A3yt + ..., 2= _I_:Z:.Tc'

Kruhtim € | z | = konst. v roviné komplexni proménné z
odpovidaji v roviné (x) opét kruhy A, které maji své stfedy na
ose realné a sekou orthogondlné kruby svazku, jehoZ vrcholy
jsou x=0a z=1.

Jednim z kruhd %A je piimka | x | = | 1 — z |, osa symetrie
bodd x =0 a z =1, jeZ d&li kruhy A ve dv& kategorie, pravou
a levou, podle toho, na které jeji stran& tyto kruby lezi. Kruhy %
levé fady obsahujf uvnitf bod x =0, kdeZto tyz bod leZf zevné
kruht kategorie pravé. Vnitiek krubu € odpovidd oné strané
kruhu A, kterd obsahuje politek x — 0, t. j. odpovidd mu
vnitfek kruhu fady levé (| 2| <<1), ale vnéjsek Fady pravé
(12]=>=1).

Konverguje-li fada (4°) uvniti kruhu, jehoZ polomér je
vétsi jedné, definuje v oboru proménné z analytickou funkei,
pravidelnou zevn& kruhu A, i v nekonednu. Jeji singularity jsou
vesmés umistény uvnitt kruhu A,

Je-li naopak polomér konvergenéni fady (4°) mendf jedné,
pifsludf kruhu € kruh fady levé, a funkce x Fadou definovand
Jje pravidelnd pouze uvnité kruhu ; jeho obvod obsahuje aspoit
jedno singuldrni misto funkce (4°) vidi proménné .

V ptipadé fady

ou‘ "v
(5) too=3

(4)
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je zfejmo, Ze funkce neni pravidelna v nekonetnu, nebot

c—1
'z, ¢) = ai do
0
1
a substituce = T dévd
. § ds
z'8(x,0) == 4+ _A+§ 5~(§1—€)
t. j.
(@) L (x, c)::-écv +—L8(L, l—c).
z z z

Kdyby funkee byla pravidelnou na vné&j§f stran& urditého
kruhu %, lezel by jediny je$té moiny bod zvla$tnf r — 1 na
jeho obvod&; kruh ten by se smriti] na jediny bod z =1 a
funkce byla by celistvou transcendentni viiéi 51171" 7e to nena-
stane, o tom nds poudi jeji povaba v okoli bodu z = 1. Po-
lozme z = 1 — ¢, obdrzime

z'(z, c)—-——j(l 5 d;
(®

® ife—1\ ¢
=0+ z(__1)”’( \’_-___log 3
1 v |

#mZ nemoznost supposice vysvétlena.

Po levé strané osy symetrie bodd =0, x =1 chovéd se
viak & (x, ¢) pravidelnd, kruh A tvo¥f tedy levou stranu roviny
od této ptimky.

Rozvoj (4) piislusny k funkei 28 (z) konverguje tedy pouze
uvnitf kruhu |2 | =1, t. j. pro |2z | < |z — 1], pti reélné

proménné « tedy pro x<r-;~; a sice zni*)

*) Uvazoval jsem jej s jinymi sem spadajicimi otizkami v é&ldnku
Sur une série qui se présente dans la théorie du logarithme intégral
(Giornale' di Matematiche di Battaglini diretto dal Prof. A. Cappelh, vol.
XLV,).



m

g 1 1 1 x
%c+m T 1=z ceFpa—z¢T
21 2
®) + c(c+1)(c+2) A—z)3
31

T EEH

Vzorec tento se vyborné hodi k vypoitu pro zdpornd =,
a miZe nahraditi vzorec (3°), jezto 2 =—e™” déva

x 1 1

— < —,
11—z e4+1 2
a soutinitelé jsou veli¢iny malé pro ¢ = 6. K vypottu fady (2*)
se viak vzorec (6) hodi jen p¥i o > log 2, a pro vétif hodnoty c.

— )

Je-li ¢ veliké, a velitina ¢~“=—x neznatné vétii nez —- 1 , bude

pravd strana (6) sice divergeutni, ale zplsobild k vy’poétu, néle-
eji ¢ k faddm poloukonvergentnim ; zbytek (chyba) je u nf ¢dstkou
prvnfho vynechaného ¢lenu

n

.y . . n— € 2
Pro potitani fady X (— 1) 07 n dle (6) mame
_n
n—1 e 2 __z 22 .23
¥ 10+n—"1'1 11. 12"’11 12.13
2 3z 1
11 To 3.4 T AT

e’ —+1

ngz:0'5769637—1, a sice dostaneme 7 mist s pé&ti
tleny. Rad® (6) tu nélezi odividng prednost pred pravou stra-
nou (39).

Rovnici () miZeme psati

i s =1 e —1\¢
2 c+ +log(l —z) = (,+z(—1) ( ) );,
f=1—u
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vychdz{ odtud pro uréeni stdlé C

C—'hmlm—r—-—i il l——hml ( _l_)xch-}-
x-—1|00+ o’l’+1‘ x—1]o 0+’v 41
v+1
/ c—=1__ 1 2 l
0= tim $(—L L Y —~lim{ 2 —1) log (1 — @)
=10 \C + v +1 =1 ’
Drubd limita je patrné nulla a zbyva
_ 31 L)ty — e w o — L)
0——%(6—_—1_;—‘,,—4‘_—1)——‘#(1) wie) w(o)= T
Tim ziskén vzorec
g o log (1
by e —_ —_

) ,
+om—vo—E(THETE,

ktery echarakterisuje povahu funkce {(r,¢) v sousedstvi kriti-

ckého mista x =1.%) Jeli ¢ ¢islo celistvé (kladné), zakonéi se

fada v pravo, jakoZ vibec se tato funkce vyjidfi elementdrnimi

vyrazy, je-li hodnota parametru ¢ &slo raciondlni.

K vypoltu se hodi prava strana (7) pro zdlouhavou konver-
genci jen pro x velmi blizkd jedné, tedy (pii x=-e ") pro
mald w. / '

Rozvoj v citovanych pracich uvedeny znf

m+c —t ® / —1\/1— »
(7")%’6_‘_ =z 1?sm(c m )( — a:) —log (1 —x)+

+v @) —vy (),
pfi temZ spoletnd konvergence nastane v oboru spoleném kruhu

v

| z| =1 a polouroviné Real .z > ;, a kde psidno

1
s, =1, s2=1+—§,...sm:1+—2—+...+7n—.

*) Rozvoj ten jest o néco jednodussi, ne% Fada vyvinuld v nasi roz-
pravé Ridzné vysledky v theorii funkce gamma (Rozpr. Ceské Akademie
rot, V., &is. 14; 1896), na kterou se pripind posledné zminénd préce,



Délme z¢ a derivujme vidi ¢; vyjde
o xc—-{—m

® =3 mm= v @O+ @—w0]lss +
Hlogalog(1—a) o 35, (" 1) £ (22F)

a=1C— 0« xr

kterdzto rovnice vyjadiuje chovdni se funkce definované prvkem

m
@ .

V(e m)?
v okoli svého singuldrniho mista x — 1, a mimo to slouz{ k je-
jimu vypottu v pipadé z blizkého 1. Pravd strana rovnice

: c—1
s o [
oc—+m~ J 1—uaf
0

definuje funkei &(x, ¢) v celé rovind mimo fez podél Césti realné
osy od 2 = 1 do = oo, derivovani diavd zobecnény dilogarithmus

s § logédlf’
o ( 1 - xf
v piipadé ¢=1
1
g 28 logdé dzx
dl](x)—%‘;a——_x —1‘:}—{——— ]06(1——.1‘)-;—.

Rovnice (6) psand ve tvaru (de= 1)

-1
& X . z m--1 m 1 __-_l_
2070+m_fz Ay FET T
podé derivovdanim dle ¢:
mt1 mt1
z 2 "‘i( z 1
(9) 2 NCET m_od T li—y Real. x = 5

ktertho tvar se velmi dobie hodi k vypoétim (pfi-c = 6).
Pro ¢ 01 méme patrné

m 1yl
(c——l) w1 (\J( 1

M Jomc—a m

?
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tedy (8) ddvd

dil(ac)—_-Z‘%(”zl
1

m ”'} ‘
+—6-—logxlog(1—x)

jako rozvoj dilogarithmu v okoli bodu » =1, vlastn& v polou-

roviné Real.z > % .

Také uzitim polynomi C,(a) danych rovnici (1) dosp&jeme
k vyraziim slouzicim k vypottu zobecnéné funkce dilogarithmické.

Derivujme v (1) dle z, tedy

1 Cyr1 (a)
R e AT

—nuv

poloZme x = nv, ndsobme e
Méme pak nejprve

—l)ve_ﬁ

a seltéme pro n=1,2, 3, ..

- p—-nm ® Cv+1 (a) x — v ,—nv(et1)
n=1 (a + nv)z 0 V. ! 1!;1 (e 1) ‘
tedy
e—mw © C (a) 1
( 0) < — =2 v“| 4~ y(u=1 u=1)
n==1 (a + nv) 0 »! “ o —1

. 1
a zvld&te pH e =1, =6 =0

1
N S S 1 SO S
( 0) n=1 9 A \ w+ —1— ! 1
(c+n) »! —1 w>
?odobné bude s tymiz podminkami
1) gy T =L 8O 1
"=1 (c+m? ¢’ »! &t ¢+ 1

(Pokraéovéni.)
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