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0 zvlastnich v sobé dudlnich quadratickych
piimkovych kongruencich.
Napsal Dr. Vaclav Simandl, docent ¢eské techniky v Brné. -
(Dokonéeni.)

5. 0 16 singularnich paprskovych svazcich kongruenci
C: a (3.

O kongruencich (2, 2) jest zndmo, Ze obsahuji 16 singu-
larnich bodd a tolikéz singuldrnich rovin, t. j. takovych bodd,
resp. rovin, kterymi prochazi cely svazek paprski kongruenénich,
singularni to svazek. Odpovidd tak kazdému singuldrnimu bodu
vzdy jedna singuldrni rovina; singuldrni bod ten a rovinu bu-
deme nazyvati odpovidajicimi si. Téchto 16 bodi resp. rovin
vyhledame nejprve vzdy pii kongruenci C3. Pii kongruenci C2
bude to zcela analogické. Oznateni pfimek uzijeme téhoZ jako
pfi dvahdch piedchozich. Déle pak budeme v ndsledujicim uzi-
vati pro prisetik dvou libovolnych riznobéZnych piimek a, b
symbolického oznafeni (a b) a pro rovinu stanovenou t&mito
dvéma pfimkami symbolického oznateni [a b].

Vytknéme si nejprve 4 singuldrni body kongruence C} a
jim odpovidajici singuldrni roviny. UkédZeme, Ze body tyto
S;, 8y, S,, S8, a jim postupnd odpovidajici roviny e,, g,, a,, 0,
1ze si ndsledovn® symbolicky oznaditi:

(uy W), (uy ug”), (v '), (v, v,")

[u, w'y), [wy u"], [0y v, [0y v,"]. ,
To nyni dokdZeme. K naii kongruenci C) néleZeji dle jeji defi-
nice patrnd téz diagondly oco! piimkovych Ctyfstrani na H?,
jejichz jednou dvojinou protéjSich stran jsou vzdy dvé soumezné
piimky na plose H? v u, splyvajici,. a druhou dvojinou vzdy
jedna dvojina piimek wu,,’, uy,", které tvofi vidy jednu dvojinu
involuce o samodruznych piimkdeh w,', u,”. Jest zfejmo, Ze
geometrické misto diagondl téchto oo! EtyFstrand, jeZ bychom
si mohli oznaliti w,, u,, u,,', ue,"”, jsou dva rovinné paprskové
svazky a sice svazky stanovené vidy dvéma pHmkami w,, u,’
a u, u'.
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JeZto tyto svazky ndleZeji kongruenci C?, tu vidime, Ze
jejich vrcholy resp. roviny jsou singuldrnimi body resp. rovi-
nami této kongruence, jak bylo dokdzati. Zcela analogicky by
se dikaz provedl o dalfch dvou bodech a rovindch singuldr-
nich, to jest bodech a rovindch stanovenych dvojinami paprski
vy Uy a vy, v

"~ U kongruence C? dostali bychom zcela analogicky singu-
larnf body S,”, S,’, S8,, S,/ a jim odpovidajici singuldrni ro-
viny ¢,", @,’, @', 0,/ v nisledujicim symbolickém vyjédieni:

(ug w"), (ug "), (v; "), (v, ©,")
[y '), [ug "], [y 0], [0, 0,"]

Z konfokélnosti kongruenci C] a C? vyplyva viak, %e sin-
guldrni body resp. roviny kongruence jedné jsou té% singuldr-
nfmi body resp. rovinami kongruence druhé. OvSem dvojinim
singuldrnich bodd a jim odpovidajicich singuldrnich rovin v kon-
gruenci jedné, neodpovidaji v drubhé kongruenci dvojiny odpovi-
dajicich si singuldrnich bodd a rovin. Kombinuji se pak jinak
odpovidajici si singuldrni body a roviny.

Jak hned z uvah ndsledujicich vyplyne, budou pak v kon-
gruenci C? dalsimi 4 sing. body S;, S;, S;, S a jim odpovida-
jicimi rovinami ¢, o, 0,, o5 po Fadé body a roviny:

(uy w,"), (uy "), (g ), (0, 9,")
[ug u,""]y [uy w0, [vy 2"], [v5 ]

V kongruenci C} bude pak lze body S;’, S,/, S,, S’ a ro-
viny o', 6,/, o,", o;’ nésledovné vyjdadFiti:

(uy uy'), (uy w"), (v, v,)), (v; vy,
[u, ug"], [uy wa'), [v0 "], [0 0]

Dalsi singuldrni body resp. roviny kongruencf C7 a C? se-
strojime tim, Ze si sestrojime vidy vrcholy a stény 4 tetraedri
piislusnych vidy 4 tetraedrilnim komplexim systémi (I'%), a

(I'*),. Lze sice dospéti, jak R. Sturm ukdzal,*) od zdkladniho
tetraedru jednoho tetraedrdlnfho komplexu, ktery kongruenci

*) I8 Sturm: Liniengeomectrie, II., pag. 125 a 126.
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(2, 2) prochdzi, ku viem 16 singulirnim bodim resp. rovinim
této kongruence, zde v3ak bude specidlné pro nae kongruence
C? a C; vyhodno pouZiti vzdy 4 zminénych tetraedri.

Uvazujme postupné vidy u naSich 4 tetraedridi, jez piislu-
Seji postupnd vzdy 4 tetraedralnim komplexiim:

e (uz’v ), \TQ (o', vy")y T2 (uy"y 13", T (", v,)

T* (', v"), T7 (u!, ")y T (", v""), T* (w,", v,)
ty dvojiny jejich protéj§ich hran, které jsou zaroveir dvojinami
konjugovanych poldr hyperboloidu H® Dvojiny ty postupné pro
nafe Ctyfi tetraedry jsou dvojinami diagondl ndsledujicich Etyf
piimkovych &tyistrand na 71% proloZenych:

Pt "o, reo, . "o
Upy Vyy Mgy Vg 5 Uypy Vyy Uy Up' 3 Uy, Vyy Uy 5 Vg 5 Uyy Uy %y 3y Vg

roar. T oo, ) "o,
Ugy Voy Uy'y Uy 1 Wy, Vgy Uy's Uy 75 U,y Uy Uy Uy 5 Ugy Ugy Uy Uy,

Oznatme si pak postupné ty dvojiny diagondl ndsledovné:

r. 71, ', '.
dyyy dy's dyy, diy's doy, dyg'y dyy 4y
’. ’., . ’
dyiy gi"5 dag, doy's g o5 dyyy dyy'.

21y

Na kazdé z téchto diagondl lezi- vidy dva singuldrni body
kongruenci C? a C}, a dudlné zase kaidou z téchto diagondl
prochdzeji dv& singuldrni roviny t&chto kongruenci.

‘Sestndet pravé napsanych diagonal lze uspotddati Sty¥ikrat
vidy po &tyfech tak, Ze vidy Ctyfi jsou stranami uréitého pro-
storového Ctyistranu. Vrcholy téchto 4 Etyistrand, které si ozna-
¢ime I, II, 111, IV jsou postupné vidy 4 nasledujfcf body:

(uy "), (u, "), (v, ©,)), (v, v,/")
(uy "), (4 "), {vg v,7), (v, v,")
(uy va")y (uy 0"), (v, wy'), (v, u,")
(uy v,), (uy 0,"), (v 1,"), (ry w,"").
Diagondlami &tyfstrand I a I/1 jsou pifmky «, »,, a dia-
gondlami &ty¥strand I1 a IV jsou piimky wu,, »,; stranami pak
téchto Etyfstrant jsou postupné vidy 4 piimky :

diyy  dygy gy dig
gy, dygy dasy a0
dy', dy'y dy', d,
dy', dayy dog’s dyy'.
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Prot&j8imi stranami u t&chto &tyfstrand jsou vzdy ty dvé
strany, u nichZ u obou druhé indexy jsou soudasné liché nebo
sudé. Jest patrno, ze vrcholy prvych dvou &tyfstrand lezi na K2
a Ze jest to prvnich 8 singuldrnich bodd S, az S, kongruence
C3, nebo singuldrnimi body S;’ az Sy’ a S,” a% S,’ kongruence
C;, které jsme jiz dfive byli nalezli.

Tyto singuldrni body mohli bychom si pomoci stran &tyi-
strand I a II vyjadfiti postupnd nésledovné:

(dll dl‘A)’ (dl3 dl-ﬂ)’ (dll dl*l)? (dl’l dlS))
(dﬂl d22)’ (d23 d?«l)) (d21 (124)7 (d22 d23)'

Zbyvajicich 8 singuldrnich bodd S, az S,, lezi vidy po
dvou na kazdé z osmi stran poslednich dvou étyfstrand 171 a
JdV. Nutné z toho tedy vyplyvd. Ze kazdd strana Ctyfstranu
jednoho protind dvé strany ttyfstranu druhého a naopak. Do-
staneme pak celkem 8 préseénych bodl, a to jest dalfich osm
singuldrnich bodd S, az S,, kongruence C?, kterézto body k vili
konfokdlnosti kongruenci C? a C? lze poklddati té%Z za singu-
larnf body S, az S,," kongruence C3.

Lze snadno nahlédnouti, Ze mdme-li dva sborcené ¢tyfstrany
v prostoru, jejichz dvojiny diagondl jsou rizné, a maji-li ty dva
{tyfstrany miti tu vlastnost, Ze kaZzdd strana jednoho protind
vzdy dvé strany druhého tu, Ze ty dva Etyfstrany maji takovou
polohu, %e kaZdd dvojina protéjsich stran jednoho protind jednu
dvojinu protéjsich stran druhého a naopak.

Ten pfipad nastivd patrné u nafich Ctyfstrani II7 a IV.
BudteZ u téchto ¢tyfstrand dvojinami protéjiich stran, které se
navzéjem protinaji dvojiny:

dyy'y dis’s dy's dyyf
dyys dvy's dyy'y dlyy
Vidime z toho zdroveni, Ze &tyfstrany II7 a IV leZf na

témze hyperboloidu, a ze dv& piimkové fady tohoto hyperboloidu
tvofi ndsledujici dvé ptimkové Ctvefiny:

d', dyy', dyy's d24'§ dm” du" dyy's dos'.
Lze pak 8 singulérnich bodd S, a S,; resp. S,’ aZ S,,' oznatiti
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nasledovné:

(A dgy"), (dyy" dyg"), (dys" doy’)y (dyy” day)
(dio" doy"), (diy” dyy"), (diy" doy')y (4, dy)).

Tytéz dvojiny protinajicich se piimek, které ndm stanovi
tyto singuldrni body, stanovi ndm téZ singuldrni roviny.

Chceme v8ak znéti singuldrni roviny. které odpovidaji po
fad¢ uvedenym 8 singuldrnim bodém jednak v kongruenci C?
jednak v kongruenci C;. To provedeme pomoci zdkladnich
tetraedri vzdy ¢&tyt tetraedrdlnich komplexd systémi (77%),
a (I'?),.

Tu jest patrno, %e 8 singuldrnich rovin o, aZ ¢,, kongru-
ence C? jest stanoveno po fadé vidy jednim z 8 nahofe na-
psanych singularnich bodd a vizdy ndsledujici jednou p¥imkou:

dll? dll’ dlSy d137;

d121 d|2» d'ln dlv
a 8 singuldrnich rovin ¢,” aZ o,," kongruence C'; jest stanoveno
po fadé tymiz 8 singuldrnimi body a vidy jednou p¥imkou:

d221 dﬂU d22’ d24
dﬁl’ d93$ d2l7 d23'

6. 0 fokalni plose kongruenci C? a C:.

Ukazeme, Ze Kummerova plocha, ktera jest fokalnf plochou
kongruenci C? a C}, jest Cayley-ho tetraedroid, a sice, Ze za
tento lze ji povaZovati na 44 rdznych zpisobld. Pro ndsledujici
tivahy nafe budou mfti zvld§tni vyznam diagondly prostorovych
Ctytstrant:

diyy dis'y dy, dy'; diay di)s dyg', Ay
Uvazujme k tomu cfli dva prostorové Ctyfstrany!

Py 9ivs Pavs 9oy Pior 919> Paay Q29>
kterézto Ctyfstrany leZi na A2, a jejichZz vidy dvé a dvé protéjsi
strany :
Puy, DPe1s 4oy -
Diey Q12 Paar Qa3
dostaneme jako samodruzné dvojiny pi{mkovych involucf na H?,
13
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danych postupné vidy ndsledujicimi dv&ma svymi dvojinami:

u', v ", v
u,, 1’5 u,", v,
w' v w"!, v/
ugy 0,5 uyy v,

Spoleénou pfimkovou dvojinou prvé a tieti z t&chto invo-
luei jest patrné dvojina w,, »,, drubé a &tvrté involuce pak
dvojina w,, v,. To jest patrno z toho, Ze w,”, u,”; w,’, »"
jsou dvojinami involuce I (u;, v,) neboli 1, a u,’, u,”; w,’, v,”
jsou dvojinami involuce I (u,, v,) neboli I,.

Ukédzeme nynf, Ze dvojindm p,,, ¢,,; p,, ¢,, involuce 7,
odpovidaji v na8i projektivnosti {§ téchto involuci dvojiny p,,,
Q913 Pagr 9o Lize totiZz nahlédnouti, Ze v involuei I, dvojina
dvojin p,,, 9155 P10, 9;, Md harmonicky dvojpomér i vzhledem
ku dvojiné samodruznych dvojin «,, v, i vzhledem ku dvojiné
dvojin «,”, w,”"; »,’, v,", a rovnéz tak lze nahlédnouti, Ze v invo-
luci I, dvojina dvojin p,;, 9,,; P,q 9., MA harmonicky dvoj-
pomér i ku dvojiné dvojin w,’, w,”; v,’, +,”" i ku dvojing samo-
druznych dvojin u,, v, této involuce. Dvojpoméry ty uvaZujeme
vidy jako dvojpoméry &étyf pfimek, které v piipadé prvém do-
staneme, kdyZ tfeba ku pfimce «,’ sestrojime si postupné harmo-
nické piimky vzhledem k piimkovym dvojindm: w,, w,; v, v,;
w', "5 v/, v, a v piipadé druhém sestrojime si tfeba ku
piimce u,” harmonické pfimky zase postupné vzhledem ku pifm-
kovym dvojindm: u,, w,; v, g3 ', 1,5 v/, v,

Jelikoz pak v projektivnosti P involuci I, a 7, odpovidaji
postupné dvojindm: w,, u,; v, v;; u,’, u,"; v, v," involuce I,
dvojiny: wuy’, w5 v’y vy"; w., t,; v, v, involuce I, tu jest
patrno, ze odpovidaji projektivné dvojindm p,,, ¢,,; P,qy G2
dvojiny p,,, Qo153 Pagy 4,5, Odpovidajicimi si pak v projektiv-
nosti P budtez vidy dvé dvojiny:

Py s Pare G215
Piyy Q495 Poyy  Gape

Z avah predeSlych vSak snadno vychézi, Zze diagondly Ctyi-
stranu p,; ¢.; Py, q,, jsou pifmkami komplexi:

% (u,"s v), T* (", v,"), T (uy', v,%,), T?(u,", 2,).
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Jelikoz vsak p¥imky p,, ,4,, 0dd&luji harmonicky pfimky
w’, v,'aw" v, apkHmky p,, ¢,, 0dd&luji harmonicky p¥imky
uy'y vy’ & wy”, v,” tu, dle pomocné véty na poldtku této prace
dokdzané, jest patrno, Ze diagondly ityfstranu p,, 4,, P, 9n
protinaji vzdy ty dvé protéj§f hrany zékladnich tetraedri nasich
4 tetraedralnich komplext, které jsou soutasné konj. poldrami
plochy £2. Dostavame tak patrné na téchto hrandch vrcholy
nadich tetraedri, jeZto protin4-li né&jakd piimka tetraedralniho
komplexu dvé protéjif hrany zdkladniho tetraedru tohoto komlexu,
tu protind je v jeho vrcholech. Oznatme si

tll) tlﬁ

Jjakozto dvojinu diagondl Etyistranu p,,, q,,, Ps,,y 9., Pak kdyZ
uvazujeme dvojiny protéjsich hran naSich Ctyf pravé uvazovanych
tetraedrdlnich komplex#i, které jsou soutasné dvojinami konju-
govanych poldr plochy #2, totiz postupné 4 dvojiny:
Ay 4y Gy dyy's dyyy 4" dyy, dyy,

tu vidime, Ze piimky d,,’, d,,, d,,', d,,’ jsou od piimek ¢,,,
t,, protaty vidy ve dvou singuldrnich bodech nasich kongruenci,
jeito tyto body lze povazovati za vrcholy vidy nékterého ze
zdkladnich tetraedrii uvaZovanych 4 tetraedrdlnich komplexd.
Jezto v8ak 4 vrcholy &tyfstranu d,,’, d,./, d,.’, d,,” jsou 4 singu-
lirnfmi body nasich kongruenci, a jeZto na strandch tohoto &ty¥-
stranu jiz zddny singuldrni bod leZeti nemize, tu jest patrno,
z¢ piimky ¢,,, ¢,, jsou souasné diagondlami Ctyfstranu d,,’,
dyy's dy,', dgg. Soutasné pak piimky ¢, ., ¢, protinaji piimky
d,y, d,,, dg,, dyg, coZ jest patrno z toho, Ze tyto pfimky ndle-
zeji ku tém dvojindm, protéjSich hran uvazovanych 4 zikladnich
tetraedrt, které jsou soutasné dvojinami konjugovanych poldr
plochy H2. Nebo lépe fefeno ¢, , ¢,, jsou soutasné diagondlami
ttyistranu d,,;, dy5, dyy, dype Ze skutetnd diyy Ay dyyy dyg
tvofi sborceny &tyfstran jest patrno téz z toho, Ze jejich vzhle-
dem ku H? konjugované poldry t. j. piimky d,,", d,,', d,,/,
d,," tvoff sborceny Ctyfstran, jak jsme prdvé byli ukézali.

Zcela analogicky dokézali bychom pomoci tetraedralnich
komplexti:
(" v,"), T*(u", v,), 1" (ug'y vy, T* (u;"y v,"),
13*
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%e dvojina diagonal:
tal’ t22
styfstranu p,,, ¢4 Pa2 Qw. Jjest soutasné dvojinou diagondl
Stytstranu d,,’, d,,', d,,’, d,/ a Ctyfstranu d,,, d,, d,,, dy;.
Z tvah t&chto vychdzi, Ze vidy dva singuldrni body leZicf
na pimkach: '
fl 1 11‘2
lezi v jedné roving vidy se dvéma singuldrnimi body nachdzeji-
cimi se na pfimkéch:
dyzy dys) dyys du' :
Rovnéz tak singuldrni body nachazejici se na pfimkdch:

.

fﬂ” t22
lezi vidy v jedné roviné se dvéma singuldrnimi body nachi-
zejicimi se na pfimkdch:
d12’ dl{! d22’ d24'
Neboli kazda ze dvou dvojin singuldrnich bodd:
@y, dy,"), (dy dyg'); (dy, dyy), (dy5" dyy")
lezi v jedné roviné s kteroukoli bodovou dvojinou ndsledujicich
4 dvojin singuldrnich bodd:
(dyy dyg)y (dyy d,));
(d12 d13)’ (.dla du);
(dgy dyy), (dyy dyy);5
(dyg dgy), (dyg d,,);
a kaZd4d ze dvou dvojin:
(dio dgg"), (dy4); dyy')5 (dyy'y dyy), (did)y dy);
lezf v jedné rovingé s kazdou bodovou dvojinou z ndsledujicich
4 dvojin:
(@ dyy), (A dyy)
dyy diy), (dyy dyy)
(dyy dag), (dyy dy3)
(d2l dﬂl)’ (d23 d24)' N
Sezndme pak, Ze nejprve miizeme nadich 16 singuladrnfich
bodd uspofdidati na 8 zplisobl tak, Ze vidy po &tyfech lezi ve
ttyfech sténdch uréitého tetraedru. Napi§eme nynf po fadé onéch
8 zptlisobli. Do kazdého tddku napiSeme vzdy &tyfi bedy lezfef
v téZe sténé tetraedru.



Bude pak vyjadfeni naSich 8 tetraedri ndsledujici:

(dyy dyy),
(dyg dyy),
(A dyy),
(dy, dyy),

(dyy d,y),
(d,5 dy3),
(dﬁl dn)7
(dy dy0),

(dy, dyy),
(dlﬂ dls))
(dgy dgy),
(dyy dy)),

(dll d12)1
(dyy dyy),
(dm d22)7
(dﬁl d24)7

(dyy dyy),
(dyg dyy),
(dy; dyy),
(dy, dyy),

(dyy dy,),
(d22 d23)}
(dy, dyp),
(dyy dyy)y

(151 dyy),
(dy, dgg),
(), dyy),
(dyy dy),

(dyy dyg),
(dyy dyy),
dy, dyy),
(d;, d,)),

(dy,
(dys
(dao
(das

(dy,

(dl 3
(dyy

(dy, d

‘11 a)v
dy o)

34,

du)’

dl4)’
di o
dyy)s

24);

du)’

d,,),
d23))
d24)7

du)’

: du)y

dy3),

dg0)s

d34);
dys);

d]ﬂ)’
diy),

d24))

dyy),
dl 3)’
dll.)l
du);
dy,)s
dls)’
dye)s
dﬁt\’
dyy)s
d13)7

d14)’

(diy' dyy"),
(diy" dyg),
(diy' dgy')
(dy," dg),

(dy," dy,),
(dll' dﬂs’)’
(dl 2, dﬂ4’))
(dl 2, dﬁQ,)7

(dyy" dyg'),
(@, dy,"),
(dyy" dyy'),
(dys" dy),

(dyy" dyy'),
(dII' dﬂ ,)’
(d12’ d2 4,)7
(dl 2' d22'))

(dy," dy,"),
(dll, dss’)v
(dn' d“'),
(dw' dnl))

(dyy" dyy"),
(dyy" dyy),
(dyy" dy,))
(d,y" dy)),

(dn, das')7
(d,," dgy"),
(dm' dz:'))
(dm, dzc')r

(@,," dy4),
d," a,,"),
@,y dy)),
(dxz’ d,y')

(dys" dy5'),
(5" dgy"),
(dltl d24')9
(dy) dyy));

(dys" day"),
(dla' d?l')7
@' day"),
@, dy3\);

(dm, d2l'))
(dn' dﬂa,)’
(dyy" dy,"),
(dy d

(dys" day’),
(dyg" dyy"),
(did” doy))
(dy) dyy);

(dys' dyq),
(dyy' dy)),
d,) dy,'),
(dy dg,');

(dyy dy),
(dys" dyy'),
(d,," dygh),
((ll‘, d",);

(d13, d‘Al’),
(dls, d?s')’
(du’ d“'),
@, d,,");

(dy5" dyy),
(45" dygy'),
(’,u’ du')’
d dy,)-

7y .
22 )3
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Existuje viak je§t& 36 dalich zpisobd, na které miZeme
uspofddati naSich 16 singularnich bodd vzdy po Ctyfech tak, ze
lezf ve sténdch uréitého tetraedru. Tyto dalif zpisoeby jsou disled-
kem toho, Ze nasich 16 singuldrnich bodd lze uspotddati ve dve
osmibodové skupiny, ze kterych kazdd md tu vlastnost, ze sestdva
ze dvou &tyfbodovych skupin, jez tvoti vrcholy vidy dvou tetraedri
v desmické poloze, t. j. takovjch dvou tetraedrd, kde kazdd
dvojina prot&jSich hran tetraedru jednoho protind jednu dvojinu
prot&jsich hran tetraedru druhého. Vezméme v tvahu tfeba ty
dva tetraedry, jejichz vreholy jsou vrcholy dvou shorcenych étyi-
strani :

dy, d,," dy das pody dy dy, dy,

Ze u téchto dvou tetraedrii se protinaji dvé dvojiny protéj-
§fch hran:
dy ' dg' dyy' d, dyy' dyy" dyy du'
bylo ukdzéno jiz di‘ive. Tretilm dvojinami prot&jsich hran jsou
dvojiny:

14’

t

Ze tyto posledni dvé dvojiny se protinaji jest patrno zase
z toho, Ze jsou dvojinami diagondl dvou Ctyistrant p,, ¢,, P,
dy1 & Pig 913 Pas Ugq jichz dvé a dvé dvojiny prot&jSich stran
lezice na témZe hyperboloidu se harmonicky oddéluji.

Lze snadno nahlédnouti, Ze p¥i nadf desmickeé poloze dvou
tetraedré 1ze osm jejich vrcholii na 6 riznych zpisobi uspoiddati
tak, Ze tyto lezi vzdy po &tyfech vzdy ve dvou rovindch. To samé
plati zfejmé téZ o vrcholech &tyistrani :

d d dlu dn d2s d22 d“

ponévadZ tyto tvori vzhledem ku naSemu hyperboloidu poldrny
utvar dvou &tyfstranii prvych. Kombinujeme-li vidy dvé roviny
vyskytujici se u prvni osmibodové skupiny s nékterymi dvéma
rovinami vyskytujicimi se u druhé osmibodové skupiny, tu dostd-
vidme 6 X< 6 = 36 Ctvefin rovinovych neboli 36 tetraedrd, v jichz
sténdch vzdy po &tyrech lezi 16 smgulérnich bodd nafeho speclal-
nfho tetraedroidu.

Viimneme-li si osmi tetraedrt jiz difve nalezenych, tu
miZeme vysloviti ndsledujfci vétu:

11 tlﬁ’ t21’ t2‘_"
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Fokalui ploche kongruenci C? a C} jest Kummerova
plocha, kterow miieme povadovati na 44 riéenych zpisobd za
Cayley-ho tetracdroid.

Dluzno podotknouti, ze K. Iohn se zabyval Kummerovou
plochou, jez na 2, 3, 4 zptsoby mohla byti povaZovdna za tetrae-
droid*), a ze C. Scgre se zabyval plochou, kterd na 6 zpisobd
byla tetraedroidem**).

7. Mnoistvi oo'® kongruenci C: a C.. Vzajemny pronik
kongruenci C2 a C2.

Kongruence C; a C; jsou ddny libovolnou projektivnosti
pritazenymi dvéma libovolnymi obyéejnymi involucemi I, a I
ve dvou piimkovych faddch plochy 2. stupné. Jezto ploch 2. stupné
existuje oo® a v kazdé pfimkové fadé jest oo? obyéejnych involuci,
jez zase mohou byti pfifazeny na oo® riznych zpisobd, tu jest
patrno, 7e mnoZstvi kongruenci typu C} nebo C3 jest

oo +22+5 = co1f,

Toto mnozstvi se nesnizi o 1 jako ten piipad byl***) u P*
ploch a u harmonickych quadratickych komplexd kategorie [(11)
1111], které byly tymZe zpisobem stanoveny jako kongruence
C* a C,. Tam totiz plocha 2. stupné H?, kterd jest nositelem
involuef 7, a 7, mohla se uvazovati na oo! zpiisobli tim, Ze se
misto této plochy mohla uvazovati kterdkoli plocha specidlnfho
svazku, jehoz zdkladni Cty¥stran tvoif dvé a dvé samodruzné
ptimky involuef 7, a I,. Pii kongruencich C? a C} vede viak
kazdd plocha 2. stupné /°2 zminéného svazku ku jiné kongruenci.
Kdyby totiZz tomu tak nebylo tu by kongruenci C; resp. C: mu-
selo prochdzeti oo' linedrnich komplexd, a sice kazdou z nich
vzdy jeden komplex z kterékoli dvojiny co! involutornich dvo-

*) Karl Rohn: >Einige specielle Fille der Kummerschen Flichee.
Berichte tber die Verhandlungen der k. sichs. Gesellschaft der Wissens-
chaften zu Leipzig. 1884. pag. 11—16. i

*¥) Corrado Segre: »Sur un cas particulier de la surface de Kum-
mer<. Lettre & M. K. Rohn, ibidem p. 132—-135.

*#*) Viz 2. odstavec citovaného zde pojedndni: ,,Prispévek ku primkovym
plocham . . . atd.* a 4. odst. cit. zde pojedndni: ,,0 P* plochach v sou-
yislosti . . - atd“
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jin tdchto komplexd, stanovené vzdy jednou plochou z oo ploch
P% a na ni lezicim Ctyfstranem samodruznych pifmek involuci
I, a I,. Aviak v sob& dudlnfi:quadratickou kongruencf mize
prochizeti, jak zndmo, pouze jediny linedrnf komplex. Z toho
vidime zdroveii, ze kazdé P* ploSe a nebo kazdému harmonickému
quadratickému komplexu kategorie [(11) 1111] pkislu§f oo
dvojin kongruenci C? a (7.

Hledejme nyni spoleéné piimky kongruenci C? a C'2. Doké-
Zeme nejprve pomocnou vétu:

Je-li dvojpomér dvou dvojin obycejné involuee harmonickym,
tu jest harmonickym téz dvojpomér dvojiny téchto dvojin vzhle-
dem ku dvojing samodruznych dvojin involuce.

Budtez m,, n,; m,. », dvéma dvojinami involuce, které
tvofi harmonicky dvojpomér (m, » m, n,) = — 1. Mame doké-
zati, Ze dvojpomér ttyf dvojin: m,, n,; my, n,; w, v; kde u;
v jsou samodruznymi dvojinami involuce jest harmonickym. Sta-
novme si tfeba vzhledem ku prvku »:, harmonické prvky postupné
ku viem &tyfem pravé uvedenym dvojindm. Tu jest patrno, Ze
harmonickymi prvky jsou postupné prvky m,, n,, u«, v. Dvoj-
pomér téchto &tyf jednoduchyeh prvkd dava dvojﬁomér na$ich
4 dvojin. Jezto viak jest (m, », u v)—=—1 tu vidime, ze tim
jest jiz naSe pomocnd véta dokédzéna. '

Jest patrno, ze i opak této véty jest spravnym, Zze totiz
je-li dvojpomér dvojiny dvou dvojin involuce vzhledem ku dvojiné
samodruznych dvojin involuce harmonickym, Ze jest harmonickym
téz dvojpomér dvou dvojin uvedené dvojiny.

Tento pifpad nastdvd v odstavei piredeslém uvaZovanyech
dvojin pyy, 4113 Pray Gra @ AVOJIR 2y, Goy; Pays @ao. Tam jsme
totiz dokézali, Ze dvojpomér dvojiny dvojin p,,, 4,,; Pig @
vzhledem ku dvojiné samodruznych dvojin u,, », jest harmo-
nickym. To samé plati t6z o dvojiné dvojin p,,, ¢,.; Paer Coo-
Vyplyvd tudiz dle davah pfedchozich existence vzdy dvou harmo-
nicky se oddé&lujicich dvojin:

Pir Qs Pray Qe
Dy 9215 Pogs Qao-
Oznaéme si

S119 Sae 3 S19) Sqi
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jakoZto dvojiny diagonédlnych stran prostorovych éty¥strani:

pll’ qll’ p92’ q2‘2; p]?? q12’ p?l’ q?l'

Diagondly s,,, S.., S,,, 9, tvoif sborceny ityistran, nebot
jejich dvé a dvé protdj§i strany jsou dvojinami diagondl dvou
ptimkovych Ctyfstrani na 7/2 poloZenych, jejichz dvé a dvé
prot&j&i strany se harmonicky oddéluji (viz vétu dokdzanou
v 1. odstavei této prdace). Ukdzeme, ze &tyfstran s,,, S,q Sy

s,, ndleZi ob&ma na¥im kongruencim (7 a C2.

Kongruence C? jest, jak jsme ukézali, souhrnem diago-
ndlnych stran oo? sborcenych tyfstrand a,, b,, ,;, byi. Za jeden
takovy ¢tyFstran moZno povazovati téz &tyfstran p,,, ¢, Pso)
Q40- Lze totiz dvojinu p,, q,, povaZovati za libovolnou dvojinu
uy, b, involuce I, této dvojind projektivnosti B odpovidd dvo-
jina p,, g,, (viz pfedesly odstavec této prace), kterou lze pova-
zovati za dvojinu e,, b,. Dvojina a,;, b,; jest. jak jsme na potitku
této prdace ukdzali, libovolnou dvojinou involuce o samodruznych
ptimkach a,, b,. Takovou dvojinou jest viak téz p,,, ¢,,, nebot
Pyys q,, 0dd&luje p,,, ¢,, harmonicky. Nélezi tudiz p¥imkovi
dvojina s, ,, s,, kongruenci (7. AvSak soutasné ndleZi tato dvojina
kongruenci C;, nebot Etyfstran p, ., 9,,, Py, Pss, M0OZN0 téZ pova-
Zovati za jeden 7z co? C&tyfstrani «,, b,, a4, b1, kterézto Etyi-
strany ndm zase definuji kongruenci ;. V tomto ptipad® pova-
Zujeme zase dvojiny Paos Qoai Pror Qa5 Py T postupné za
dvojiny a,, bys ay, by ayn, byse

A zcela analogicky jako jsme dokdzali o diagondlich s,,,
Sog CtyPstranu p,., q,,, Pse, ¢., Z%e ndlezeji ob&ma nafim kon-
gruencim (2 a (2, dokidzali bychom to té%Z o diagondldch s,,,
8,y Ctyfstranu p,,, ¢4y Doy ¢01-

Dvé kongruence (2, 2) pronikaji se, jak zndmo, v 8 piimkach.
7Zbyva ndm tudiz k dplnému proniku kongruenci C'; a (*; nalézti
jeste ttyii pfimky. T8mito 4 p¥imkami jsou patrné dvé a dvé
samodruzné p¥imky involuei 7, a 7, na H% Pimky ty «,, «,,
v, v, tvoff obdobné jako p¥imky s,,, S, S;9, S,, Drostorovy
Etytstran.

Vsimndme si nyni vzdjemné polohy obou téchto sborcenych
ttyfstrand, Vytknsme si zde Castéji uvaZované piimky p,,, ¢,,
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na hyperboloidu H? a uvazujme nyna{ oco' pfimkovych dvojin
a,, b, involuce I, v druhé piimkové tadé tohoto hyperboloidu.
Dostavdme pak oo! pifmkovych &tyfstrand p,,, ¢,,. a,, b, a
diagondlné dvojiny jejich vypliuji uréity hyperboloid tvoffce na
ném involuci konjugovanych polar hyperboloidu H% Jednim
z téchto oo! Ctyfstrand jest téz ctyfstran p,,, q,4, Pye Qo
nebot pfmky p,,, g,, tvofi patrn& téz dvojinu involuce 7,.
Vidime z toho tedy, Ze diagondly s,,, s,, Ctyfstranu p,,, q,,,
Doy Qg, 1eZi se samodruznymi pfimkami »,, v, na urtitém hyper-
boloidu, a Ze tam tyto ptimky odd&luji harmonicky.

Zcela analogicky jako jsme privé ted dokdzali o dvou
pi{mkovych dvojindch:
S110 Sas Uy Vg5

%e maji hyperboloidickou polohu, a Ze se harmonicky oddéluji,
doké4zali bychom to téz o ndsledujicich ttech dvojindch dvojin:

S119 Saos Uyy V43
S195 Sa1s Uy Vo3
S125 S91) Uyy Uy

I vidime, Ze prostorové Etyfstrany:
S119 Sags S190 Sa1 Uy Uy Uyy Uy

maji takovou zvlastni polohu, Ze kterékoli dvé prot&jsi strany
jednoho maji s kterymikoli dvéma prot&j$imi stranami druhého
hyperboloidickou polohu a navzdjem se harmonicky oddslujf.
Dva Ctyfstrany v takovéto poloze nazvali jsme ,,dvéma &tyi-
strany v harmonické poloze* a zabyvali jsme se jimi v astéji
zde citovanych pracich: ,,PHsp&vek ku pfimkovym plochdm . ..
atd.“ a ,,0 P* plochdch v souvislosti . .. atd.“ Lze o takovych
ttyPstranech snadno dokdzati, Ze maji spoleiné diagonély.

I mizeme vysloviti nynf vétu:

Osm spoleényjch pFimek kongruenci C; a C} tvori dva
shorcené Ctyrstrany v harmonické poloze.
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