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Prispévek k theorii téles.
Dr. Karel Rychlik.

Uwod. Téleso, ohodnocent, limita, posloupnost konver gentni,
téleso ohodnocené perfektni. Vytéeni zakladniho vkolu: Ohodno-
ceni prekd algebraickych vzhledem k télesu ohodnocenému.

§ 1. Obecnd theorie téles zabyvd se pojmem t¢élesa jako
soustavy prvki se dvéma poletnimi tkony, s¢itdnim a ndsobenim,
které spliiuji zdkon associativni a kommutativni, jsou spojeny
zdkonem distributivnim a pfipoudtéji inversni tkony, od&iténi
a déleni, jednoznatné a, aZ na déleni nullou, vzdy proveditelné. *)
Jsou tedy télesa obory, v nichZ pro potitini plati pravidla zndmd
z potatkd algebry.

Déle moZno sevieobecniti pojem absolutni hodnoty a na
tomto zdkladé i limity a konvergence.

Nazveme ohodnocenim™*) tislo reélné || a||, pilfadéné kaz-
dému prvku a z télesa K, tak Ze jsou splnény podminky:

L ||0]] =0 a pfi a5=0 je ||a]| >0,

IL [lab]] = llall-1&]],

L {[1+efl=1+|al,
a konetn&, nechceme li piiblizeti k trividlnfmu pFipadu, kdy
[10]]=0, ||e||=1 pro kazdy jiny prvek (a==0) z télesa,

IV. v télese je aspori jeden prvek takovy, fe pro néj
llell=1.

Téleso, v némZ takovéto piifadéni provedeno, nazveme
ohodnocenym.

*) Viz Weber, Math. Ann. 43. str. 521 a Steinilz, Crelles Journ, 137.
str. 167. Vysledky této prdce v nasl. predpoklidém a terminologii tam zave-
denou uzivam.

**) Bewertung; viz Karschak, Crelles Journ, 142, 1913, § 1—23.
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Z 1I. plyne, klademe-li %misto a, ze 1.) Ilg ; — “Zﬂ
pro b == 0. Déle dostaneme ze IL., pro b =1, ze 2.) || 1||=1 a pro
a=b=—1, % 3) |[|—1]||=1 a tedy 4.) || —a|=]|all.

* Z 1L a IIL pak plyne [[a+D||=]|all+]I0]|.

Specidlni pfipad ohodnoceni, tak zvané okodnoceni nearchi-
medické, dostaneme, je-li misto III. splnéna podminka:

I pro la||=1 je || 1+ a|| = 1.

Z 1II. a III" dostaneme pak, klademe-li 4/« misto a,

5) [latb]| = Max ([lall, [Ib]]), 2 toho pak
6 llabF-c4...[1= Max (Jlall, [IB]I- el ...
a pro celé tislo kladné n,
) NIl = 1.

Je-liviak || a || 3=]| & ||, plati misto 5.) pfesn&ji 5".) || a4-b ||
=Max (||a]|, ||”]||). Dejme tomu, Ze 8.)||a||=]|b||. Dle
5)je 9)|ladb||=|la|l. Aviak, klademe-li do 5.), a+ b
misto a, —b misto b, dostaneme 10) ||a || = Max (||a—+0]|,
[ 8]]). Nenf mozno, aby [|%|| = ||a+"]|, jezto by pak z po-
sledni nerovnosti 10.) plynulo ||« || Z|| || proti pfedpokladu 8.).
Musi tedy byti ||b|] < |la+4b]|, pak plyne z 10.) ||a||=
|| a+b||, coz zdrovetis 9.) poskytuje, j. b. d. [« +b||=]||a]|.

§ 2. V télese ohodnoceném lze definovati limitu posloup-
nostt a posloupnost konvergentni pravé tak, jako je to obvyklé
v Cantor-Mérayové theorii iisel irraciondlnych.

Posloupnost prvki a,, @, ... @,... z télesa K ma za li-
" mitu prvek a z K, a =1lim a., je-li moZno piraditi k libovolns

malému (redlnému) éislunk]adnému s takové celé ¢islo kladné N,
Ze pro viechna n= N plati ||a,—n || <&¥)

Posloupnost prvki a,, a,,... an ... z télesa K je konver-
gentnf, je-li mozno pfifaditi ke kazdému libovolné malému &islu
kladnému ¢ takové &islo kladné N, Ze plati || anyr — an || <e.
pro viechna »> N a pro v3echna celd ¢fsla kladnd %.

V télesech nearchimedickych nastane zjednoduSeni. PFi
podmince konvergence stati, aby byla splnéna pro k=1; po-

)t j.n/im|| an—a||=0, znadi-li lim limilu v obyéejném slova
=®

smyslu pro sislo reslné.
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sloupnost je konvergentni, je-li moZno k libovolné malému &isla
kladnému & urtiti takové celé tislo kladné N, Ze || au 1 —an || <¢
prb n > N, mnebo-li, ke konvergenci posloupnosti stalf, aby
lim nt 1—a,) =0.%)

n=—m

Je-li totiz || @a41—au || <<e pro n=> N, je
[| tape—au || = || (@t —tntim) + . .. 4+ (@p1— a”) ||
= Max (“ (Mngk — QAntk—1 “ PN Il Anf1—Cn “ ) <&
Aby posloupnost méla limitu, musi byti nutné konvergentni.
Opak viak vZdy neplati. Nazveme-li télesa, v nichZ méi kadd
konvergentni posloupnost limitu, perfektnimi, eksistuji skutetnsd
télesa neperfektni. MoZno v8ak v télese neperfektnim piifaditi
kazdé posloupnosti konvergentni novy prvek jako limitu, pro
tyto prvky definovati rovnost, s¢itini, od¢itani, ndsobeni a d&-
lenf, takZe tvoii t8leso K', derivované iéleso télesa K, télesu
K nadiadéné. Je-li K téleso perfektni, je téleso derivované K’
totozno 8 K. Lze pak ukdzati, Ze pro kazdé téleso K je téleso
derivované, K', perfektni, t.j. A" = (K')' = K'.

§ 3. Uvedme pifklady na ohodnoceni téles.

Téleso tisel raciondlnych, redlnych, Gaussovo téleso (tvo-
fené Cisly kompleksnimi a--ib, kdeZ a, b jsou ¢isla raciondlnd),
téleso ¢isel kompleksnich lze ohodnotiti pomoci absolutni hod-
noty. Téleso ¢isel raciondlnych a téleso Gaussovo nejsou per-
fektni; derivovinim vznikne téleso &isel redlnych a téleso ¢fsel
kompleksnich, kterdzto télesa jsou perfektni. -

Nearchimedickéd ohodnoceni telesa ¢isel raciondlnych do-
staneme takto: Kazdé ¢islo racionalné lze pséti ve tvaru a==p~u/v,
kdez p je prvolislo, #, v &isla celd nedélitelnd p, » &islo celé.
Polozme j|a || =c¢", 0 <c<<1.**) T8leso derivované je téleso
Henschlovich tisel p-adickych ***)

)t . Itml’ ant1—an || =0.

Z toho Ise snadno odvoditi dalsi disledky: Ke konvergenci nekone&né
rady stadi jiz, aby jeji cleny mély za limitu nullu. Soucet nekonetné rady
se nezméni, provedeme-li libovolné premisténi jejich élend.

*+) Tato ohodnoceni a pak svrchu uvedena pomoci absolutni hodnoty
jsou jediné mozni ohodnoceni télesa éisel raciondlnych ; viz Ostrowski, Acta
mathem. 41, 1917, str. 271. .

**%) Dikaz viz Kurschék, 1. c. § 19—23.

10*
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§ 4. Mizeme si nyni poloZiti otdzku: L:ze algebraické roz-
Sifeni ohodnoceného télesa K tok ohodnotiti, aby ohodnoceni
prhvodniho télesa K zistalo zachovdno? Kazdy prvek nadiadé-
ného télesa algebraického je kofenem jediné rovnice algebraické
s koeficienty z pivodniho t&lesa « v ném nerozlozitelné. Nazveme ji
definujici rovnici onoho prvku. Budeme poZadovati, aby proky de-
finované toutéz rovnici mély stejné ohodnoceni. 1 je pak patrno, Ze
prvek « definovany rovnici "+ a, "'+ ... + a,=0, je-li Gloha

dana vibec fesitelnd, musi byti takto ohodnocen: || e || = || e, || "
Jsou viak splnény podminky II. a III.? Dikaz, Ze splnéna pod-
minka IL., je snadny. Aby podminka 1II. viibec mohla byti spl-
néna, dluzno o télese ohodnoceném K piedpoklidati, ze je per-
fektni.

Kiirschdk uZivd pak k tomu dilkazu theorie potenénich fad
a vét Hadamardovych. Klade v8ak otdzku, zda by snad pro
télesa nearchimedickd nebylo moZno provésti dikaz snadn&ji
methodou podobnou oné, které pouZivd Hensel *) pro algebraické
roziifeni télesa (isel p-adickych. O to se pokou$im v tomto po-
jedndni. Statf v3ak také uplné, zabyvati se pouze pifpadem
ohodnoceni nearchimedického. Ostroiwski totiz ukdazal, ze téleso
K, pro n&z definovdno ohodnoceni, které neni nearchimedické,
je nutnd isomorfni s jistym podtélesem K télesa ¢isel kompleksnich
a jestlize prvku a z K odpovidd prvek a z K, je|la||=]a | ¢
0<<o<<1l. Pro takovd télesa viak miZeme problém ohodnoceni
poklddati za rozfeSeny.

Proky celé, délitelnost, kongruence v télese ohodnoceném.

§ 5. UvaZujme téleso ohodnocené **) K. Prvky, jichZ ohod-
noceni je = 1, tvoif obor celistvosti ./: je-li totiz ||« || = 1.
NBI=1 je téz [lafl+o]|=< Max (Jlall. lb]]) =1,
Habll=Ila |I" ]| bl =1.

Kazdy prvek z télesa K je podilem dvou prvki z J; do-
konce, nepatif-li do J, tak Ze ‘mé ohodnoceni ~ 1, patif jisté
jeho pfevratnd hodnota do J. Prvky z ./ nazveme celymi

*) Hensel, Theorie d. algebr. Zahlen.
**) nearchimedicky. V dalsim budu uvaZovati pouze ohodnoceni ne-
archimedicka.
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preky z K. 1) Je patrno, Ze z prvki a a 1/a je aspoii jeden
cely. 2.) Jsou-li oba celé, coZ nastane u prvki, jichz ohodnoceni
je 1, nazveme prvek takovy jednotkow. Také miZeme zavésti
pojem délitelnosti. 3.) Prvek a je délitelny prvkem & (Z=o), je-li
jich podil a/b prvek cely. Thned je patrna platnost vét: 4.) Je-lj
prvek « délitelny prvkem b, prvek b prvkem ¢, je prvek a
delitelny prvkem -c. 5.) Je-li prvek a délitelny prvkem d,
prvek % cely, je téZ ak délitelno d. 6.) Jsou-li prvky e,
b délitelny d, je téZ a +-b délitelno d. 7.) Je-li prvek «
delitelny & a téz prvek & délitelny a, nazveme prvky a
b spolu associovanymi. 8. Dva prvky jsou spolu associo.
vané tehdy a jen tehdy, maji-li rovnd ohodnoceni. 9.) Jednotky
jsou prvky associované s 1. 10.) Podfl dvou prvki spolu associ-
ovanych je jednotka. 11.) Pro prvky a, b,c¢, ... eksistuje vidy
prvek, jich nejvétsi spolecnd mira (a, b, ¢, ...), té vlastnosti,
7e kazdy spoleény délitel prvki a, b, ¢, ... je délitelem tohoto
prvku (a, b, ¢, ...). Pro tento prvek je || (e, ¥, ¢,...) || = Max
(Neall, Uol, I, Hell, .. .). 12, Podobné eksistuje prvek, nej-
men$i spoleény ndsobek [a, b, ¢,...] prvki a, b, ¢, ..., ktery
mé tu vlastnost, ze vSechny prvky délitelné jak «, tak b, tak ¢ ...
jsou délitelny [a, b, ¢, ...]. Pro ten jel||[a, b, ¢...]||= Min

(Hall, Mol dlells .-

§ 6. UvaZujme v télese ohodnoceném K prvky celé ne-
jednotkové: jich ohodnocenf je << 1. Je-li mezi nimi prvek p,
ktery m4 nejvétsi ohodnoceni, lze vSechny prvky z télesa A
vyjadiiti ve tvaru ep”, kdeZ e je jednotka a r racionilné celé
¢islo. Pro prvky celé je pak » =.0, pro jednotky r =— 0. Dikaz:
Hlavni hodnoty log -||a ||, log [|pj] (3=0) jsou isla redlnd.
I lze Kldsti log|lall= 7 log ||p|]+ s, kdez » je Cislo celé

a 0=s<log|[p|l. I bude [Ja|l=ilpll"e’, 1= e <|[p]].
Polozme a =p~¢c. Pak bude 1= ||c|| <<||p||. Nutng pak musi
byti || ¢|| =1, pon&vadz prvek p mé miti mezi prvky s ohodno-

cenim << 1, ohodnoceni nejvétsf. Tim tvrzeni dokdzano.

Prvek p mé tu vlastnost, Ze, je-li jim délitelny soudin ab,
Je jim pak délitelny aspori jeden z &initeld a, b. Proto ho na-
zveme prvoprvkem a téleso, v némZz se prvek takovy vyskytuje,
nazveme télesem s prvoprvkem,
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§ 7. Zavedme nyni pro prvky celé z télesa ohodnoceného
K pojem kongruence, BudiZ m prvek cely nejednotkovy, || m || - 1.
Pak a=0 (mod m) je-li a délitelno m, t j. [|a]|=1(|m]].
e=>b (mod m) znamend, ze a—h=0 (mod m). T. Snadno lze
ukdzati, Ze takto zavedend kongruence je vztah refleksivni
(a=a (mod m)), symetricky (z a=»h (mod m) plyne b =ua
(mod m)), transitivni (z a =25 (mod m), b =s ¢ (mod m) plyne
a=c (mod m)). I 1ze prvky celé z télesa K rozdéliti na ti{dy
spolu kongruentnich mod m. II. Je-li a==0 (mod m), je téz

=0b (mod m'), kdez m' je délitel m :||m || <<||m']|]. IIL Daéle
plyne z kongruenci a==0 (mod m), c¢=d (mod m Ze
‘@) ate=b-+d (modm), ) ac=0d (mod m). ) Z kon-
gruence ae =be (mod m) plyne a ==b (mod m), je-li e prvek
jednotkovy. Na zdikladé toho lze pro tiidy mod m definovati
séitani, od¢ftdni a ndsobeni.)

Muazeme viak uvazovati jesté jing druh kongruenci. Budiz
m prvek cely: ||m || = 1. T budeme definovati: a =0 (mod m)*,
jeli |lall <||m||. a=b (mod m)*, je-li a—» =0 (mod m)*.
I* Je ihned patrno, Ze i tato kongruence je vztah refleksivni
a symmetricky; je to vSak téZ vztah transitivni: za="0, b=¢
mod my*, & . la—dl|<|[m|l, [Ib—c|]l<|Im]|, plyne
lla—c||=|} (a—b) 4+ (b—0¢) || = Max ([||a—b]||, |Ib—c]|)
<||m||, tedy a=c (mod m)*. Zase je mozno provésti rozdé-
reni na tfidy (mod =).* II* Je-li «=15& (mod m)* je téz n ==1b
(mod m/')*, kdez m' je délitel m, ||m||=1||m"|]. II* Z kon-
gruenci a=> (mod m)*, ¢=d (mod m)* plyne «) a-+c¢=
b+ d (mod m)* B) ac=hbd (mod m)*.

Dikaz: a=0b (mod m)*, c=d (mod m)* znamend, Ze
la=bll<limll, |le—d|| <||m]|. Pak je ||a +c— (b d)]
=l (a—b) & (e—d) || = Max ({[a—D|]), [[e—d||) <[|m||

t.j,at+ec=b+d (mod m*)
||ac—bd|| =] (@—0b) d4(c—a) b+ (a—Db) (¢—A || < Max
(Na=bllliall, lle—dll 1l all, la=&ll [le—dll)<[|m]|

*) Tiidy ty pak tvofi okruh; v ném jsou délitelé nully prvky celé
nejednotkové, prvky pravidelné jsou jednotky.

Kongruenci Ize definovati pro v3echny prvky z télesa ohodnoceného K.
Pak plati 1., II., III. «) ), III. B) neplati; misto toho lze tvrditi: Je-li a=4
(mod m), k prvek cely, je ak=bk (mod m), Tiidy mod m tvofi pak modul,
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tak Ze skutetnd ac = Hd (mod m)*. y) Konetné plyne z kon-
gruence ac = he (mod m)*, kdeZ e je jednotka, Ze a =10 (mod m)*.
Na z4klad® toho lze snadno pro tfidy (mod m)* definovati séitdni,
od¢ftdni a ndsobeni. :

Snadno lze ukdzati, ze tridy (mod 1)* tvori téleso. Aby
tomu tak bylo. nutno dokdzati, ze kongruence ax =5 (mod 1)*
mé jediné FeSeni (mod 1)*, nenf-li a =0 (mod 1)*. Z této pod-
minky totiz plyne, 7e « je jednotka, takze z III*y) plyne exi-
stence teSenf x ==b/a (mod 1)*. Dikaz, %e je to FeSeni jediné
(mod 1)* je pak jiz zcela snadny.*)

Pro téleso ohodnocené s prvoprvkem p je kongruence
(mod pv)* totoznd s kongruencf (mod pr+!) a specidlné kon-
gruence (mod 1)* totoznd s kongruenci (mod p). Tvoii tedy tiidy
(mod p) téleso.

Mnohoéleny s koeficicnly z télesa ohodnoceného. Nckolik wvét
o resultantu a diskriminantu. :

§ 8. Budeme uvaZovati mnohotleny v proménné x s koef-
ficienty z télesa ohodnoceného X : £ (¢) =a, 24 + a2~ "' 4 ... +-a,.
Takovy mnohotlen s koefficienty celymi bude primitivni, bu-
dou-li miti koefficienty za nejvétif spoletnou miru jednotku, coz
nastane tehdy a jen tehdy, je-li jeden z nich jednotkou. Libo-
volny mnoohoclen lze pak psiti ve tvaru f(x) =df, (»), kdez d
je nejvétsi spoletnd mira koefficienti a /, (+) mnohotlen primi-
tivni. Aby pak mé&l mnohotlen celé koefficienty je nutno a po-
statf, aby d bylo celé, [|d || = 1.

Nazveme dva mnolocleny s celymi koefficienty kongruentni
(identicky) (modm) a (mod m)*, plati-li tatdz Kongruence pro
piislugné jejich koefficienty.

Mnohotlen ‘s celymi koefficienty f,(x) je primitivni tehdy
a jen tehdy, nenf-li = O (mod 1)*, tak Ze lze pak psdti
fH@=f*@) (modm)*, f,(r)=a,*a*+a, 2+ F... 4 as,
a,*==0. Je-li g, (x) jiny primitivni mnohotlen, tak Ze g, (z)=

*) Neni-li m jednotka, tvofi tfidy (mod m)* pouze okruh; délitelé
nully jsou prvky celé nejednotkové, prvky pravidelné jsou jednotky. Také
kongruenci (mod m)* lze definovati pro vsechny prvky z télesa ohodnoce-
ného K. Zase plati 1*), II*), IiI* «) y) a misto I1I* #): Je-li a=b (inod m)*,
k prvek cely, je ak=bk (mod m). Tiidy (mod m)* tvoi pak modul.
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= g,* (@) (MOd 1)¥, g,* (&) =by* w4 b, *zn— 4 ...+ an*, b,* 30,
bude platiti pro souéin 7,(r) go(z) = f,*(2) 9,*(x) = a,*by*xr+r4-...,
a,*b,*=+ 0, tak Ze to je primitivai mnohotlen. Plati tedy véta:

Souéin dvou primitivnich mnohoélensi z télesa ohodnoce-
ného je zase mnohodlen primitivui v K.

Diéle plati véta:

Je-li primitioni mnohollen rozloditelnyg v télese ohodnoce-
ném K, dd se rozloditi na éinitele primitivni v K.

Dikaz stalf provésti pro piipad, Ze primitivni mnohoélen
fo () se rozpadd na dva &initele z K, f, (x)=g(z)h(z). 1 lze
psati g(x)=ag, (x), h(x)=0bh,(x), kdez g, (x), h,(x) jsou
mnohotleny primitivni. Pak f,(x)=abg, (@), (x). Soudin
go (z) hy (x) je mnohotlen primitivni. Je tedy souéin ab nutné
jednotkou a tim véta dokdzina.

Mnohoilen tvaru z#—+ta, xe—'<4-...4a., kdez koefficienty
@y, ...ay jsou celé, je jisté primitivni. 7 predchdzejici véty
pak plyne, Ze, je-li takovy mnohotlen rozlozitelny, dd se jist&
rozloziti na Cinitele podobného tvaru, u nichZ tedy koefficient
u nejvy$si mocniny x je 1, ostatni koefficienty jsou prvky celé.

§ 9. Uvedeme nékolik vét o resultantu a diskriminantu.

Pro mnohoéleny z libovolného télesa g (x) = a, z» 4~ a, z0~" 4
+...4au, h(x)=b,2z*+ b,z +...+ b, definujeme resul-
tant pomoci determinantu '

gy Wyy o . Qu, 0, ...0
0, ay, a,, ... au,...O! (v Fadek)
00,... 0, ay, a;, ... Qu

R ’h: ’ ) N 0’ 1

@R=p b ... by 0,...0 |
0, by, by, - - - byy .. O [(u fideld)
0,0,... O,bo,b,,...b,,[

R(g,h)=0 je pak nutnd a postatujici podminka, aby mnoho-
¢leny g, h mély nejvétdf spoletnou miru stupné =1. I platf

rovnice:
R(xz—§, h(x))=h(§)
R(g, h)=(—1» R(h, 9)
R (9, 9, h):R(g,, h)R(gzy h),



Lze je dokazati transformacemi determinanti.

Jednoduseji v8ak moZno provésti dikaz, uvazujeme-li vhodné
algebraické rozifeni télesa koefficienti.

Plati-li pro g(x) a h(z) rozklad v kofenové ¢initele ¢(x)=
=a,@— &) (@ — L)@ — £a), h (@) =Dy (2—10,) (@ = n,).(i— 1)
je pak

"W » "
R(g, W=y b 11 TT (5i—m) =a? 111 (5)= ()b}, 1T f ).
=1 k=1 =1 k=1

Diskriminant je resultant mnohotlenu f(r) a jeho derivace
f' (), D(F)=R(f,f"). D(f)=0 je nutnd a postatujici podminka,
aby mnoho¢len 7 (x) mé&l mnohonisobné kofeny. Je-li f(x)=
=g(x)h(x), kdez g(z) je stupeir u, /(r) stupné », je D(f)=
=(— 1w D(9) D) (R (g, )"

Pro f(x):ao (x——§,) . -(x"“gn) je

n (n—1)

D(f):('_' 1)“2__00 = 1(%;1___ §2>Q(§1 - 52)2"'(51 "gl’)g"'(gﬂ—l _§")g.

§ 10. Budtez g(@)=a,a“+a,zv"'+...+a, @)=
=hyx* 4 b, 2~ '+ ...b, dva nesoudsiné mnohoédleny s koeffi-
cienty z télesa K. Resultant »r—=R(g, /) je riizny od nully.
Budiz F(x)=coxrt '+ e, autr=2+ . .. 4 cuyp—s mnohollen
s koefficienty z K. Pak lze urtiti a sice jednoznatné, mnoho-
tleny ¢, (z), b, (x) stupné p—1 a v—1

g, (@) =ajxr— ", 2 o @,

hy (@) =0bgx" "+ 0V, zv 2.4 V),
tak ze F(x)=g (x) h, () + 1 (2) g, (x). Provedme na pravé strané
ndsobeni a srovnejme koefficienty s stejnych mocnin x. Dosta-
neme p - v rovnic linedrnich

a, b, + b, ay’ =c,

a by +a b, +bas4ba, =e,
jichz determinant je pravé resultant R(g, k), tedy ==0. Predpo-
klddejme nynf, Ze koefficienty a;, bx, c. jsou celé prvky z télesa
ohodnoceného. Z onéch linearnich rovnic jsou koefficienty a';, b'x
urteny jako zlomky o spoletném jmenovateli R(g, h)=r a tita-
telich vyjadfenych jako linedrni, homogenni funkce ¢y, ¢,, ..« Cugy—1
s celymi koefficienty. Je-li F(x)=o¢ F, (x), kdeZ F, (z) je primi-
tivni mnohotlen, jsou a';, b'; jisté délitelny aspodr ¢/r. V pif-



154

padé, ze o/r je celé, tedy || o || = || 7 ||. maji mnohoileny f, (),
g, () celé koefficienty. I plati véta:

Jsou Ui g(x), h(x) mnoholleny s celymi koefficienty z ohod-
noceného télesa stupné n a v, nesoudélné, tuk Ze jich resultant
r==0, lee libovolng mnohodlen stupné nizsiho neé p--v, F(z)=
=oF,(x), kde: F,(x) je mnohoilen primitirni, [|o||=1|7]|,
andzorniti jednoznaéné ve tvarn F(x)=g(x)h, (x)+h(x)g, (x),
pri CemZ stupné mnohoélend g,(x) a hy(x) jsou resp. mensi nes
wa v a jich koefficienty celé a délitelny aspoi ofi.

Jako specidlni ptipad této véty uvedme:

Jsou-li g(x), h(x) mnohoéleny s celymi koefficienty z té-
lesa ohodnoceného K, stupné w a v, jich resultant je jednotka.
pak lze kaddy mnohollen I'(x) stupné menSiho neZ u 4+ v s cc-
lymi koefficienty zndzorniti ve trarw F(x) =g (x)h, (x) -+
~+ h(2) g, (), kde3 mnohoéleny h, (z) a g, (x) maji celé koeffi-
cienty a stupné resp. mensi meZ p a 7.

Rozklad mnohoélenii v télese ohodnoceném perfektnim,

§ 11. Plati-li pro mnohollen f(x) s celijmi Koefficienty
2 télesa ohodnoceného perfektnilio K Lkongruence 1.) f(:)==
= g, (x) b, (x) (mod r*)*, kdez g,(r) a hy(x) jsou mnohoéleny
s celymi koefficienty z K stupné =1 a r3=0 jich resultant,
je téz 2) f(x) =g (x)h(x), kdeZ g(x) a h(zx) jsou mnohodleny
s celymi koefficienty z K stejného stupné jako g,(x) resp. h, (x)
a plati 3.)) g(x)=g, (x), h(x)="1h,(x) (nod r)*. Mimo to je
“ R(g,h) “= R (Gay o) ] - ' ‘

Z kongruence 1.) plyne eksistence takového m, jehoZ ohod-
noceni je <1, Ze 4.) fl{x)=g,(x)h,(x) (mod mr?). P¥ tom
|| R(goy ) || =11 r|}. DokdZeme si nejprvé, ze na zdkladé toho
Ize urtiti mnohotleny g, (x), &, («) stejného stupné jako g¢,(z)
resp. hy (x), tak Ze 5.) f(x)=g, () b, (x) (mod m*r?), 6) g, (x)=
=g, (), hy (®)=h,(x) (mod mr) a pro resultant It(g,,k,) plati
IR ) | =II7]]- i _

Polozme 7.) g,(x) = g, (2) + m g, (&), hy () = hy (@) -+ m iy (1).,
Aby platila kongruence 5.), musi byti

1@ —go (2) by (%)

8) m

Eﬂ;(x) G (“‘) + 90 (1') /'o (T) + mg, (x)qll (.l‘)
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(mod mr?). Dle véty z § 10. lze urtiti jednoznatné mnohotleny
7, (@), hy (2), tak Ze
() — 0 () B (5
9y LOZHORWD. _j 0) g @)+ 5,) b ().

m

Oznatme o nejvétsi spoleénou mirn koeffieientd mnohotlenu na
levé strané v 9.). Ze 4.) plyne, ze || v|| =||r*||. Mnohotleny
g, (@), Iy () budou stupfid resp. mensich nez stupné mnohotlend
4, (), ho r) Jejich koefficienty budou celé a budou miti ohod-
nocent =lle/rl|=<Iirll. Bude tedy 10.) g, (x)=h, (x)=0
(mod r), g, () (£)=0 (mod r*). 1 plyne z platnosti rovnice
9.), e g, (x) a h,(x) spliuji kongruenci 8.). Pak je také splnéna
kongruence 5.). ¢,(x), h,(x) maji stejny stupeti jako resp. g, (x)
a hy(z). Ze 7) a 10.) plyne pak platnost 6.). Z 6.) plyne, ze
R(gy,h,) = R(gp, 1ry) (mod mr) a jeito || Rig,, k) || =II71], je
6z || R(g,, b)) | =171l

Podohné dokazeme dale eksistenci mnohotlend g, (x), A, (x)
stejuého stupné jako g, @), 4, (1), tak ze f(2)=g, (2) by (2)
(mod m* r?), g, (x) =g, (2}, hy (x) = h (i cmod m®r), || R (gy, 7,) || =
=||r|] a konetné 11.) f(x)=gi(2)hi (x) (modm*r?), 12.)
Ir @) = gi—r (%), I (£)==hi—y(2) (mod m**10) || B (gi, hiej || =
={|r||. Z 12.) plyne, ze posloupnosti mnohotlend g, (x), 7,(z),...,
hy (x), hy(x),..., v nichz v kazdé maji vSechny stejny stuper,
konverguji resp. k limitdm ¢(r), %i{xr) ¢(r) bude mnohotlen
stejn¢ho stupné jako g, (x), podobné bude /() stejného stupné
S h, () a na zédkladé 12.) g(x)=g, (), L (x)==h, (x) (modr)*,
W R(g,2)[|=1|7||. Z 1L1) pak plyne, e f(x)=y (2)h(z). Tim
véta dokazdna.

§ 12. Budiz f(x) mnohoélen s celymi koefficienty z ohod-
noceného perfektniho télesa K. Je-li D(f(x))=D =0, rozpadd
se f(r) jen tehdy v Ginitele miZsiho stupné v K, rozpadne-li se
f(z) (mod D)* a sice kazdému rvozkladu 1.) f(x)=g,(r)h, (z)
(mod DY* bude odpovidati jednoznacény rozklad f(x) v éiniteli
R) f(@)=g (@) h(x), tak Zc 3.) g(x)=g,(®), h(x)=h,(x)
(mod 1)*.

7 kongruence 1.) plyne dle § 9., Ze
D(f)=D==4D(y,) D (hy) (R*(q,. hy))* (mod D)*,ao0dtud || D|| ==
1D(go) 11 - 11 D (ho) [} 1] B (905 1) 1% jezto pak || D(gy) || =1
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|| D(ho) || =1, bude || D || £ || 7*|| , kdezkladeno || R (g,,h,) || =
= ||r]||. Plyne tedy z kongruence 1.), Ze téZ f(x)=g,(x)h,(x)
(mod #2). Uzijme véty z ptedeslého § J obdrzime rozklad /(z) =
=g@h(2); g@=g,(x), h@) =hy(x) (mod r)* a tedy tim
spife g(x)=yg, (), h(x)=h, () (mod 1)*.

§ 13. Uvedme specidlni pifpad véty z § 11.

Budiz f(x) mnohoclen s celymi koefficienty z télesa ohod-
noceného perfektniho K. Je-li moZno nréiti & v télese K, tak
ge 1) FE) << (&)1l 2 md rovnice f(x)=0 koFen & v té-
lese K takovy, e 2.) E=§&, (mod 1)*.

Polozme 3.) f(§,)=m. Pak plati kongruence 4) f(z)=
=flx)—rf¢)=@—4§)9,(x) (modm). Dle § 9. jest vSak
5)r= R(x—E&,, g, (x)) =g, (&) Rozkladu f (2)= (z—§&,) g, ()
(mod m) bude dle § 11. odpovidati rozklad f(r) na C¢initele
(x— &) g (=), takovy, ze £=§, (mod 1)*, bude-li||m || < || r%||.
To vSak mozno snadno dokdzati. Ze 4.) plyne, s pouzitim 5.),
F1(E) == g, (£o) =7 (mod m) a jezto dle 1) a B.) || m || < || /(&) |} *
jll 7@ 1=l 711 Je tedy jiste ||m || <||7*]].

Dalst véty o mmohoclenech z télesa ohodnocendho perfekiniho.
Mnohoileny Kisensteinovy.

§ 14. Z véty v § 11. plyne jako disledek véta:

Je-li f(x) mnohollen s celymi koetficienty z télesa ohod-
noceného perfeliniho K, plyne z rozkladu f(x)= g, (%) h,(x)
(mod 1)*, kdei g,(x), h,(x) znadi mnohocéleny s celymi Foef-
ficienty z K stupné =1 spolu nesoudélné (mod 1)* (jich re-
sultant je pak jednotka), rozk'ad f(x)=g(x)h(x), kdeZ g (x),
h(z) jsow mnohoileny s celymi Locfficienty stejného stupné
jako go(@) resp. Iy, pro miE (=0, (), bo) =)
(mod 1)*.

Z véty této plyne déle:

Mnohoclen s celiimi koefficienty 2z télesa ohodnoceného per-
Jektniho K je jisté rozloditelny, rozpadd-li se (mod 1)* v rizné
éinitele. Nerozloditelny mnohoclen z K je tedy (mod 1)* bud
gase nerozloditelny nebo mocninou nerozloZitelného mnohoélenn
(mod 1)*.

Rozpadd-li se f(x) v rizné Cinitele (mod 1)*, lze zndzorniti
flx) jako soutin g,(a)h,(x) dvou mnohotleni, které nemaji
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spolecnych ¢initeld (mod 1)*, nebot mnohonasobného Einitele 1ze
piipojiti celého bud k £ (x) nebo ke g, (). I je f(z) = g, (z) ky (x)
(mod 1)*, g, (), k, (x) jsou nesoudélné (mod 1)*, je tedy dle véty
predelé f(x)=yg (x)k(z) j. b. d.

§ 15. Na zdkladé véty v tele § 14. dokazme v&tu pro na-
sledujici velmi dilezitou:

Je-li f(x)=a,a” 4+ a, z"14... 4 a, primitivni mnohoélen
z télesa ohodnocenélio perfektniho K, bud nerozloZitelny neb
mocnina muohollenu nerozloZitelného, a je-li jeden z krajnich
koefficientit cely nejednothovy, jsow i wiechny vnitrni Loeffi-
cienty celé nejednotkové (druhy krajni Loefficient je palk jed-
notka). '

Pii dikazu této véty budeme predpoklddati, Ze je prosty
tlen cely nejednotkovy, || .|| <1. Kdyby totiz||a, || <1, uva-
zovali bychom misto /(x) mnoho¢len

2'f () =a, "+ a,— 2" 4 ... 4 ay,

ktery je rovnéz bud nerozloZitelny neb mocninou mnohoclenu
nerozlozitelného a u néhoz je ohodnoceni prostého ¢lenu < 1.
Necht tedy jest jiZ || an |} <<1. Dejme tomu, Ze by nemély vnitfni
koefficienty ohodnoceni vesmés << 1. Budiz a, v fad&a,a,y, ... an
posledni s ohodnocenim 1, tedy |[a.||=1,1=7r=n — 1. bude
f@y=ajz"+ta 2"+ ... +a, 2" "= (a, 2" + ... +a,)z""
(mod 1)*, t. j. f(x)=y¢,(x)h(z) (mod 1)* kdez g, (x)=a,2"+
“+...+an b, (x)=a"—". Nejvétsi spoletnd mira (g,(x), ")
(mod 1)* je délitelem nejv. spol. miry (g,”~%, z"—")=(g,, )" "
(mod 1)*. AvSak nejv. spol. mira (g,, %) =(a,, )=1 (mod 1)*,
tak ze mmnohoéleny ¢, (z), /, (x) jsou nesoud&lné (mod 1)*. Z to-
hoto rozkladu by dle véty na zaldtku § 14. plynulo, Ze f(z)=
=g (@)h(x), kdez by pro g(x) stupné r platila kongruence
g9(@)=g, (x) (mod 1)* a pro h(x) stupné n—» podobnd k(r)=
h, (z) (mod 1)* Rozpadal by se tedy mnohotlen f (r) ve dva
rizné Einitele, coZz je proti predpokladu.

§ 16. Budiz f(x)=a,2*+a, "~ '+...+ a, primitivni
mnohoélen z télesa ohodnoceného, jehoz koefficienty jsou celé
nejednotkové, aZ na a, coz je jednotka : ||a, || =1, || a, ||,
[lasll, -..|| an|] <<1. Takovy mnohotlen nazveme mnohocle-
nem Eisensteinovym. 1 1ze vétu z predeSlého § vysloviti takto:
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NerozloZitelny primitivni mnohoclen z télesa ohodnoceného per-
fektnilo, jeho? prosty élen meni jednotka, je mutné mmohoclen
Eisensteindiv.

Dokdzeme si nékolik vét o mnohollenech Kisensteinovych
z télesa ohodnoceného (nemusi byti perfektni!).

Rozpadd-li se mnohocélen Eisensteiniv 2z télesa ohodnoce-
ného, jsou jednotlivi éinitelé zasc mnohoéleny Fisenstetnory.

Necht je f(x)=g(x)h(x), pi temz lze piedpoklidati
o mnohotlenech g (x), .(x), Ze maji celé koefficienty (§ 8.).
Uvazujme rovnost tu (mod 1)*. I bude a,a"=(b, z« 4+ ...+
+ bozr—e) (cox"+ . .. + csxr—7) (mod 1)* pii ¢emz by, cs jsou
jednotky. To viak je jen tehdy moZno, kdyz ¢=0, ¢ =0.
Tim v&ta dokizéna.

Pro téleso ohodnocené prvoprvkem md mnohollen Eisen-
steiniv tvar f(z)=a,2z"+a',pa"' 4 ...+ a',p. Rozpadd-li
se na % Ciniteld, je v té&ch Cinitelich kazdy prosty ¢len délitelny
aspoii p, tedy jich soutin aspoi p* a jezto tento soutin je roven
prostému &lenu v £(z), dostdvame vétu:

Eisensteiniiv mnohoclen s prostym élenem délitelnym prdveé
pk miZe se rozpadnouti nanejvys v k Ciniteld widsiho stupnd,

Specislnim piipadem jest pak véta, analogickd s vétou
Eisensteinovou pro téleso ¢isel raciondlnych:

Primitivni mnohoclen tvaru a,a"+pa’, 2"~ ' 4 .4 pa's,
pFi cem3 prosty Elen neni délitelny vyssi mocninou p ned proni,
je merozloZitelny.

Proky celé algebraické vzhledem I télesu ohodnocenému.

§ 17. Prvek « nazveme algebraickym celym prvkem vzhle-
"dem k ohodnocenému télesu K, hovi-li aspoii jedné rovnici
a2 ' 4.+ a,—=0 s koefficienty celymi z K. I lze
ihned dokézati vétu: Prvek algebraicky cely vzhledem ke K,
patrici do K, je celyj prvek z K. BudiZz « algebraicky cely
prvek vzhledem ke K, hovici rovnici 27 4-a, 2"~ ' +... 4+ a,=0
s celymi koefficienty z X. Dejme tomu, Ze by prvek « byl lo-
meny prvek z K, tedy ||« || > 1. PoloZzme 1/« =p. I bylo by
1Bll<1 a B by hovélo rovnici 1+ a, g+ a, 3%+ ..+ a,=0,
co% je memoZno, jezto by odtud plynulo 1 =0 (mod 1)*.
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Uvedeme nékolik vét, jichz dikaz je zcela podobny dikazu
obdobnych vét o (islech celych algebraickych.*)

Jsou-li e, 3 proky celé algebraické vzhledem ke K, plati
totéé © o jich soubtu « -+ B, rozdilu ¢ —f a soulinu «B.
Prolky ceclé algebraické vzhledem ke K tvori obor celistvosti.

Kazdy lomeny preek algebraicky dd se zndzorniti jako
podil dvou celyjch proki algebraickych (za jmenovatele lze do-
konce zvoliti prvek z K.

Pii definici prvku celého algebraického vzhledem ke K sta-
tilo védéti, ze jedna z nekoneéné mnoho rovnic z A, jiz prvek
ten hovi, md 1 za koefficient u nejvy$Si mocniny « a ostatni
koefficienty celé z K. I.ze viak dokézati vétu:

Prock a« je tehdy a jen tehdy cely a’gebraicky, md-li jeho
definujict rovnice v K u mejoy$si mocniny x loefficient 1 a
vSechny ostatni koefficienty celé.

Konetng uvedme vétu:

Koreny rovnice 2™ 4w, 2@~ '+ ...+ ey =0, jejié koeff:-
cienty jsou celé prvky algebraické z K, jsou celé prvky alge-
braické vzhledem ke K.

Nyni miiZeme na prvky celé algebraické prenésti nékteré
z definic & vét z § b.

Jsou-li oba prvky € a 1/e celé, nazveme ¢ algebreickim
prekem jednothovym (vzhledem ku K). Pojem délitelnosti lze
zase definovati pomoci 3.), plati pak véty 4.), b.), 6.); provky
associované pomoci 7.), platf pak 9.), 10.).

Snadno lze nahlédnouti, ze rovnice definujici v K algebra-
icky prvek jednotkovy ma u nejvysii mocniny « koefficient 1,
ostatni koefficienty celé a za prosty clen jednotku z K.

§ 18. Viimnéme, si nynf, jak se poméry utvdii v piipadé,
Ze téleso zdkladni K je ohodnocené perfekini.

Tu plati véta: v

Prvel; «, jehoZ definujici rovnice v télese ohodnoceném
perfekinim je x" +a, &'+ ...+ a, =0, je cely tehdy a jen
tehdy, je-li prosty élen a, cely prvel z K.

Je ihned patrno, Ze podminka ta je nutnd: md-li byti
prvek o« cely, musf byti prosty ¢len a, cely. Dokazme si, Ze

*) Hensl 1, c. Weber. Algebra II.
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jest téZ postatujici: z celistvosti a,, || @, || =1 plyne celistvost
ostatnich koefficienti. Dejme tomu, Ze by se vyskytly koefficienty
necelé, jichz ohodnocenf tedy > 1. BudiZ a ten z nich, pro ktery

la]|| = Maz (||a, ||, |lay]l, - -. llan{|). T bude jisté
llali>1, || 1/a]| < L Mnohotlen —ivm“—I—Z—la?""l-{—... 4

je jisté primitivni, ponévadz md celé koefficienty, z nichZ jeden
jisté (a to vnitfni) je jednotkovy prvek. Je to tedy mnohoélen
nerozloZitelny, primitivni a krajni koefficient || 1/a || << 1. Jeden
z vnitfnich koefficientd je jednotka, coz odporuje vété z § 15.
Musi tedy byti nutné koefficienty a,, a,, ... a._1 celé, j. b. d.

Pro prvek algebraicky jednotkovy je . jednotkou z K,
|l @2 || = 1; pro prvek cely algebraicky nejednotkovy je || ax || <1
a dle véty z § 1b. je téz || a, || <1, || ar ]| <1, .. .|} w1 || <1

Ohodnoceni prvka algebraickych vzhledem & télesu
ohodnocenému.

§ 19. Budeme se nyni zabyvati ohodnocenim prvki alge-
braickych vzhledem k télesu ohodnocenému K. Tak dostaneme
ohodnoceni v8ech algebraickych rozifieni télesa K i algebraického
rozsffeni télesa K algebraicky uzavieného.

Je-li prvek « definovan v K nerozlozitelnou rovnici
2" +a, " 14 ... + a, =0 a maji-li vSechny koteny jeji miti

1

totéz ohodnoceni, musime zvoliti ||« || = || a. || 7, mé4-li byti spl-
néna podminka IL || ocp" [l=1lell || 8]|- Nevime viak, zda, polo-
#ime-li || ||=1|aa|| ", vibec dostaneme ohodnoceni, totiZ bu-

dou-li splnény podminky I.—IV. z § 1. Co se tjte podminek
I. a IV, splnény budou. Jak tomu bude s podminkami II.
Wepll=1l llelf-HAll, TN |1+ ea||=1 pro jle||<1.

§ 20. Podminka II. je splnéna, ¢ kdyZ medinime o télese
ohodnoceném K predpoklad, Ze je perfekini. Nejprvé to doka-
Zeme pro ptipad, Ze prvky « a /A jsou prvnfho druhu vzhledem
ke K.*)

Uvazujme téleso L =K («, ). To bude zase prvniho
drubu a jednoduché: bude v n&m existovati primitivni prvek

*) t. J. nerozloZitelné rovnice, jimiz jsou prvky ty definovdny, maji
jednoduché koreny.
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9, takze L=K (e, f) = K (#). Prvek # je v K definovén ne-
rozlozitelnou rovnici s jednoduchjymi kofeny stupné »; ostatni
jejf kofeny oznatme &,, %, ...#&.—;. Libovolny prvek o télesa
L d4 se vyjadfiti jako raciondlni funkce J s koefﬁcienty z K,
d=1g (&). Sdruzené hodnoty jsou pak d =g (9,), ... dr—1 = @(Fr—1),
jich souéin d, 0,0, ...d,—, = N(J) je norma prvku d. J vy-
hovuje rovnici N (ac———é):O, jejiz levé strana je mnohotlen
nerozloZitelny neb mocnina mnoho¢lenu nerozloZitelného. Snadno

1

nahlédneme, Ze || & || = || N(d) || *. Je-li mnohotlen N(z—d) ne-

rozloZitelny, je to pfimo patrné, je-li to mocnina mnohotlenu

nerozlozitelného (z* +4-d, z*~' +... 4+ d ), wwr=r,je || d]| =
1 1 1

a1 =l d, ||"= || N || . I je ihned patrno, ze N(ozﬁ)_.

N(«) N(B) a tedy téz HN(«ﬂ)H‘ = IIN(a)H‘”HN(ﬂ)H’ t. J.
Wepll=1ell [181]-

- § 21. Nynf si v§imnéme pifpadu, kdy prvky « a § nejsou
oba prvého druhu. P#fpad ten miZe nastati pouze tehdy, kdyZ
charakteristika télesa K je riiznd od nully (je to pak jisté
prvoéislo I).

Necht prvek « hovi v K rovnici nerozloZitelné f(z) =0;
pak lze urtiti celé cislo r =0 tak, Ze f(x) je raciondlni funkce
v 2!, nikoliv viak v 2’ , b fl@) =g (@ ). g(x) je mnoheélen

nerozlozitelny s jednoduchymi koteny. Jeho kofen e=al je
tedy prvnfho druhu. r nazjvd se eksponentem prvku . Je-li

f@=g@ )=t +a " 4. ta,
jo lell=na:ll*, el =lamll?
a tedy HWH—-H‘"“’r
Budtez nynf r, s, ¢ eksponenty prvki e, g, y = «f, tak e
e=2a!", s=s', y=19" jsou prvntho druhu. Z y =« plyne,
umocnime-li pr+s+t, "t = ol*** gttt
prvofho drubu II plati,

. ¢ 7
je Ay u"*’—uo:’s+ #"+ H=lell ™ 18]t

atGleh’H“‘“Ilt’tll"ll:-‘?ll” odtud pak [y [|=]}e|l.[I 8]l
11

jesto pro prvky e, B, 7
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§ 22. Aby platila podminka III', musime o télesc ohodno-
ceném K wuéiniti predpoklad, Ze je perfekini.

Je-li prvek ¢ v K definovan rovnici nerozlozitelnou
f@=z"4a, " 14 ... +a,=0, plyne z ||c¢||=1, t j.

1
Na.]]"< 1, ze ||an|=< 1, tak Ze a, je cely prvek z K a dle
§ 18. je pak téZ a cely prvek, prvky z K, a,, ng,... an, jsou
téz celé, tak ze 1) (|a, ||= 1, |[|au|| =1, ... [laa ]IS L
Prvek 14 ¢ je definovin rovnici f(a:——-l)r—_O,

tak Ze N1+ell=IA=D]l".

Aviak f(— 1) =(—1)"+ a, (— 1)1 4 ... 4 a,, tak ze z 1.)
plyne || A(— D || =1, a tedy téz || 14| =1.

' Zaroven vidime, zelv télese ohodnoceném perfekitnim jsou
proky celé algebraické zase charakterisovdny tim, Ze jich ohodno-
cent je=<.1, jednotky maji ohodnoceni 1.

Ukazeme na pifkladé nutnost pfedpokladu, ze tdleso ohod-
nocené K je perfektni.

Uvazujme rovnici x*—2,43=0 v télese racionilnych
tisel R ohodnoceném zpiisobem Henselovym, tak ze za || 3 || zvo-
lime libovolné ¢islo redlné mezi O a 1 (§ 3). Rovnice ta je ne-
rozloZitelnd v R (vidime hned, Ze neplati véta z § 15). Kotfeny
jejf 1 +V—2 dostaly by oba ohodnoceni V|| 3]/ < 1. 2 je jed-
notka v télese R, t.j. [|2]|=1. Jest viak 2= (14 V—2)+
+(1—V—2). Kdyby platila podminka III', musilo by byti
2= |11+ V=2li=[1-V=2]||=V1i3]| tedy [|21l <1,
coz vede ke sporu. Také by neplatila véta z § 18 a v&ta, Ze k tomu,
aby byl prvek algebraicky cely, je nutno a postalf, aby jeho
ohodnoceni bylo = 1. Stali uvaZovati

14V—2__—142V=2
1—\V=2 3
Ohodnoceni tohoto prvku je 1 a neni to prvek cely, jeZto je

kofenem rovnice nerozlozitelné v R: z* -+ g— z+1=0.Téleso

perfektni /2’ je téleso Henselovych &isel 3-adickych. V tom je
rovnice 2% — 2, + 8 =0 rozlozitelnd, coz plyne z § 12. Dis-
kriminant rovnice té je totiz —2, || — 2|| = 1. Uvazunjeme-li ji
mod 3, rozpadéd se z (x—2)=0 (mod 3), tak Ze se rozpadd
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62 v R aje 1 +V—2=2 1—\=2=0 (mod 3). Je tedy
Ni+V=—2l=1 ||1=V=2lI=|I3]l.

§ 23. Je-li K téleso ohodnocené perfekint s prooprvkem p,

eksistuje tés prvoprvek v kaidém koneiném algebraickém roe-

BudiZ » stupefi konetného algebraického rozsireni L. Kazdy

prvek z L hovi v A nerozlozitelné rovnici, jejiz stupei je dké—

litelem ». Ohodnoceni prvkii z L budou tedy miti tvar ||p(]”,
kdez & je celé &slo: pro prvky celé nejednotkové bude % celé
tslo kladné. Je tedy jisté mezi celymi prvky nejednotkovymi
prvek z s nejvétiim oh(}dnocenim a ten bude v L prvoprvkem.

Necht je || =||=1||p|| #, f celé &slo kladné. VSechny prvky
z L daji se vyjadfiti ve tvaru en”, kdeZ ¢ je jednotka z L,
r tislo celé; pro prvky celé je r =0.

Je tedy téz p=ens ||p||=I|=Il

N=ll=llpll°=lIp||=, tak Ze ef = n.

§ 24. Snazice se ohodnotiti algebraické rozsifeni perfekt-
niho télesa ohodnoceného K poloZili jsme pfedem podminku, Ze,
hovi-li prvek « algebraicky vzhledem ku K nerozloZitelné rov-
nici 1.) f(x) = 2"+ a, 2 .. .+ an= Olmaji miti viechny
kofeny této rovnice rovné ohodnocenf || a.||® a ukazali, %e jest
to mozné. Koefficienty rovnice 1.) nerozlozitelné v télese ohodno-
ceném perfektnim X musi proto hovéti jistym podminkdm, které
si odvodime. Oznatme jeji kofeny ¢, —a, «,, «,, s I bude

lze poloziti 2.) || e ||=|legll="..]||@ai]=]]aa||*. Koeffici-
enty rovnice 1.) daji se vyjadiiti jako elementdrnf symmetrické
funkce kofendi a; =+ Ja,, ;... . Z 2.) pak bude plynouti

) lail| = |lanll2 =1, 2,...n).
Ohodnoceni koefficientii rovnice nerozlositelné v télese per-
Sfektndm ohodnocenéin musi tedy hovéti merovnostem 3.).
PoloZime si otézku, zda by bylo moZno ohodnotiti alge-
braické roziifeni L té&lesa ohodnoceného perfektniho K tak, aby
ohodnoceni télesa K zlstalo zachovdno, Ze by vSak prvek « z L,
definovany v K nerlozlozitelnou rovnici 1.) (» = 1), mé&l ohodno-

cent || e |||l aa ] *

11*
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1
Dejme tomu, ze by bylo ||a||= || a.||*. Z 3.) by plynulo
e l|>lla, am-2|l, ([ ]|>|la, 2], ... [le"||>]|au]].
Bylo by tedy || /(@) || =||e* || > || ax || >0, t.j.f ()30,
coZ by odporovalo piedpokladu, %e « je kofen 1.).
Stejné nenf mozno, aby

Ilall<llan||", pak by || 1/er || > || l/anH”
1/a, by byl prosty Elen rovnice v K nerozloZitelné 2" f(1/x) =0,

jiz hovi 1/ec. Musi byti tedy nutné || e || =1| a. || *. Iplati véta:

Chceme-li ohodnotite algebraické rozsiveni L télesa per-
Sfektniho ohodnoceného K, tak aby ohodnoceni télesa K zistalo
zachovdno, lze to uciniti tim zpusobem, Ze prvku o« z L defi-
novanému v K nerozloZitelnouw rovnici 1.) ddme ohodnoc(’m

||:z||._||a,.||" Jinak to viak ani uliniti meni moino.

Téleso ohodnocené perfekini algebraicky uzaviené.

§ 25. DokdZeme nyni, Ze derivované téleso K' télesa K
alg ebraicky uzavieného, ohodnoceného, je zase algebraicky uza-
viené. K tomu cﬂi dluzno dokdzati, %e kazdy mnohotlen
f(®) =z"+a, a* 4 ...+ a, s koefficienty z K’, rozpadd se
v K’ v linedrni émltele

Budeme se nejprve zabyvati pifpadem, kdy diskriminant
D(f(@) =D = 0.

1 lze stanoviti v télese K prvky 4,, 4,,... 4., tak ze

lla,— 4, 1| <|I DI, |l aa— 4, | < D],

cla—A4a|| <1 D]

Polozime-li F(z) = ,c” G+ A4, 214 4, bude F(z) = f(x)

(mod D)*. Déle bude D(If)—l) (mod IJ)* t.j. IID(F)H-—HDII

Uzijme véty z § 12. Rozkladu /(2) (mod L)* bude odpovidati

rozklad v télese ohodnoceném perfektnim A’. Aviak F(z) je

mnohotlen z télesa algebraicky uzavieného K, rozpadd se tedy

v K v linedrni ¢initele, F(x) = (x— %)) (x— 5,)...(x— =,

I bude téz f(x)=(x—2Z=) (x— 5,)...(x— Zs) (mod D)* a z

§ 12, bude plynouti, Ze v K’ plati rozklad

f@)=(@—E) (@—§). .. (- &), E =5, .. 2= 5 (mod 1).*

Je-li diskriminant D(f(x)) = 0, m4 f(x) mnohon4dsobné ko-
feny. Polozme f(x) = fu(x) (/,(2))% (f3(2))*... ., kdez f (), f,o(2),. .-
majf jednoduché koteny a tedy diskrimant ==0. Je-li charakte-



16H

aistika t8lesa K’ rovna O, patt{ kaZdy z mnohodlent f.(x) do K';
zrovna tak tomu je pii charakteristice ! (7 prvotislo), nenf-li m
delitelno 7. V téchto ptipadech lze ihned uziti vysledku prede-
§lého. Je-li charakteristika télesa K’ rovna !, A=If nejvys§
mocnina ! obsaZend v i, patii (fm(r))* do K. Jsou-li viak v K’
2-té odmocniny koefficienti mnohotlenu fn(x), bude jiZ fau(z)
pattiti do K’. Bude tedy véta i v tomto pfipadé, s pouZitim
vysledku ptedeslého, dokdzdna, dokdZeme-li, Ze jakdkoliv rovnice
tvaru 2!'— C=0, kdez C je z K, je v K’ FeSitelni (md tam
pak jediny kofen). C lze zndzorniti jako limitu posloupnosti
€4y Cgre .+ Cny... % K. Rovnice o — ¢, =0 jest fesitelnd v K
vzhledem k tomu, Ze téleso K je algebraicky uzaviené. M4 pak
jediny’r kofen, ktery oznatme y,. Ukazme, Ze posloupnost ., 7,, - . .
Vi - konvelguje a jeji limita y, patiici jisté do K’, je kofenem
rovnice at' — C'=0. Jest totizlim (yn,1— y.)! __hm (, w1 — yf):

= lim (cup1—¢a) =0, tedy té; hm GYupr— )ln) _0 ¢imZ kon-

verI;g,—e’rnwe posloupnosti 7, 7, - dokazﬁna Pro jeji limitu y plati:
1f (

llm(;' ———c):lnn (y —c,,)_hm (y — ) hm (7 — )" =0.

Tim tvrzeni dokdzéno.

§ 26. Ukazme koneind, Ze moino kaédé ohodnocené téleso
K roz$iriti na téleso perfektni, algebraicky uzaviené, ohodnocené.

Téleso ohodnocené K lze roziifiti nejprvé na téleso per-
fektni ohodnocené tim, ze utvoiime té&leso derivované K'. To
mizeme roziifiti na alceblalcky uzaviené ohodnocené t&leso K.
Utvofme derivované téleso K’ tohoto t&lesa algebraicky uzavie-
ného ohodnoceného. Dle véty z pfede§lého § bude zase alge-
braicky uzaviené. Vyhovuje tedy K’ v§em podminkdim soutasnd:
je to téleso ohodnocené pertektni algebraicky uzaviené.*)

*) Zvolime-li za K téleso Cisel raciondlnych ohodnocené pomoci ab-
solutni hodnoty, je K’ téleso ¢tisel redlnych. Algebraicky uzaviené ohiodno-
cené {éleso K dostanemc pipojenim i =V/—1. & je téleso tisel kompleks-
nich a to je jiz perfektni, K/ = K. Tomu tak vidy neni. Ostrowski uk4zal
(Crelles Journ 143, 147), Ze, zvolimedi za K téleso ¢isel raciondlnych
ohodnocenych zplisobem Henselovym, tak ze A’ je téleso Henselovych cisel
p-adickych raciondlnych, K téleso Henselovych ¢isel algebraickych, eksi-
stuji posloupnosti takovychto disel konvergentni, kier¢ nemaji za limitu
Henselovo &islo algebraické, tak Zze jisté K F X,
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