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Piiloha k Casopisu pro. péstovani mathematiky a fysiky.

0 jedné methodé pro reSeni numerickych
rovnic algebraickych.
i Napsal K. Petr.

V nésledujicim chei se zietelem k ¢tendfdm stiedoskolskym
vyloziti jednu methodu pro vypolet kofenii rovnic algebraickych.
Methoda tato nepfedpoklddd separaci kotenit rovnice dané, uzivd
prostiedki zcela elementdrnich a d4 se pouziti snadno k vypoétu
kofent komplexnich. Mé tedy podobné vyhody jako methoda
Griffeova, kterdZ v8ak pii vypoétu kofeni komplexnich vede
¢asto ku svizelnym poltim. Nad to jest moZno pii provddén{
vypodtu orientovati se o chybé, o kterou uréitd ptibliznd hod-
nota kotenu se li8f od pravé hodnoty.

Naproti tomu jest oviem pocet operaci poletnich, chceme-li
s takovou rychlosti k vysledku se bliziti jako p¥i method® Grif-
feové, znalné vétsi, je-li stupeini rovnice dané veliky.

Methoda vyloZend jest v jednom sméru blizkd methods
Bernoulliové.

I. Vezméme v vahu rovnici péatého stupné (ivahy vSak
plati obecné pro =-ty stupeii), kterou budeme psiti ve tvaru

x® = ax* + bx® + cx® + dz 4+ f, 1
a predpoklddejme nejprve, Ze rovmnice md vSecky kofeny vyjma
jeden takové, Ze jich absolutni hodnota jest men¥i nez jedna;
ten jeden méjz absolutnf hodnotu vétsf neZ jedna. Z rovnice
této, ndsobime-li ji # a nahradime-li 2° na pravé strané vyrazem
dle (1) jemu rovnym, obdrzime rovnici

=0+ a®z*+ (¢4 ab)x® 4 (d + ac) x*+ (f+ ad)x+- fa,
16
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aneb kratSeji psdno _
2t=aa*+ 02+ cex?+ dyx 4+ £, o, =b+a. ..
Opé&tujeme-li tuto operaci, dostaneme rovnici
2' = aqx* + b2® + @ + dx + f,

a tak miZeme postupovati neomezené a dostdvame fadu rovnic
tvaru

¥ = ayrt + by’ 4 cya® + dyx + sy, N>5, (2)
jimz v3em hovi vSecky kofeny rovnice (1). Aviak 4 kofeny
rovnice dané jsou mensi neZz 1, pro né levd strana, t. j. z, se
blizi nulle s rostoucim N a tak jest patrmo,*) Ze pro pravou
stranu lze s velikgm priblienim psati pii velikém™ N
ayet + byt vt dye +fy =a y (2t 4 ea® + pa® 4 pr 4 0),

3)
pii temZ vyraz x* 4+ «ax® 4 Pa? 4+ yxr 4+ & poloZen byv rovny
nulle, ddvd rovnici, jejiz ¢tyii kofeny jsou ty Ctyfi kofeny
rovnice (1), jeZ jsou mendf nez 1. Z toho vyplyvi ihned, jelikoz
soutet kofeni rovmice (1) jest a, soulet pak kofend rovnice

b
2t + aa® + Px? + yx + 6= 0 jest _a—_—-—aiv, e pro dosti

N
veliké N jest kofen rovnice (1), jeho absolutni hodnota jest
véts nez 1, pfiblizné rovny &fislu

by

Toto pfiblizeni jest tim vétdf, &fm vétdf jest N, coz miZzeme,
znatfme-li kofen nejvétsi absolutni hodnoty &), psdti

. = lim (a + %L) | (4"

N=ow N

Podobn& bychom mohli, uzivajice v&t pro soutin kofenii rovnice

*) Jest tu zirovein miti na paméti, Ze koefficienty ap, by, . . . . -
— aspon nékteré z nich — s rostoucim N rostou nade vSecky meze, nebof
dosadime-li do (2) kofen, jehoZ absolutni hodnota jest vét3i nez jedna, pak
levd strana roste s N nade vSecky meze, tedy i prava strana,
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algebraické, psati
. a
£, = lim — %, #)

Avsak lze jest8 jiné vyrazy ziskati pro &,. Délime-li rovnici
e =ay 2+ by ot ey 2t Hdy 2y, (2)
rovnief (2), pfi CemZ pouZivime pfiblizné relace (3) platné

oviem i pro (2') a pii ¢emZ zdroveir dosazujeme za x hodnotu
¢, (kterdz spliiuje ob& rovnice (2) a (2')), dostaneme pFibliéné

ANia
— M1 5
= ()
aneb pfesné
a
, = lim -
N=ow aN

a tudiz téZ, neni-li z4dné z &isel «, B, », 0 rovno nulle,

b c
£ — lim 22 =lim Y2 — .. 4"
N=ow bN N=owo GN
Rostou tedy velitiny a, -(a také velitiny by, ¢5;...) 8 rostou-
¢im indexem p#iblizné jako &leny Fady geometrické jejiZto kvo-
cient jest &,, aspoii od jistého indexu poéinaje.
Z rovnic (2) a (2") vyplyvd, vylouéime-li ¢len s z*, ihned
aye™Nt — (11\,_+_1:1,1".:(aNbN_,_1 —ay, by e+
+(antyy, Oy o2t (6)
=2+ myz? - nyz+py.
Pritom jsouse zietelemku (4') &fslaly—=ayb v, —ay, bymy,...

¢fsla mald vzhledem ku soudindm a,b,, a,cy, - . . Rovnici po-
slednf miiZzeme téZ déti tvar

Anyy Iy 4 myx 4n @ +py
- - N : (7)

ay AT

x

aneb té%
' o B Iy 4 mya® 4+ ne+py
T ay ay(aye* + b2 4-cyxt 4 dy x4 fy)
Tato rovnice platnd pro = — &, (a vibec pro kazdy kofen rov-
nice dané (1), se kterou se v podstaté shoduje) dovoluje ndm
16*

(T
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odhadnouti chybu, o kterou se lisi pibliznd hodnota (5) od hod-
noty &, druhy &len v (7’) resp. pravd strana v (7) ddvaji ndm
pak pfesné tuto chybu, dosadime-li tam £, za x; dosadime-li
tam misto « toliko pfibliznou hodnotu kofene £,, dostaneme tu
chybu pfibliZn& a to na tolik asi cifer, kolik cifer pfesnych méla
_ ptiblizna hodnota misto £, dosazovand. Jest tedy soucasné patrno,
ze rovnice .(7) a (7') ndm umoziiuji hodnotu piibliznou pro §,
o nékolik cifer korrigovati, po piipadé, opétujeme-li dosazovdni
do téchto rovnic, hodnotu pro £, s libovolnou piesnosti vypo-
ttati.

RovnéZ jest jasno, Ze miiZzeme si, zndme-li dvé ¢fsla, mezi
nimiZ se §, nachdzi, dosazenim téchto dvou ¢isel do pravé strany
rovnice (7') zjednati novd dvé &isla znatné k sobé bliz§i, mezi
nimiZ opét se nachdzi &,; pfi tom jest pouze postatitelno, aby
v intervalu danymi dvéma &fisly ohranieném pravd strana rov-
nice (7") s rostoucim x bud stile rostla anebo stile ubyvala,
coZ snadno se dé4 zjistiti a zpravidla v malych intervalech vskutku
nastéva. ’

Pii method® prdvé podané bylo predpoklddéno, Ze rovnice
dand mé jediny kofen o absolutni hodnoté vétsi nez jedna,
ostatni pak kofeny, Ze maji absolutnf hodnoty mensf nez 1.
Jest platna vsak pro vSecky rovnice, pri niZ jeden kofen &,
md absoluini hodnotu vétsi neé jest absolutni hodnota kaddého
Jiného Lorene té rovnice. Nebot mdme-li takovouto rovnici a je-li
v n&jaké tslo mendi nez | £ | a votéi nez | & ', | &, ...
kde &, &, ... jsou vSecky ostatni kofeny dané rovnice rdizné
od &, pak substituci

' = vy

dostaneme rovnici pro y pfedpoklddané vlastnosti a pro niz plati
dosazené vysledky. Prejdeme-li viak v téch vysledeich k piivodni
nezndmé, dosp&jeme k potvrzeni utinéného vyroku.

2. Predpokladejme nyni, Ze rovnice dand (1) m4 dva ko-
feny &), £, vé&tsi absolutni hodnoty nez 1, ostatn{ pak kofeny -
necht maji absolutni hodnotu meni{ ncz jedna. Pak pravd strana
rovnice

aN=ayxt4 b x®+ ¢ et 4-dyx £y,

dosazujeme-li v nf za x néktery z kofent, jehoZ absolutnf hod-
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nota jest mendi nez jedna, se blizi k nulle s rostoucim N a_
totéz plati i o rovnicich

.xhﬁ =y @ by 2 ey @y 2ty
sMti=ay 24+ brt 2+ czv+zx2 + o+ o
Vyloutime-li z* vzdy ve dvou po sob& jdoucich z téchto tii
rovnic (jako to provedeno jiz svrchu rovnici (6)), obdrzime dvé

rovnice tvaru _

a ¥t —ay +1x—“7 =a -V et - e d' ")
ay 2 r—ay Vi =a' 2?0y 2t ¢ Ny + ANy s

“’N"—:b;\wx“‘\r—awgbm ces 6")

kde pro pravé strany jest piribligné pro dosti veliké N
o Y gt e d gy =a (@ et ), ...
pii temz vyraz xz* 4 o'z? 4 p'z-49' poloZen byv rovny nulle
davd rovnici, jejiZ kofeny jsou prdvé ty kofeny dané rovnice,
jez jsou, jak piedpoklidime, men3i nez jedna. Délime-li tedy
spolu rovnice (6") a (6), dostavime s velikym prFiblifenim pro
dosti velthé N « pro x rovné nékterému z obow korend vétsich
co do absolutni hodnoty nef 1

2___ '
AN T — AN B py,y
, - ! )

A — dy.

a'y

vysledek tento lze pfesné vysloviti takto: Oba koreny, jichi
absolutni hodnota jest vétsi nei jedna, jsou koreny rovnice
druhého stupné

-+ Ax+ B=0, ' 8)
Pri Cemg
=lim - N+‘ )
N=» a N

aviak téZ, neni-li zadné z &isel «’, §'y ' rovno nulle,

’

b d
B =lim ‘,V+‘ = 1im 2 = i L0
N=w b Ne=w Cy dy

IRRYIN (Ya TN a,N+1 . “NbN-;-a_" aN+sz
——A__hm( + . )::hm——————,-—————.

!
N=w aN+1 aN+1 a N

N=w N
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, Vylou¢fme-li z prvych tif rovnic tohoto odstavee z* a 2?

tim, %e je po Fadé ndsobime ay, by, ,—ay by, ,=a'y,
Oy by —anbyig aybo L —ayy,, by=a'y a pak setteme:
dostaneme rovnici obdobnou rovnici (7)

!
o ) Oniaby az»bzv-i-a O nyy (CN-}-ﬂaNbI\-{-]
a'y a'y a' &

/ ,
.dN+aa’N bzv+1) ( fN+2a bN+1 J
a’ gt a’ 2N !

kdez ku pt. (cy,,a4b

®

) znatf determinant

N+41
CN + 2N (‘N+1
(Cxq29% byp) = OngoxOng |-
bN+2b nOxt

Kdyz N roste nade vSecky meze, blizf se pro |z | >1
rovnice (9) k rovnici (8). Rovnici (9) mohli bychom ku stano-
‘veni pfesnému kofeni o vé&tsf absolutnf hodnoté nez 1 stejnym
zplisobem vyuzitkovat, jako rovnici (7) fésp. (7’) v odstavei 1.
v obdobném pifpads. .

Uvahy predchézejict zustavaji v platnosti pro v8ecky rov-
nice, jichz dva koteny maji absolutni hodnoty vétSi nez ostatni
koteny, z diivodli vyloZenych ke konci odstavee 1. Zcldsté plati
pro rovnice o Soudinitelich redlnych a jichz koFeny o mejvétsi
absolutni hodnoté jsou dva koveny komplexni sdruzené. Uvahou
podanou vyloZena jest methoda ku pfesnému stanoveni t&chto
dvou kofeni.

Timto zpisobem mohli bychom postupovati déle a ptedpo-
klddati, Ze t¥i kofeny maji absolutni hodnoty vétsi nez ostatni
kofeny a t. d. a jest patrno, Ze bychom takto mohli viecky ko-
feny postupné z Fady rovnic (2) eliminaci p¥iblizng vypotitati.
Jest viak pohodlnéjii toliko hrubé piiblizeni si uvedenou methodou
ziskat a presnéj§i hodnoty odvoditi si ndsledovoé: Je-li ¢ pii-
blizna hodnota jednoho z kofend, ku pt. kofeau £,*) zavedeme do
rovnice dané novou neznamou y substituci

1 -
x=9 4+ —
+5

*) Rﬁ::ime obecné, Ze ¢ jest pribliznd hodnota kofene & je-li rozdil
& a ¢ co do absolutni hodnoty mensi nez rozdil kazdého jiného kof'cne riz-
ného od ¢ a éisla o
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pak kotenu & odpovidati bude v rovnici pro y kofen 7=, i _1- 7
ktery bude co do absolutni hodnoty tim vétsf, ¢im méné& Iisi se
o od &; ostatnf kofeny rovnice pro y budou ¢fsla mensi abso-
lutnf hodnoty nez r. Mitzeme tudiZ na rovnici pro y uziti me-
thody odstavee 1, jez tim rychleji povede ku stanoveni ¢isla 7,

¢fm blize jest ¢ ku &.

3. I'ifklad 1. K objasnéni piedchdzejicich vykladd a k na-
znateni raznych obrat vhodnych pii praktickém provddéni feSme
nejprve rovnici
(€ a*=6x*—10z 46 aneb 22=2(3x*—5r+ 3).

Z té vyplyva nejprve

®) xt = 262* — Hdx 4 36

a povyiime-li danou rovnici na Etverec (pouZivajice zirovel na-
psanych privé vyrazi pro 2® a x?) obdrZime

(7) 26 = 22 (97z* — 216x + 153),

ze které dalsim ndsobenim ¢&fslem xz nésleduje

(0) x7 = 22 (36622 — 817z + 582).

Jiz na prvy pohled jest patrma pfi téchto dvou rovnicich p#i-
bliZnd Gmérnost koefficienti na pravé strané, ¢imZ stdvd se pro
nds pravdépodobnym, Ze dand rovnice md jeden kofen o vétsi
absolutni hodnot®, neZ jest absolutni hodnota druhych kofent.
Vypotteme-li (za ptedpokladu ovSem, Ze takovy jeden koten jest)
piiblizné hodnoty pro tento kofen na zdkladé rovnice (4) méme

z rovnice () 6 — 29179_ 3773 ...,
Z rovnice (§) 6 — ’g?lf = 3768 .

coz jsou vysledky dosti blizké, shodné na 3 cifry a miZeme
tudiz jiz rovnic (y) a () pouziti ku piesndjsimu vypottu kotene,
ktery, jak tém&i s jistotou miZeme se domnivati, )est blizky
hodnot& 3-77. Z rovnic (y) a (J) vyplyvé

Y72 — 3662° = 2 (— 1932 - 456)
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aneb délime-li ¢slem 97x° = 97.22 (972 — 216x -+ 153)

366 — 193z + 466
() *= g7 T 97 (972" — 916 + 153)"
Vysledek tento ndm divd pro z hodnotu —%673 =6 — % =

= 3773 . .. zvétsenou o tislo zdvislé oviem na x, aviak ¢islo
to jest pro x blizké hodnoté 3-7 ... malé a bude ndm déivati
opravu pro hodnotu 3:773 . .. pfesnou na tolik citer, kolik
ptesnych cifer bude miti hodnota pro x pfi potitdni opravy po-
uzivand. Dosadme do pravé strany rovnice (¢) za z &islo 3-77,
dostaneme pro x vyraz

366 U161 . - o
7 — GoEsT15eT = 51131959 — 000390850 = 3-7692924.

Z vypoitu toho jest patrno, Ze pouzitd hodnota 3-77 pro x pii
vypottu opravy byla na t¥i cifry pfesnd, a jelikoZ oprava (jez
spotivd v odecteni ¢isla 00039 ... od 377...) jest tudiz
rovnéz na 3 cifry piesnd, mdme pro x hodnotu 3:76929, kterd
pfi 6-ciferném pottu rovnici (¢) (a tudiz i rovnici dané s nf
v podstaté shodné) vyhovuje. Kdybychom chtéli vypoéitati » na
vét&i polet mist, mohli bychom opravu pravé vypotténou (dosa-
zenim za z &sla 3'77) znova potitati dosazujice x stanovené na
vice cifer nez 3 anebo pokratovat v polftini vyrazi pro N na
podkladé dané rovnice.

Aby ttend¥ ziskal si lepif pfedstavu o tom, jak rychle asi
methoda vylozend vede v naSem ptikladé k cilij povysim jestsé
rovnici (y) na &verec (pfi demZ na pravé strané dosadim dle
(«) a (B)): Dostaneme tak

x'% = 24 (695482® — 1551422 4 110709).
Kdybychom z této rovnice dle (4) poéitali hodnotu kotene o nej-
vétsf absolutni hodnot8, obdrZeli bychom fslo
_. 15514
‘ 69548
témét na 6 cifer presné.

Ze pii naznalenych vypoétech s velikfm prospéchem lze

pouzivati potitactho stroje anebo multiplikatnich tabulek jest na
gnaze, '

6 =3769282. ..
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Priklad 2. Refme nyni rovnici
b=z — 1.

Povy&fme-li rovnici na Sestou a klademe-li zdrovei na pravé
strand x*=ax—1, 2°=2*—=x, 2°=2x"—2?% dostaneme ihned
2= — 1927 4 82? 4 152 — 14.

Jelikoz koefficienty jsou jeité malé, povysfme obé& strany této

rovnice .opét na Etverec a obdrzime
2% = 113323 — 6642® — 622z + 702.

Rovnici tuto vezmeme za zdklad ku p¥ibliZnému vypoétu korent
rovnice dané. Nédsobivse x, mdme

¥ = — 66423 — 622 4 183bxr — 1133.

Koefficienty pravych stran poslednich dvou rovnic nejsou imérny
(ptislusné pomé&ry nabyvaji dokonce hodnoty zdporné i kladné)
a nastdvé tedy pripad, Ze jsou aspoi dva kofeny,- které maji
stejnou — anebo ptiblizné stejnou — absolutni hodnotu a zé-
roveii vétdf neZz jsou absolutni hodnoty kofenii ostatnich dané
rovnice. Utvofme jesté rovnici

290 = — 62243 4 183512 — 1797z 4 664.
Z poslednich tif rovnic eliminaci ¢lend s 23 dostdvame
) 11341‘?9 + 664x'% = — 11456222 + 1‘6.660475 — 8175661,
6642°° — 622:%° = 16053242 — 2334578z 4 1145622,
Stanovime }i poméry ko’efﬁcientﬁ pravych stran, dostivime &isla
— 144012694, — 1-4012678, — 1'4012679.
I jest z toho patrno, Ze dva kofeny dané rovnice o vétsich abso-

lutnich hodnotdch nez druhé dva kofeny hovi rovnici kvadraticks,
jez, spokojime-li se hodnotami kofend na 6 cifer,*) jest

(6642° — 6227) = 1-401269 (1133 + 664).

*) Coz znamend pEi redlnich ¢Cislech, %e priblizna hodnota se lidi

od pravé o méné nei pravé hodnoty; pri komplexnich pak ¢islech,

1
2.106
Ze absolutni hodnota rozdilu pfiblizné a pravé hodnoly jest men3i me?

2106 gbsolutm’ hodnoty pravé hodnoty.
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Kofeny této rovnice jsou komplexni sdruZené, &tverec absolutni
jich hodnoty jest prdvé &islo 1:40127. Rovnice kvadratickd, jiZ
vyhovuji druhé dva kofeny dané rovnice, jest patrné dle (1)

2334578 1145622 | ,
’ (1605324+ ) (1605:—’>—ZI+ )—O
kde
| I & I <"”2b4 ! 49 ] " l """6—22'_ 1497
1605324 14 1605324 1'4%

jinak | & | <1077 .107, | €' | <10™".1:00, tak’e i koeffici-
enty této rovnice jsou stanoveny presné na Sest cifer. Tim, Ze
pfevedena dand rovnice na dvé rovnice kvadratické o kofenech
komplexnich, feSeni jeji jest provedeno.

4. Ke konci chei je§té struéné pojednati o rovnicich tvaru
tasto se vyskytujiciho

x® = az* + bx® + cx? + dz + f, (1)
ve kterych soudinitelé a, b, ¢, d, e, f jsou vesmés éisla kladnd ;
stupné mohou byti libovolného, paty byl tu volen jenom k viili
zjednodugenf vykladu. Rovnice ty maji jeden a jen jeden kofen
kladny (dle véty Descartesovy) a ten m4 vétsi absolutni hodnotu
ne% ostatni koteny té rovnice, jak# snadno Stenat dokdze. Lze
tedy ku stanoveni tohoto kofene vzdy uziti methody odstavee 1.
Utvofime-li dle ndvodu tohoto odstavce vyrazy

N = ayxt + bya® + o2t + dyx 4 £y, N=6,7,8.

pak miZeme nejdfive tvrditi, ze kofen kladny dané rovnice jest
obsafen mes! nejvétsim a nejmensim z péti éisel

Oy by S g fal @)
aN, by T oeg T ody T fy ]
"diikaz lezici na snadé ponechdvdm opét &tendii. Pf tom jest
zdroveil jasno, Ze &fsla ay, hy. ... jsou vesmds &isla kladnd a

takovd, Ze vesmés vzristaji nade viecky meze s rostoucim .
UZijme tento vysledek na rovnici tvaru
2?— A4 =0, 4>0,
t. j. na potitdni m-té odmocniny z ifsla 4. Budiz « &fslo kladné
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a takové, %6 «® << A, a kladme v této rovnici x =« + —?1,—

Rovnice se zméni v rovnici
(A — am) ym :(';") am-—l m—T _|_ (7”) om—2 ym——s +
m
+(3)«m—3ym~3+...+1, &)

kde (”:) jsou binomi¢ti soucinitelé a islo 4 — a™ jest &fslo

kladné ; oznalme {fslo toto zkritka d. Dostali jsme tak rovnici
pravé tvaru\(l). Vypoétdme z ni rovnici pro y™+' (ndsobice na
obou strandch Jy a na pravé strané nahradime éy™ dle (3)).
Obdrzime

o= (e ot () e 2]4"-1+
S
o+ ('f)(:ﬁ) e,

Utvotime-li pro posledni dvé rovnice poméry koefficienti, jako
ve (2), dostaneme {isla

O P m\( m \ ..., m—k+1 ”
(I.,) J+( )(k——l)“ — 0+ na

N o
(k-—l)“ 0 - *0

E=2, 3,4 ... m+41
a to celkem m Cisel; nejmensi dostaneme pro & = m + 1, nej-

vétsi pro £ =2. Jest tedy kofen kladny rovnice (3) obhsazen
mezi sly

ma™ ! (m — DA+ (m—+1)em
A—om’ 2(d —amy e
aneb vratimeli se k rovnici @ — A =0: Odmocnina m-td
z Cisla A vyhovuje nerovnindm
2(A—am Ny
A F o e <V <o

()
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Nerovnina tato dovoluje nam vypodfsti _VZ s libovolnou pfes-
nost! a dosti pohodind. Tak ku pf. /2 jest 4 =2, m = 2;
volime-li 8i « == 1, mdme nejprve

1457 s 3<V2 <1+--, I'4<\2< 1.

Z nerovnin téchto jest patrno, %e miizeme voliti o« = 1-4, i bude
pak .

004

2.1-4°

2:8 . 0°04
M+ 53050
1°414214 < \/2 < 1:41427.

Kdybychom volili nyni = 141421, dostali bychom z nerovnin
(4) V2 jedendcticiferns; ostatnd jest patrno, Ze vyraz na levé

2 _
<V2<14+4

stran& nerovniny (4) rychleji se blizf ku \/d nez vyraz na pravé

strang, take specielnd pro \/A mobli bychom pséti tyto nerov-
niny

BA+eY)a

A+ 3a?

Pro V10, « = 3 médme ku pi.

393 370
\\F_ 39.3

. Rozdfl obou hranic prd \/4 jest, jak snadnym poétem plyne,
(4 —a%?
o (4 4+ 3e%) (34 + %)’
- coZ jest ptibliZnd rovno

(A43e% 4

<Vi< GAF Ha

aneb 31622 < V10 << 31624,

VA—e)
T 24

odkudz jest patrna znaénd rychlost, SJakOll konverguje pﬁbllZné
hodnota udand k V4.

9
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