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O matematické statistice,
Dr. Emil Schoenbaum, Praha.

Ukol, predvésti hlavni pokroky v matematické statistice doci-
lené v poslednich n&kolika letech, vyZadoval by doby nékolika hodin
a nebyl by feSitelny ani s pouZitim znamenitych prehledu, které
v posledni dobé vydava I. O. Irwin v Journal of the Royal Statis-
tical Society a Darmois v Gasopise Econometrica. Nebot obor.
matematické statistiky rozsifuje se kazdym rokem jednak co do
rozsahu, jednak co do hloubky tak intensivng, Ze neni mozno
v kratké prednaSce ani sledovati tento rozvoj v celku, natoz ana-
lysovati nebo kritisovati. Tak vztahuje se referat Irwintv v letos-
nfm roéniku Journal of the Royal Statistical Society na vice neZ
110 practi, z nichz je celd fada velmi obsdhlych a po matematické
strance zna¢né nepiistupnych. Statistikovi starsi Skoly je novin-
kou obzvlasté prohloubeni po matematické strance, které potvr-
zuje nami ddvno hijené minéni, Ze studium matematické statistiky
vyzaduje v prvé fadé pronikavého a diukladného §koleni matema-
tického.

Usnadnil jsem si proto svij referat tim, Ze omezuji se na
podani obsahu praci, jez povazuji za nejduleZitéjsi pro dalsf vyvoj
matematické statistiky, protoze udavaji nové sméry nebo p¥inaseji
zpfesnéni nebo zobecnéni dosavadnich vysledkii. Nepopirdm, Ze pro
tento subjektivni raz bude muj referdt jednostranny a netplny.
Ale tomu nelze se vyhnouti.

I. Kazdy statistik, stojici pfed fikolem najiti pro statisticky
kolektiv adekvatni vyjadieni, udini asponn v mySlenkidch pokus,
docfliti analytického vyjadifeni pomoci zakona Gaussova. Duvod,
Ze tento pokus se dasto a s velikym dspéchem daii, jest zndmy a je
tento: Seéteme-li veliky podet nahodilych proménnych sledujicich
libovolné zakony rozdéleni, splituje soudet zakon blizky zikonu
Gaussovu za podminek, jez lze populdrné, tfeba ne aplné piesné
vyjadFiti tak, Ze kazda ze sloZek sou¢tu ma byti mald v poméru
k stiednf odchylce soudtu. Neptehledny podet praci, z nichz uvadim
pouze jako nejdilezit&jsi CebySeva, Liapunova, Markova a z no-
véjsich praci Lindbergovu, Pélyovu, P. Lévyho, Cantelliho,
Khintéina, Kolmogorova atd. a v letoSnim roéniku Gasopisu
Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari dileZitou prici H. Cra-
méra o stejnomérném zakond& velkych é&isel, zpfesiiuje nebo ze-
vieobectiuje tyto podminky nebo je rozsifuje na p¥ipad vice pro-
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ménnych. Ale podstatou vSech téchto praci ziistdva, Ze nahodilé
veliéiny skladajici veli¢inu vyslednou jsou neodvislé.

Velikym obohacenim matematické statistiky je proto, Ze se
podafilo v podtu pravdépodobnosti jiz Markovovi roz§ifiti platnost
zdkona Gaussova na piipad proménnych zdvisejicich zvlastnim zpa-
sobem v Fetézu. Generalisaci téchto praci Markovovych, jimiz
zabyva se také z ruznych hledisek Fréchet a Hostinsky, dulezitou
pro matematickou statistiku obsahuje velmi zdvaZné prace S. Bern-
steina v 97. svazku Mathematische Annalen. Bernstein vychazf
ze zvlastniho pripadu zavislosti, jimZz zabyval se jiz dfive
Bruns a zvlasté Markov, totiz takového, Ze velidiny dosta-
teéné od sebe vzdalené jsou Gplné nezavislé a rozsifuje vzdalenost
zvislych veli¢in tak, aby Gaussiv zakon t. zv. Grenzwertsatz
jesté platil. Jeho vysledky lze vyjadiiti tak, Ze jestlize zavislost se
dostateéné zeslabuje se vzdalenosti velidin, soudet proménnych
velidin ¥{di se pfece Gaussovym zdkonem. Tento ptipad vyskyta se
v praxi statistické velmi asto, totiZ, Ze za sebou jdouci veliiny
nahodilé jsou sice zavislé, ale jejich zdvislost mizi po nékolika
¢lenech. Bernsteinova prace obsahuje jako specialni piipad Marko-
vovy vysledky a dochdzi mimo to také rozsifenim na 2 soudty za-
vislych veli¢in k piesné formulaci obecnych podminek pro teorii
normélni korelace, dovoluje tedy znaéné rozsifeni platnosti Gaus-
sova zdkona na zjevy, které nebyly dosud v teorii uvaZovany, ale
které jsou v praxi pravé obvyklé; zdd se mi proto, Ze pravé mate-
maticka statistika mohla by vytéZiti z této Bernsteinovy prace,
ktera znovu prokazuje dileZitost teorie Markovovych Fetézi,
velmi mnoho.

Privilegované postaveni Gaussova zakona vysvétluje se, jak
zndmo tim, Ze zkuSenost ndm ukazuje, Ze v nejriznéjsich oborech
lidského védéni lze rtiznd rozdéleni statistickd dostatedné presnd
vyjadiiti Gaussovou kiivkou. Mimo to v8ak uéf nis teorie, Ze
s¢itanim velikého poétu malych nahodilych a nezavislych udinku
vzniké za velmi obecnych podminek Gaussova kiivka. Tak vysvét-
luje tedy teorie empiricky zjev, Ze Gaussova kiivka se dasto vy-
skytuje. Ale ov8em vime, Ze existuje mnoho kolektivi statistickych,
jez nelze Gaussovou kfivkou piiblizné vyjadiiti a vzniks tak dile-
Zity kol najiti jiné teoretické k¥ivky, jimiZz by bylo lze vyjadiiti
kiivky empirické. A tu je nutno upozorniti na dileZitou préci
Pélyovu v Annales de I'Institut H. Poincaré 1931, kterd osvétluje
vysledky dokézané Markovem a Bernsteinem a odvozuje syste-
maticky zakony platné pro zjevy Getné i fidké se zavislosti slabou,
silnou a obzvlasté silnou. Zajimavo je, Ze jako limitni p¥ipad
schematu nahodilych zjevi nakaZlivych, tedy schematu daleko
obecnéjifho neZ jest schema urny s kouli nevracenou, lze odvoditi
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pouze dvé k¥ivky Pearsonovy. Také tato Pdlyova prace zaslouZi
pozornosti statistikd.

II. V souvislosti s pokusy vyjadiiti dany kolektiv kfivkou
Gaussovou je jeden z dulezitych problému matematické statistiky,
jehoz FeSeni puisobilo i po teoretické strance, ale hlavné po prak-
tické strance veliké potiZze, a jenz vykazuje v nejnovéjii dobé
veliky pokrok po strance poétafské. Jde o problém rozkladu dané
frekvenéni kiivky ve dva dané zékony rozdéleni. Jest znamo, Ze
pred 40 lety podafilo se jiZz Pearsonovi rozfesiti teoreticky problém
rozkladu dané frekvenéni ktivky ve dvé slozky sledujici Gausstv
zakon. Prakticky aplikoval Pearson tuto teorii na soubor lebek
nalezenych v predhistorickém bavorském pohfebisti a prokazal, Ze
se jedna o soubor vznikly smiSenim dvou éistych ras. Po poétatské
strance jde o velmi obtiiny tkol, ktery vede k feSeni velmi kompli-
kované algebraické rovnice 9. stupné, o tkol podle Charliera
heroicky. Charlier a Wicksell v Arkiv f. Mat. och Physik 1923
zjednodusili FeSeni Pearsonovo, ale pfes to prohlasuji ukol stale
jesté za podétaisky nesnadny. Je zasluhou 2 praci uvefejnénych
v tomto roce v Skandinavisk Aktuarietidskrift 1934 (Bur-
rau: ,,The half invariants of the sum of two typical laws of errors
with an application to the problem of dissecting a frequency curve
into components“ a Stromgren: ,,Tables and ‘diagrams for
dissecting a frequency curve into components by the half invariant
method‘‘), Ze &ini problém piistupny pravé po pobétarské strénce,
poskytujice piedpis pro jednoduchy postup podetni. Této vyhody
je docileno pouzitim Thieleovych semiinvarianti. Jde o problém,
vyjadiiti danou frekvenéni funkei ¢(x) jako soudet dvou Gausso-
-vych kiivek )

(z—m,)* (2—m,)*

p(x) = he 2 4 hye 2
Pouzijeme-li Thieleovych invarianti, mame ihned rovnici

A
e%H —;-}tu- +n—':t” o nyhy gt i
nihy + nghy
Mohy mat + 4ny'ty
Ty T 4 . b
nhy + Mghy
nyly _ Thy —k
Sy g =y, g = Uy,
nhy + nghy nhy + nghy

kde A jsou poloinvarianty ¢-tého stupné dané kiivky, my, m,
aritmetické primeéry, n,,n, stfedni chyby obou Gaussovych
- zékond, hy, kg jsou poéty individui patifcich do slozZkovych soubort.
Postupnym diferencovanim rovnice, klademe-li potom ¢ = 0,
obdrzime relace pro proménné k,, k,, m,, msy, ny, n,, p¥i SemZ lze
nalézti dosti jednoduchy aritmeticky zédkon pro n-ty semiinvariant.
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Prvych 6 relaci slouZf k uréenf 6 konstant. Odtud vychézejic odvo-
zuje druhd cit. prace 2 podetni predpisy, jednoduchy s mensf
presnosti a slozity s vétsi presnosti. ZjednoduSenim je ov3em,
jsou-li smérodatné odchylky tytéz; tento kol Fesil Steffensen ve
svém poétu pravdépodobnosti. Podetni postup je ilustrovan na
5 ptikladech a doloZen dilezitymi tabulkami usnadiiujicimi vypodet.
Daleko tézsi problem rozloziti danou frekvenéni kiivku ve dvé
kiivky sledujici jiné zakony, na p¥. Poissontiv nebo Pearsonovy
typy, Gekd jesté na TeSeni.

III. Uréeni matematické formy rozdéleni Getnosti ¢ili FeSenf
t. zv. problému specifikace je usnadnéno bohatym materidlem ta-
bulkovym a neséetnymi pracemi K. Pearsona a jeho zZaki, ob-
zvlasté tabulkovym dilem Tables for statisticians and biometricians
(I. a II. dil 1931). Teorie specifikace jest obsahem praci R. A.
Fishera a jeho 8koly a obzvlasté jeho prace ,,Theory of statistical
Estimation‘ (Proceedings of the Cambridge Phil. Society .1925),
jez vyjadiily presné dulezitost problému odhadu. Price R. A.
Fishera a jeho 8koly, pfistupné i SirSimu kruhu interesenti jeho
ulebnici ,,Statistical methods for research workers 1930 p¥inesly
veliky pokrok teorii representativni metody, ktera stiva se stfedem
usilovného baddni matematickych statistikii obzvlasté anglo-
saskych, a to z obou hledisek nahodného nebo zamérného vybéru.
Metoda momenti, jiz se zde vSeobecné uZiva, doznala velikého
obohaceni dilezitou praci St. Georgescu (Biometrika 1932),
ktera Gplné novou metodou dociluje vysledkt obdrZenych jiz difve
C. C. Craigem, R. A. Fisherem, ale nadto dociluje pfesnych formu-
lacf pro momenty a semiinvarianty malych nahodnych vybéra
a pribliznych pro rozsahlé vybéry.

Tohoto nejvysSe pozoruhodného vysledku je docfleno zavede-
nim pojmu t. zv. asociované funkce. Budiz

Y Y2 - - > Yt
posloupnost proménnych a
{yin Yis + + s ?/i }
stfedni hodnota soudinu p proménnych pak se nazyva. vyraz
Ul U up?
op(Uy, Uy, - . o, Up) = 2 2 Z {yiys, - - - Yy 1 —"i . ﬁ
ty=11y=1 =1 :

funkci piidruZenou (asoclovanou) k souémovym momentim p-tého

fadu. Obdobné definovana je funkce asociovans k semiinvariantim
p-tého fadu. Pomoci asociované funkce lze definovati funkeci
charakteristickou

'I’(tp t .. o L) =14 1|20‘1 tt) + 2,20‘2 ti, t;) -+ ..

[
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Pomoci vytvoiujici funkce G(#) definované
t 2 174
GO =%+ mgjttagt T+ (2)

a je-li jesté F.dv elementirni pravdépodobnost vysledku (Yo
Y1« - o Yps - - .), 126 ukazati, Ze

oipllyy by, o oy bp) = l}[F G(t) G(t) . . . G(t) dv, . (3)
pfi emZ se integruje pies vSechny mozné hodnoty y. Je potom
Wt tas « v oy by v ) =fF eME) +G(ta) +... +Glty) +...1, do. (4)

D

Srovnénim (3) a (4) obdrii se asociovand funkce rozdéleni momenti
kolem libovolného poéatku a Fada pribliZeni libovolného stupné pro
semiinvarianty a produkéni momenty semiinvariantd nahodného
vybéru. Velmi vyznamn4 prace konéf dvémi tabulkami. Jedna dava
semiinvarianty druhého ¥adu semiinvariantt vybéru az do vahy
12 a az po ¢Glen 1/N2, druh4 semiinvarianty produkénich souéinu
ndhodného vybéru pro stfed aritmeticky az do vahy 12. Obecné
vysledky dosaZené Georgescu a jeho metoda zasluhuji co nejvétsi
pozornosti.

IV. Jezto prace Georgescu-ova tyka se vypoétu momenti
nahodného vybéru, bude snad na misté upozorniti na nejnovéjsi
dulezité prace Guldbergovy a R. Frische, které ukazuji, jak
z diferenénich rovmic, jimz hovi frekvenéni funkce, lze odvoditi
jednoduché rekursni formule pro Gplné a netplné momenty
a z téchto zase odvoditi kriteria, jez dovoluji rozhodnouti, zda dany
kolektiv statisticky lze vyjadriti teoretickou frekvenénf formuli.
Kdezto R. Frisch v praci v Metronu 1932 zabyva se obecnou ana-
lysou problému, odvozuje Guldberg pro zdkon binomicky, Poisso-
niv, Pascaliiv a hypergeometricky momenty i kriteria t. zv. mistni
i Ghroné (globalni) a v nejnovéjif praci ve Skandinavisk Aktu-
arietidskrift 1934 rozsifuje tyto vysledky na kolektivy o 2 a vice
proménnych. V komunikaci pfedloZené tomuto kongresu aplikuje
dr. Fischer Guldbergovu metodu s tispéchem téZ na zakon Pélya-
Eggenbergtv. Praice Guldbergovy maji téZ znaény vyznam peda-
gogicky.

V. Dilezitou otédzku, jak posouditi, zdali hypotésy zvolené
za podklad odhadu jsou ve shodé s Ghrnem empirickych dat, fesf
znamé price K. Pearsona, jejichZ zdkladem je pouZivani testu z2.
Polozime-li si otdzku o zakonu pravdépodobnosti velidiny x32,
stojime pfed novym problémem, ktery byl podrobné zkouman ve
veliké praci E. S. Pearsona a Neymana ,,On the problem of
the Most Efficient Tests of statistical Hypotheses ve Philosophical
Transactions 1933. Jedn4 se v principu o Getyhodné stary problém

128



teorému Bayesova, zajimavy po strance filosofické. Autofi vychazeji
z pojmu nejlepSiho kritického oboru pro danou hypotésu. Je to
obor, jenz poskytuje urditou pravdépodobnost pro zamitnuti
hypotésy a &ini maximem pravdépodobnost pro prijeti hypotésy
druhé. Jest ziejmo, Ze jednd se o problém variaéniho poétu.
Existuji-li ovSem vice nezli 2 hypotésy, mame problém daleko
obtiZzné&jsi. Teorii illustruji autofi zajimavymi ptiklady.

K problému ,maximalni likelihood” vztahuje se polemika
mezi Jeffreyem, R. A. Fisherem a Bartletem, o niz nemohu
se blize zminiti, tykajicf se pojednani ,,An Alternative to the
Repetition of Observations®.

Zajimavych problému statistickych se dotykaji nejnovéjsf
prace Lotkovy, Misesovy, Meidellovy, Zwinggiho, Tri-
comiho a jinych, které navazuji na pouzZiti integralnich rovnic
v analyse populace a v jinych popula¢nich problémech, dale fada
praci o matematické epidemiologii, které vSak lez{ jiz na rozhranf
statistiky a specielnich véd.

VI. Ve statistice vyskytuje se éasto tkol, najiti zavislost mezi
2 znaky, jez nelze kvantitativné urditi, ale u nichZz zname poradi
(rank). Teorii takovych kolektivi je vénovana Fada praci, z nichZ
uvadim price Spearmanovu a Esscherovu. Ve veliké praci
,,On the Mean character and variance of a Ranked individual and
on the Mean and Variance of the Intervals between Ranked Inter-
vals“ (Biometrica 1932) zabyva se Pearson s hlediska této teorie
studiem exponencidlni populace a ukazuje, Ze momenty zavisi
zde na diferencidlnich koeficientech logaritmu beta funkece.

d .
In log B = dibeta funkce
2
I log B = tribeta funkce atd.

Odvozuje vztahy mezi témito funkcemi a funkcemi gama, digama,
atd. a ukazuje, Ze 1ze je vyjadiiti pomoci soué¢tu mocnin reciprokych
disel X' 1,n*, pro néz uvefejiiuje bohaté tabulky na 12 desetinnych
mist. Své po matematické strance zajimavé uvahy illustruje
Pearson &etnymi piiklady.

VII. Rostouci vyznam fad ortogondlnich polynomu pro
vyjadiovani kolektivii vede k fetnym pracim, z nichZ obzvlasté
upozoriiuji na novou praci Aitkenovu, ktera navazuje na znamou
praci Charlierovu, vyjadfujici fadou Hermiteovych polynomi.
Totéz provadi Aitken v Proceedings of the Royal Society Edin-
burg 1933 ,,On the Orthogonal Polynomials in Frequencies of
Type B* s Charlierovou fadou B.
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log f(x) = log w(x) + ky Ky(x) + ks Ky(x) + . . .

e—™ . m*
Kiz) = (1. y(@), 9(2) = ——5— (@) = yp(@) —p(c— 1),
Odvozen{ orthogondlnich polynomi ze zakona Pélya-Eggenbergova
o pravdépodobnosti nakazlivych zjevii obdobnych polynomim
odvozenym Romanovskym obsahuje komunikace p. dra Fischera,
piedloZend tomuto sjezdu.

VIII. Z praci, jez fedi jednotlivé problémy, chei zminiti se
o praci H. Wolda ,,Sulla correzione di Sheppard v Giornale
dell’Istituto Italiano degli Attuari ¢ervenec 1934, kterd znamena
jisty pokrok v feSeni tohoto problému dosud neuspokojivém
a pfebiraném z udebnice do udebnice. Autor odvozuje opravu
Sheppardovu, aniz musil piedpokladati dotyk fadu wvyssiho,
a vyjadiuje stupenl aproximace tim, Ze odvozuje zbytek ptiblizného
vyrazu. Jedinou podminkou, je

x”+1.ff(x+t)dt—>0 prot—>:Eo<>;
—3

autor prokazuje, Ze tento predpoklad neznamens podstatnou
restrikei proti obvyklé restrikei

am . f@m)(z) =0 pro x = 4 oo a pro viechny hodnoty m,

ale priikkaz nezds se mi bezvadny. Analogické vzorce jako Sheppar-
div jsou odvozeny pro momenty faktorielni, pro néz byla odvozena
Sheppardova oprava jiz diive Langdonem a Orem 1930 v Anna-
les of mathematics.

IX. Okolnost, Ze mocninné momenty jsou symetrickymi
funkcemi argumentd, vedla v nové dobé& k dulezitym pracim mate-
maticko-statistickym o symetrickych ~funkecich; uvadim pouze
praci Birgera Meidella v Skandinavisk Aktuarietidskrift 1928,
v niz dochdz{ k nerovnostem majicim roli v matematické statistice
a praci Toolovu 1932 v Annales of Math. Statistics ,,On Sy-
metric functions of more than One Variable and of Frequency
Functions*, kterou znam pouze z referatu Irwinova.

Svuj referat o matematické statistice konéim poukazem na
dilezitou diskussi na 22. schiizi mezindrodnfho dstavu pro stati-
stiku v Londyné tohoto roku o t. zv. koeficientu korelace, o niZ
podavé vystiznou zpravu prof. M. Fréchet. Nespravné uzivani
‘tohoto koeficientu k méfeni stupné zavislosti statistickych veli¢in
‘bez potfebnych vyhrad vedlo k podani ndvrhu zvlastni komise,
ktery byl podloZzen anketou, jiZz se zGdastnili: Bowley, Wilson,
Darmois, Huntyngton, Steffensen, P. Lévy, Rietz, Gini, Guldberg,
Gumbel, Hotelling, Mises, R. Frish, Risser, Jordan. Navrh zni:
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,,L’institut International de Statistique, dans sa Session
d’avril 1934,

I. considérant que de nombreux statisticiens emploient le
coefficient de corrélation, dit de Bravais-Galton, en croyant ou
comme s’ils croyaient — mathématiquement démontré que ce
coefficient est, en tout état de cause, une bonne mesure de la
rigueur de la dépendance fonctionnelle entre deux variables stati-
stiques;

attire I'attention sur les résultats d’une enquéte mené aupres
de quelques-uns des statisticiens les plus connus par leur compé-
tence mathématique;

et, observant que parmi les réponses & cette enquéte il n’en
est aucune, soutenant qu’en ’absence de tout autre renseignement,
il suffit de savoir que le coefficient de deux variables statistiques
X et Y est voisin de zéro pour conclure & I'inexistence d’une rela-
tion fonctionnelle entre X et ¥, qu’au contraire la plupart s’élévent
contre cette assertion;

constate qu’on ne saurait considérer cette assertion comme
une vérité mathématiquement démontrée, ou, & tout le moins,
reconnue universellement comme telle;

(que le champ de validité de I'emploi du coefficient de corré-
lation est singuliérement plus étroit que beaucoup ne 'avaient
d’abord supposé;)

(qu’aucune valeur du coefficient de corrélation, fut-elle égale
a -+ 1 ne saurait, & elle seule, garantir la causalité, laquelle doit
étre prouvée par des raisons d’un ordre différent;)

(et rappele que, pour éviter aux débutants toute erreur sur ce
point, plusieurs auteurs ont proposé de substituer & I’expression
,,coefficient de corrélation‘ celle de coefficient de linéarité;)

II. en ce qui concerne le cas plus délicat ol 'usage du coeffi-
cient de corrélation serait limité, en ce qui concerne le degré de la
dépendance, aux observations ol la courbe des moyennes est
presque linéaire ou au cas plus restreint encore olt I’on suppose
que les variables X, Y vérifient presque exactement la loi normale;

constatant que certains auteurs élévent des objections, méme
dans ce cas particulier, contre l’assertion ci-dessus mentionnée
décide que le mandat de la commission sera prorogé pour étudier
ces cas particuliers;

IIT. constatant d’autre part que le coefficient de correlation
posséde une signification statistique qu’il serait intéressant de
dégager aux points de vue de la concordance, de la linéarité, de
Pinterpolation, etc.;

décide que la commission”devra aussi étudier la signification
du coefficient de corrélation et préciser dans quels cas et pour quels
buts, son emploi peut &tre recommandé.*
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