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O basi celych &isel v obecnych t€lesech algebraickych.
Karel Petr, Praha.

-V teorii algebraickych téles ¢iselnych se naskyts dasto jedna
velmi zdvaZnd okolnost. Mame tam velikou fadu obecnych vét,
chceme-li vSak tyto obecné véty skuteéné pouziti, neposkytuje
nam teorie ta prostiedky pouZiti to provésti, po pfipadé jenom
takové prostiedky, Ze — nehledic k nejjednodus$im piipadim —
Ize Akol ten vykonati po veliké nimaze nepiiméfené tomu utkolu.
Ze tento stav neni pro pokrok védy prosp&ny a Ze nasvédduje
tomu, Ze jsme je$té nedospéli k nejjednodussimu pojeti té teorie,
pokladam za jasné. Z té pFiciny jsem si predsevzal, nékteré tkoly,
jez teorie alg. ¢isel nam predklada, vySetfovati. Tak pied kratkym
dasem jsem odvodil presné kriterium pro rozloZitelnost mnoho-
élent s celistvymi souéiniteli podle modulu prvoéiselného p a od-
vodil véty, jak rozklad ten provésti (neni-li prvoéislo p délitelem
diskriminantu). Dnes hodlam se zabyvati konstrukei base pro cela
¢isla télesa K(0), kde O jest algebraické é&islo celé spliiujici rovnici

£(O) = 0,
pii demz
f(z) = 2" + 2" ' + ... + &% + ap,
ay, @y, . . ., 8, jsou ¢&isla raciondlni celd. Mnohoélen f(x) budiz
v télese K ¢&isel racionalnich ireducibilni.

V nésledujicim znaéi vidy mald latinskd pismena, pokud ne-
zastupuji oznadeni funkce resp. polynomu, celd raciondlni éisla.
Obdobné feckd pismena jsou obecné &fsla algebraicka. Mnohodleny
jsou vyznalovany pomoci znakd P, Q, R, S, avSak také pomoci
znakd ¢, v, ¥, f, g. Vyznam ostatnich symboli jest vidy taplné
vytéen na piisluSném miste.

I

Pod basi ¢&isel celych télesa K(®) vyrozumivame n &isel (celych)
Wy, Wy, . . ., 0y, takovych, Ze viecka &isla celd toho télesa dostdvame
ve tvaru

biw; + bywy + ... - by,
dosazujeme-li za by, b,, . . ., b, po Fadé viecka &isla cela racionalni.
Kazdé &fslo celé télesa dostaneme tak pouze jedenkrat.
O basi plati nejprve véty:
I. Véta prva. Basi lze dati vidy tvar
_ px—1(0)
R
pfi ¢emz jednak :
oi(z) = 2% + e 4 L.+ o, @o(z) = 1,

, k=1,2,38,...,n,
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¢ (pro k=1,2,..,n—1,7=1,2,...,k) jsou é&isla celd
raciondlni; jednak d,, d,, ..., d,— jsou &isla celda racio-
nalni kladnd a takovd, Ze dp jest délitelno dy—, (pro
k=2.3,...,n—1), takie lze klasti

dp = ¢1Cy . . . C,
¢ Gislo celé racionalni kladné.

Dikaz této véty jest snadny a netieba se jim zdrZovati.
P#i vété druhé jest tfeba opustiti obor dany télesem K(O);
bude treba pfibrati vedle ¢isla © jesté &isla konjugovand 6,

O, ...,0,,

Budiz dile P(x, ;. . .., x,—1) mnohollen v z, ,, . .., x,— se
soudiniteli celistvymi raciondlnimi. Sestrojime vsecka &isla rtzna,
vznikajici z P(0, 0, .. ., 0,—,), kdyZ na tento vyraz provedeme

viecky permutace symetrické grupy (permutujici prvky @, 6, . . .,
0,_1). Je-li téch raznych é&isel r, hovi P(O, 6,, . . ., ©,_;) rovnici
stupné r-tého tvaru

Prt L, Pr—t 41 =0,

kde I;; jsou d&isla celd raciondlni. Jsou-li p», ph, ..., pir nejvyssi
mocniny prvoéisla p délici po fadé soudinitele [, Iy, . . ., I, a znadi-
me-li nejmensi z r &isel :
l 3 2 ] 5 r v

a, budeme ¥ikati, ze P(O, O, . . ., @,—;) jest délitelno p* (a oviem
kazdou mocninou p¥, kde 0 < a’ < a).

Jestlize P(6, 6,, . . ., O,—,) jest délitelno mocninami raznych
prvodisel p,&, p,%, ..., pak budeme téZ Fikati, Ze jest délitelno

jejich souéinem p,%p,% . ..

Lze snadno dokazati vétu: Je-li P(O, 6,, .. ., O,_,) délitelno
P14p.% . . ., pak symetrickd funkce vSech &isel vznikajicich per-
mutacemi z P(O, O, .. ., ©,_;) (v pottu »n!) vahy w jest délitelna
aspoll p,"p,’ . . ., kde celd &isla vy, v,, . . . jsou dédna nerovninami

wa, S v, <<way + 1, wa, v, <wa, + 1, .
Toto predeslavie muZeme vysloviti vétu II: Celd &isla d,,
dy, ..., dy—yjsoutakova, Ze vyraz A4(O, 0,, ..., O jest dé-
litelny souéinem dyd, . . . dy—;. P¥i tom jest 4(Oy, O,, .. ., Or)
nejjednodussi alternujici funkce &isel @, O,, ..., Oy dana
vztahem
A(Ol’ @2’ LGN @k) =

=(0,—0,)(0,—05) ... (0, —6) (0, —O;) ... (Or—1— O).
Z véty této nasleduje ]ako snadny dusledek: Ne)vétéi spoleéna
mira determinanti r-tého stupné symetrické matice
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f Sos S1» 825 - .ty Sp—1

Sn—1; Sny  Sntls - - S2mt2
jest délitelna d,2d,? ... dy—2prok =2,3,...,n Tu jest
=0"+ 0/ ...+ O\F
a determinant stupné n-tého jest, jak zndmo, diskrimi-
nant rovnice f(z) = 0.

Dukaz véty II. lezi nasnadé. Naznaéime jej pro k = 3.
K tomu cili staéi uvazovati determinant

1 ‘P1(9)’ ‘772(9)
’ d, d,

1 .(6,) , ®2(0,)
’ d, d,

1 2103 9:(0s)
’ dy d,

Determinant jest patrné éislo celé v télese K(0, 6., 0,). Jest
vak rovny
_4(0, 6,, 0,) )
T dd, ’

jelikoZz pak toto é&islo jest celé v télese K(O, @,, ©,) a oviem také
viecka ¢isla permutacemi z ného vznikajici jsou éisla cela, jest tvrze-
ni na podkladé definice uéinéné jasné.

Vétou II. jest obor moZnych &isel pro d,, d,, . . ., dy—1 znaéné
omezen. Tak na pi. nemaji-li determinanty stupné n — 1 z ma-
tice {S} spoledné miry aneb je-li nejvétsi spoleénd mira téch determi-
nantu délitelna jenom prvymi mocninami riznych prvodisel, pak
dy=dy=...=dy_o =1 Jelinadto | S| = + d?.g,kde g jest
délitelno rovnéz jenom prvymi mocninami prvodéisel, pak d,_; jest
délitelem ¢isla d.

Vedle t&chto dvou vét budeme wuzivati jests véta III:
Jestlize w jest &islo celé télesa K(0), pak {'(0).w di se
vyjadriti ve tvaru

f(0) .0 = by + 6,0 + b,0% + ... + b—1O"1;
bg, b1, . . ., by—1 Cisla celd raciondlni.

Dikaz jest snadny.

Jest patrno, Ze kazdy polynom v O s celoélselnyrm soudiniteli
lze psati ve tvaru
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b'o + 0'1dy @1(0) + b'sdy 92(0) + . . . + b'a—1dn—1 Po—a(O). -
kde b’y jsou &isla cela.

Koneénd uvadim bez dtikazu vétu IV. Budiz p kterékoliv
prvoéislo délici ¢z. Pro f(z) jest, jak zndmo, platny roz-
klad

f(x) = po(@) pa(x) . . . ps(2)?s, (mod p),
kde

yi(x) = 2" + a, Vx4 L 4 a, O
jest mnohoé¢len ireducibilni mod p a kde p(x) s riznym
indexem jsou mod p rizné polynomy. Pak jest

Pi(x) = pi(2)" o)=L . . ps(x)'s (mod. p),

kde 1<vi<van, +npy+ ...+ nd's =k
1I1.
Pro @u—1(x), pn—s(x), . . ., @1(z) jsou platny zajimavé vztahy,

jeZz jest rovnéZ uziteéno odvoditi. Utvotme vyraz
(@ — b1) pn—r(z) — f(2);
v tomto vyraze vymizi n-t4 mocnina z, celé &islo b, mizeme pak
voliti tak, aby i (» — 1)-v4 mocnina z vymizela. Bude pak vyraz
ten stupné n — 2. Dosadime-li v ném @ za x, vznikne &islo té-
lesa K(@) délitelné d,_;; avSsak mnohoélen stupné n—2 v @
s celistvymi soudiniteli jest v nejkrajnéjsim p¥ipadé délitelny
¢islem celym racionalnim, jez jest rovno soudinu é&isla d,—s a nej-
vétsi spoleéné miry soudinitelt. Jsou tedy vSecky soudinitele uva-
Zovaného vyrazu délitelny ¢, = d,—1/dy—s. Lze tedy psiti
( — b1) @n—1(2) = Cn—1 Yn—2(2) + () (m)
a tvrditi, Ze shoda
f(x) = 0 (mod c¢,—1)
ma jeden kofen x = b,. Pii tom jest b, = c¢,—,1 — a,.
Uvazujme dale soudin
—1(0)
(O Pn 1( s
O =

soudin tento lze upraviti na mnohoélen (n — 1)-vého stupné v 4,
ktery ma podle véty IIIL. celodiselné soudinitele. MiZeme tudiZ
psati

fl(@) (pn—l(@) = dn——l Y’n——l(@)
Av8ak upravime-li f'(xr) na tvar (x—b,) Pp—2() + a’a—1, kde
a'y—1 = f'(by), a uzijeme-li vztahu (m), mame — po snadné Gpravé — -

£(0) Pn—1(0) = @'n—1 Pn—1(0) + cn—1 Trr(O).




Porovname-li v obou vysledcich souéinitele pi¥i @»—!, vidime ihnéd,
ze a’'y—y = f'(b,) jest délitelno c,—, t. j. Ze £'(b;) = 0 (mod c,—,),
a maji tudiZz obé shody

f(x) =0, f'(x) =0 (mod c¢,—1)

spoleény koien x = b;.

Uvazujme nyni obecnéji ¢.(x). Jestlize P, _,(x) = a»—" +
+ byt 4 byx"—"—2 4 ... + b,—,, pak v rozdilu

Ppy(x) pul(a) — f(2),

kteryz jest polynom stupné n — 1, lze voliti soudinitele b,, b,, . . .,
b, tak, aby vymizely koeficienty pfi mocnindch x stupnit » — 1,
n—2,...,r. Tim se rozdil redukuje na mnohodlen stupné » — 1
a ten, jelikoZ, délen byv d,, diava pro xz = @ celé alg. &éislo, ma
soudinitele vesmés délitelny ¢,. Tak dospivime ke vztahu

Pyi(2) pr(x) = ¢ Qr—a(®) + f(2). (+)
Déle, jelikoz souéin
%ﬁﬂ £'(x)
dava pro x = @ polynom stupné n — 1 v O s celodiselnymi sou-
diniteli, jest
pr(@) £'(2) = dy Qua () + f(2) Qr1®(2).
Pro {'(z) lze psati

t'(x) = Pu—r(x) Q—1®(2) + Qu—r—1 ().
Dosazenim z rovnice posledni do predchazejici a pouzitim (4 ) mame

&r Qr—1(2) Q1) + (@) Qu—r—1(2) =d, Qur V() +-£(2) Q).
Z této identity jest nejprve patrno, ¥e soudinitele v mnohoélenu Q
jsou vesmés délitelny éislem ¢, (v ptipadé, ze r — 1 < im, jsou
dokonce rovny nule). AvSak pak ihned nasleduje, Ze i souéinitele
v Qu—r—1M(x) jsou vesmés délitelny &islem ¢, a tedy

f'(2) = Pper(2) Q_1®(x) (mod c,).

Mame tak vétu: Polynom ¢,(x) base sestrojené podle véty I.
jest podle moduluc,délitelem polynomuf(z). PodilP,_,(z)
vznikajici p¥i déleni podle modulu ¢, mnohoélenu f(x)
mnohoélenem ¢, (x) jest pak délitelem derivace f'(x)
rovnéz podle moduluc, takze f(x), f'(x) maji P,_.(x) podle
modulu ¢, za spoleény délitel.

Véta tato ma prakticky vyznam jenom v piipadé, ze ¢, > 1;
je-li ¢, = 1, jest d, = d,—, a v tomto p¥ipadé mizeme voliti p,(x)
‘- podle rovnice

@r(®) =  Pr(2).
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III.

Pomoci symetrickych funkei mitizeme konstruovati mnoho-
tleny v 2, jez pro x = O jsou délitelny celymi &isly (déliteli diskri-
minantu), existuji-li vibec takové mnohoéleny. Nejjednodudsi
takové vyrazy jsou dany mnohoéleny

Qu(x) = ZA(Oy, Oy, . . ., Op)? (x — O,) (x — Oy) . .. (x — Op),
k=12, ...,n—1,
kde soucet vztahuje se na vSecky kombinace k-té tfidy z n konju-
govanych kofent 6, 0,, ..., 0, _; zaikladni rovnice. O(x) jest

zpravidla*) mnohoélen k-tého stupné; jeho soucinitelé jsou cela
¢isla raciondlni. Lze jej psati olividné ve tvaru determinantnim

I .
S0o 15 8oy oo vy Sk—1, 1
81, Sa 83, ... Sk €
Qk(x) = |82, Sz, Sg - oo Sk+1, x?
Sky Sk+1, Sk+2 - ) S2k—1, ak

Nejvétsi spolednou miru soudiniteld toho mnohoélenu oznaéime my.

Vyraz A4(0,0,,..., 60,_1) jest odmocnina z diskriminantu
dané rovnice pro @, oznadime ji (tu odmocninu) 4,. Prvodisla
v diskriminantu obsaZend budeme nazyvati diskriminantni prvo-
Gisla; budeme je znaditi p,, p,, ... Pak A4(O, O, ..., O;) jest
délitelno soulinem p,Mp,% ..., kde a;, a, jsou d&isla racionslni;
jsou-li ta Gisla jiz takova, Ze Zadny vyraz p,%:1p,%: ..., kde aspon
jedno z disel a’; jest vétsi (>) nez a;, neni délitelem vyrazu
4(0y, 6, . . ., O), oznabime p,up,% . . .znakem Ay a nazveme A
nejvy3sim délitelem vyrazu 4(0,, 6, ..., O). Stejny nejvyssi
délitel ma oviem vyraz vznikajici z 4(0,, O,, . . ., @), nahradime-li
0,, 0,, . . ., O} jakoukoliv jinou kombinaci k-té téidy z ¢&isel O,

e s On_q.
V dusledku uéinéného oznadeni muZeme tvrditi:

Qk(g) = ZA(@IJ @27 s @k)2 (@ - @1) (@ - @2) e (@ - @k)
jest délitelno Aj14;. Aneb, coZ jest totéZ: Mnohoélen
1 o
. Qx(x) , (p)

pro « = O jest &islo algebraické délitelné Ak;L}A’”, kde m'; dosta-
k

neme z m; tim, Ze v m’; potlaéime vSecky prvoéiselné faktory, jez

*) Ve zvlastnich pfipadech muZe byti niZSiho stupné neZ k-tého a
miiZe byti i roven identicky nule.
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nejsou v Az, a u téch, jez jsou v Aiy, a jejichz exponent pre-
vySuje exponent v soutinu Ai i1 4; sniZzime ten exponent tak, aby
se rovnal exponentu v tom soudinu. Jelikoz 4;? jest, jak patrno,
délitelem &isla m'y, miZeme tvrditi, Ze mnoho&len (p) jest délitelny
éislem

1 Agss
nk AL ,
pii tom jest n; tvaru pl‘“pz"2 ..., kdez p,, Pas - jsou prvodisla,

jejich%z vhodné mocniny jsou cmltele souéinu davapclho Ay 41.

Nejvetsi celodiselny délitel tohoto vyrazu jest ovSem téz dé-
litelem mnohoélenu (p), v némZ za z dosazeno O.

K mnohoélentm Qx(x) dospéjeme jesté jinou cestou. O¢ividné

jest
QuO) F'(O) = Qu(O) (0 —0) (0 —0y)...(0—0,_,) =
= ZA(@, @1, ey 9!:)2 (@ - @k+1) (@ —_— 0k+2) .o (@ - Qn——l)

Oznaéime-li tudiz ‘
Ryz1(2) =ZA(0, 04, .. ., O) (x— O 41) (2— O 12) . . . (—Op—1)
kde v soudtu za 0, Oy, . . ., O jest dosazovati vSecky kombinace
(B + 1)-vé tiidyz 0, Oy, ..., 0, _jaza Oy, ..., @_n_—1 kombinaci
dopliikovou, méme tento vztah mezi ~rimohoélenem Qi(x) a mnoho-
¢lenem stupnén — k — 1 oznaéeném Ry—i—1(%)

QuO) (0) = Ro—i1(0),
ze kteréhoz nasleduje ihned identita

Qu(2) '(2) — Pea(2) £(2) = Rui—1(2), (@)
v niz P;_(x) jest polynom stupnd k — 1 v z jednoznaéné urdeny
a 8 koeficienty celo¢iselnymi (stejné jako polynomy Qk, n~k_1)
Polynomy, k nim# jsme tak dospéli, jsou polynomy, jez
dostaneme téz algoritmem Euklidovym provedenym na f(z), f'(x).
Pii déleni f(x) mnohoélenem f'(z) obdrzime zpravidla zbytek v «
stupné n,— 2, p¥i druhém déleni pak zpravidla zbytek stupné » — 3
atd. aZz pfi poslednim déleni [(n — 1)-vém] dostavame zbytek
stupné nultého. MiZe se viak stati ve vyjimeénych p¥ipadech, Ze
stupné zbytkt budou pii postupnych délenich podle algoritmu
Euklidova niZ& a %e pak téch déleni resp. zbytkt bude méné& nez
n — 1. Tento vyjimedny pifpad pi"edpokladem vylouéime a budeme
uvazovati jenom obecny piipad, jeZ nazveme normélni pifpad.
Oznadime koeficient nejvys§i moeniny 2 v Ru—i(2) pfedbézné
7a—t. Polynom f'(x) znagiti budeme té R,._.l(x) jest tedy 7,—1 = n.
Abychom ziskali presné mnohodleny R,_i(z), jak svrchu byly
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definovany, jest tieba provadéti algoritmus Eukliduv podle pred-
pisu daného rovnicemi

rai® f(2) — SO(2) '(2) = — Ru—a(),
rn—22 £/(2) — 8O(2) Ry—s(x) = — ra1? Ry_s(2).
Tn——:; Ry—2(x) — S(3>( ) Ru—s(x) = — ra—2® Ru—y(2),
71 Ry(2) — S0—D(2) Ry(2) = — 15 Ro(2).
Postupem timto bychom ziskali pro Ri(z) celistvé soudinitele
i v piipadé, Ze by ay, a,, ... a, byla neurditd &isla (nezavisle

proménna).*)
Ry(z) jest diskriminant dany determinantem

8o, Sp1» y Sp—1
= 81, Sa Sn
Ro(@) = 7.7 ... . =4(6,0,,. .., 0p)
Sp—1, Sps .« ., S2n—2

Naznatené déleni jedté lze ponékud zjednodusiti. Soudinitele
v jednotlivych zbytcich mohou miti spoleénou miru riznou od 1.
Maji-li na p¥. souéinitele v Rn_g(x) spoleénou miru m, pak kdy-
bychom délenf provédéli naznaéenym zpisobem, byly by soudinitele
v Ry—s3, Ru_u, .. R dehtelny po Fadé &isly m2 m?3, .. ., m"—1.
A obdobné se to ma i pii jinych zbytcich. Majlce tuto okolnost
na mysli, miZeme nejvétsi spoleénou miru, nez provadime déleni,
napied kracenim odstraniti a provadéti postupnd déleni podle tohoto
predpisu:

rn—1? () — SO(x) Ry—y(x) = — €; Ry—s(2),
rn—2% Rp—1(x) — S®(x) Ry_s(x) = — 7p—1%45 Ry—3(2),
Tn—s? Rn——-2(w) — S(3)(x) Rn~3(x) = — rp—o%e _R'n——4(x)’ (I)
e .;1.2.1.{.2 ('g;)'; Go ).(.x.) 'R'(' .). e }; 'e;,._'l .......

V ném jsou Rk(x) jiz mnohoéleny majici za soudinitele &isla celd

bez spole¢né miry, r; pak znaéi soulinitel p¥i nejvyssi mocning
proménné x. Mezi Ry(x) a Ry(x) jsou pak tyto vztahy:

. f'(x) = ey Ru—1(w), Bn\z(x) = ey2¢; Ry—2(x),
Ra—s(x) = es’e,%€; Ru—s(x), Ruy(2) = eyte,3e,%; Ry—y(), . . .

Diskriminant pak jest rovny ey, n—102"-2 .. en—s,1; za Ry(x)
klademe 1, Ry(x) = 1.

*) V tomto pfipadé by soudinitele |,(%) b hodl
s celodiselnymi koeficienty. Ry(*) byly mnohotleny v a, ay,



Eliminaci dostavame z rovnic (I) rovnice tvaru

Qu(x) Ry—1(x) — Py () f(x) = ese, . . . & Ry—p—1(2);
k=12 ..., n—1 (II)

Porovname-li rovnici posledni s rovnici (¢), vidime, ze
Q) = egfe— . . . ey Qu().
Dosadime-li ddle do rovnice (II) za « &islo @, mame
Qe(0) R,—1(O) = ege, . . . ex Ry—p—1(9). (1)

Formule (I) a (IT) jsou pro konstrukei base velmi uziteény; jiz
okolnost, Ze algoritmus (I) ndm ddvé diskriminant — d&islo pro
konstrukei base nezbytné a pro studium télesa K(O) potfebné —
to potvrzuje. Cisla e,, e,, . . . nis pak orientuji o riznych moznostech
pro dy, ds, . . ., d,—1. Jest totiz, jak z odst. I. ihned vysvita,

(dydy . . . di)? délitelem soudinu egk+le” . . . e;—;2e;

pro k=1,2,...,n—1; z téchto n — 1 podminek vychazi ko-
neény podet systému moznych pro &isla dy, dy, . . ., dy—y; pii tom
oviem musi pro d,, d,, ... byti splnény jesté jisté podminky,
zejména pak podminka, Ze dy jest délitelno soudinem d,"d,"d," ...,
-kde ¢&isla cela 7y, 7, ... hovi rovnici r; 4+ 2ry + 3r; 4+ ... < k.
Avsak to neni jediny uZitek, ktery nam poskytuje algoritmus
Eukliduv. Mnohoéleny Qi(x) jsou v tzkém vztahu k polynomiim
base @(x); ve vétsiné piipadi nam Q(x) tyto polynomy bez-
prostiedné (anebo aspoii po snadném poétu) ddvaji. Objasnim to
aspoli na jednom jednoduchém ptipadé. Necht jest
ey = 1, €, = 1, €y = 1, el =1 €1 = dzf.
kde d, f jsou celd racionalni éisla, f pak nem4 zZadny délitel, jenz by
byl kvadratem celého rac. ¢isla. Pak jest d, =1, d, =1, .

? b

dn—s = 1. Jmenovatel d,—; jest pak délitelem ¢&isla d. Rovnici (Ii; )
pro k =mn—1 lze psdti ve tvaru

Qn—1(0) 1'(0) = d?f.
Neni-li spoleénd mira soudiniteld v mnohoélenu Q,—i(x) soudélna
s d, nema i soudinitel pfi 2»—! v tom mnohoélenu spoleénou miru s d.
JelikoZz pak podle posledni rovnice &islo algebraické

Qn—l(@)

7 d

jest celé algebraické éislo, jest mnohoélen @,—i(x) dany vztahem
(Pn——l(x) =17 Qn—-l(x) +d Tn—l(x)

polynomem base. P#i tom jest r &islo celé a Tn—i(x) celodiselny
polynom stupné n — 1, oboji vazané pouze podminkou, aby
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soudinitel pfi "' ve @,—i(z) byl rovny 1. Podminka ta jest jisté
splnitelna, neni-li souédinitel pii a"—' ve Qu,—i(x) soudélny s d
(jakz predpokladame). Ostatni mnohoéleny base v uvaZovaném
piipadé jsou 1, x, 2% ..., a" 2

IvV.
Ve slozitéjsich ptripadech jest mozno dany tkol = sestrojiti
basi k danému télesu algebraickému — rozloZziti na jednodussi.

Nejprve lze — obsahuji-li jmenovatele d,, d,, . . ., d,—, rizné
prvodinitele py, Py, ... — provésti rozklad toho tkolu tim, Ze
uvazujeme basi vzhledem k jednotlivym prvoéinitelam.

Pod basi télesa K(6) vzhledem k prvoéislu p budeme vy-
rozumivati n Gisel celych tvaru
bo —|— b1@ + NP —I-— bn~1@n*’1
% ’
— oznadme jezl, 252, ..., Wy —, tak %e kazdé celé &islo w toho tvaru
se d& vyjadiiti vztahem
‘0 = f,0, + fo0, + . .. + fu0n.
I v tomto pifpadé lze w; voliti tak, e jest
;k :ﬂ"_‘l_(@_) L—1.2

s e N
p’n—l 5 5 s > 16y

kde - . .

pr(x) = % + @b + ..+ o @o(x) = 1
a jsou platny s ndlezitou obménou véty odstaved I. a II. pro tyto
mnohoéleny ¢i(x).

Dale jest patrno, Ze zname-li base algebraického télesa vzhle-
dem ke vSem prvoéislaim délicim jmenovatele di, £k =1, 2, ...,
n — 1, dovedeme pomoci snadnych operaci aritmetickych sestrojiti
mnohodleny ¢i(z) v obecné basi télesa.

Avsak to neni jediny rozklad zjednodusujici nas dkol. I tkol
sestrojiti basi vzhledem k prvoéislu p di se dile (zpravidla) roz-
kladem zjednodusiti. Jestlize p jest délitelem nékterych jmeno-
vatell di, pak podle modulu p jest platny tento rozklad (viz v I.
vétu 1IV.)

: H(z) = (@)™ pa(@)? . . . pu(2)"s (mod p),
kde y,(z), ws(2), . .. jsou mod p ireducibilni mnohoéleny stupiiti
Ny, Mg, . . . & rizné podle mod p. Je-li m &islo celé rac. vétsi nez
exponent nejvyssi mocniny prvoéisla p obsaZené v diskriminantu
mnohoélenu f(z), pak v disledku uvedeného rozkladu jest pla,tny
daldi rozklad (at jest m jakkoliv veliké)

1



f(x) = Py(x) . Py(z) ... Py(x) (mod p™).
Pii tom jest pii uréitém m
Pi(z) = yi(x) + p Qu(x),

Qi(x) mnohoélen stupné << n;v;. Resultanty dvou polynomu P;(x).
P,(x) pfi 7 & j nejsou délitelny p. A tu staéi sestrojiti base té-
lesa K(#;)s kde P;(¥:) = 0, vzhledem k prvoéislu p. abychom do-
spéli k basi télesa K(@) daného vzhledem k p.

Jdsou-li totiz vyrazy pro basi télesa K(&,) vzhledem k p*)

L@ pl@) (@)
’ p‘ll ’ p42 pqml—l

a dale vyrazy pro basi télesa K(&,)

1 i)  pa(2)

—— ., ..., My = NyV,.

P ] p.s2

, My = N0y,

pak nejprve
0= ==0G=.. . Zn—0 0=8=86=...= S
Srov?é,me-li ¢isla ¢;, s; v jednu fadu podle velikosti, ktera bude
<G <8<t 8 <G < G,
pak vyrazy pro basi vzhledem k p télesa K(¢'), kde g(#') = 0 a
8(%') = Py(z) Py(x) (mod p™).
budou o¢ividné dany vyrazy

Y () 9'1() , () ¥'1(2) , Ps(x) 9'1(%) i) ’/”2(%)‘

1, , -
p'Ix sz psl psz
y3() 'Pla(x), Ya(®) ¥'s(2)  pa(x) 1/)'4(2:), e Py(2) p'm—1(2)
an pss p& psm,—l '

a obdobné i v ptipads, kdy leva strana rovnice urdujici éislo 9 se
rozpada na libovolny poéet ¢&initeli.
Avsak i pro konstrukei base téles K(9;) lze, jestlize P;(x) podle
modulu, p™ jest reducibilni, odvoditi podobné rozklady a nékteré
daldi véty, o nichZ v8ak tu nehodlam se §ifiti, jelikoZ bych nemohl
- pohodIné k rozkladim té€m dojiti bez zavedeni imagindrnich é&isel
Galoisovych a vyklad pfislusny by tim velice vzrostl.

*) Prvnich »n, ¢lent se redukuje ostatné na 1,z,z2,...,zm:—1 a i v na-
sledujicich &lenech se periodicky opétuji obdobné zjednodusSeni. -
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