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Geometrie kruhu.
Pro z4ky sttednich §kol sestavil

Dr. Karel Zahradnik.

(Pokratovdni,)

X. Pol a polira.

16. V élanku 9. jsou (1) a (2) rovnice tecen bodu (x, y,)
na kruhu, uddvajice nim vztah mezi soufadnicemi proménného
bodu na teéné a jejim bodem styku. Predpoklddejme nyni, Ze
(zy) nejsou soufadnice proménlivého, nybrz pevného bodu na
tetné a co také oznatme je «‘y‘; a podobné piSme w,y misto
x,, y, za soufadnice nyni neznimého bodu styku; tu znaciti
budou rovnice (1) a (2) ¢l 9. relaci mezi soufadnicemi bodl
styku tecen vedenyjch z pevného bodu «y‘ ku kruhu, t. j. rov-
nici piimky spojujici oba body styku. Tuto pfimku nazyvime
poldrou bodu a’y’ a bod tento sdm polem.

17. Volme nyni jinou cestu, kterdZz nds povede k nejhlav-
néjsi vlastnosti poldry. Rovnice kruhu budiz tvarn

@yt =t (1)
ca A @,y), Bx,y,) dva body (obr. 7.) v roviné kruhu.

I poloZme si otiazku: V jakém poméru sece kruh danou
délku AB? Za tou pri¢inou stanovme si na délce AB néjaky
bod C. Pomér, ve kterém bod € déli délku danou A B,
budiz 4, tedy

AC

ndsledkem toho budou soufadnice ') bodu C
2, —Aw,
11— 5
— DAY @
Yy="14

Lezi-li bod € na kruhu, musi soufadnice jeho rovnici
kruhu vyhovéti, coZ ndm d4

(2, —Awy)* 4 (y, — Ayy)* — 1 (1—4)* =0,
') Zahradnik: ,O symbolech analytické geometrie®. CBasop. IIL d. pg. 95.
5% )
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aneb sporadame-li rovnici tuto dle mocnosti 4
Aoy *-y, *—1?) —2A (2, iy ~+ Y, yo— ) + (2 Fy, *—2°) = 0. (4)

Rovnice tato urcuje ndm hodnoty pomért 4, v jakych kruh
O sece (obr. 5.) délku AB.

18. Je-li pifimka AB tefnou kruhu, tu rovnaji se oba
poméry, neb body C, D’ splynou. Musi tudiZ rovnice (4) miti
v tomto p¥ipadé dva stejné koteny, t. j. musi byti

@y @y -y, yo—17)* — (@ F 3,2 — 1) (2> + 9, " —2%) =0.

Uvdzfme-li v této rovnici x,,y, za proménné a x,,y, za
pevné, podd ndm

@*+y*—1°) (@ *+y,"—7) — @2, +y5,—")*=0 (5)
vztah mezi soufadnicemi libovolného bodu (xy) teCen vedenych
z bodu 4 ku kruhu. Znaéi tudiZ rovnice (5) rovnici tecen, ve-
denych z bodu (x, ,) ku kruhu.

Kdyby vSak rovnice (4) méla oba kofeny 4,,4, stejné sice
co do velikosti, avSak znaménka opacéncho, tedy

h+1,=0, ©)
bude dle rovnice (2)
AC AD
. BC T B0 =" @
aneb délenim l—
)
’g =—1 ) (8)
tedy
| O g
BC P BD - b ®)
coz jak zndmo zkritka
(ABCD)=—1
piSeme.

I vysvitd, Ze tu body 4, B, C, D tvori harmonickou étve-
finu aneb Ze body C, D rozdéluji délku 4B harmonicky. %)
Avsak rovnice (4) md takové dva koteny, kdyz
@y Xy 4 Yy Yo — 7'2:Q
a uvazime-li (v;y,) za proménné, obdriime
nwtyy—r=0. 9

?) Weyr: Zfkladové vysil geometrie (I dil pg. 21. Ziva) a ,0 symbo-
lech anal. geometrie. Casop. math. dil III. pag. 153.
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Rovnice (9) jest tudiz mistem bodu B harmonicky sdruZe-
nych k bodu 4 vzhledem k oném dvéma bodéim, v nichZ ptimka
AB kruh protind.

Pripomeneme-li si ¢ldnek 16., shleddme, Ze zminéné misto
bodu B, vyjadiené rovnici (9), jest primkou spojujici body styku
teCen vedenych z bodu (z, ¥,) ku kruhu, tedy poldrow bodu
(%1 1)

19. Rovnicim (7) neb (9) ¢lanku pYedchizejictho mbZeme
udéliti téz tvar

1
45 = A0t 4D M
neb vyjdeme-li od rovnice (7) totiz
AC AD 4
B¢ T B0 = @
tu mbzZeme ¢leny BC a BD vylouditi pomoci rovnic
BC=BA -} AC

BD=BA-} AD.
Dosadime-li hodnoty tyto do rovnice (2), bude

AC(BA-¥-AD)+ AD (BA-+AC)=0

z CehoZ o
24C. AD
Bd=— ACF 4D
a uvdiime-li, Ze BA —= — AB, obdriime
2 _
a5 = 40+ ap @)

jak jiZz svrchu uvedeno. 3)
Vratme se nyni opét k rovmici (4) ¢lanku 12., totiz
s? 4 2s[(w,—a) cose -+ (y,—b) sina] 2 =0, (4)
i porovnejme obrazec (6) s obrazcem (9) co oznacenf.
Z rovnice (4) plyne
1 2,~at) COS ¢ - —b)sina 1
Lpeawetbhme 14y, g
tudiz dle zndmé souvislosti kofentt rovnice s jejimi koefﬁcxenty

_8_1_ + : 9 (,—a) cos & —t{;— (y,—Db) sin & L@
1 2

%) Ostatné jest tato proména podéna ve: Weyr: Z{),kladové vy$§i geo~
metrie. Ziva pg. 11 a od téhoz: Zprava I pg.
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Jest pak s, = AC, s, = AD a volime-li na této selné
bod B, jenz by s bodem A harmonicky sdruzen byl bodim C,
D, bude, poloZime-li AB —=s dle (3)

2 _ 1 1
s 3—1— _I_ —S;— )
a vzhledem k rovnici (4)
(e,—a) s cos & - (y,—b) s sin « -} ¢> =0. ®)

Zavedeme-li za scose a s sine hodnoty (2) z ¢l 12,
obdrzime
@ —a) (@—a,) +(y, —b) y—y) +t*=0. (6)
Rovnice (6) jest na sméru seény nezivisli, podavd nam
tudiZ misto vSech bodd, jejichz vzddlenost od bodu A kruhem
harmonicky jest délena, a z rovnice vysvitd, Ze misto toto jest
ptimka, jak jsme jiZ dvakrite svrchu shledali. Provedeme-li
nasobeni v rovnici (6), a zavedeme-li za £* znimou hodnotu, ob-
drzime
zx, +yy —a@+a)—by+y)+E=0 (7)
co hledany tvar rovnice polary.
Za a=0, b =0, prejde patrné (7) v rovnici (9) ¢l. 18.
LeZi-li bod A4 (x, y,) na kruhu, ptejde polira bodu 4, v tecnu
bodu 4, coZ jak z rovnice polary, tak iz jejiho odvozeni vysvita.

XI. Sestrojeni polary.

20. Sestrojen{ polary vysvitd z vyméru jejtho bud co ptimky
spojujici body styku tecen z bodu A ke kruhu vedenjch, aneb
co mista bod& harmonicky sdruzenjch k bodu 4 vzhledem ke
kruhu.

Prvé sestrojénf plyne z nasledujici tivahy. Predpoklidejme
stted kruhu O za poéitek soufadnic, tu bude rovnice pifmky OA
yr, —axy, =0. _ (1)
a porovndme-li rovnici tuto s rovnici poldry bodu 4, totiz
x@y +yy, =17
shleddme, Ze O4 kolmo stoji na poléfe.
Test pak (obr. 9))

R O4' =

r?

vwl *+u,°
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04 =Valy?,
tedy _
04 .04'=r2, @)

Z této rovnice plyne:

Lezi-li bod 4 mimo kruh, tu sece jeho poldra kruh (obr. 7.)
neb je-li 0A‘>r, musi OA <<r bjti. Lezi-li viak A uvnitt
kruhu, tu poldra kruh neprotind; neb je-li 04’ << », musi OA >r
dle rovnice (2) byti.

Obr. 9.

Ostatné plyne rovnice (2) jiZ z pravothlého trojihelnika
OMA, a sestrojeni tudiZ bude toto: Spojime stfed kruhu O
s bodem 4, rozptlime délku OA v bodé S a opiSeme polomérem
1,04 z bodu S kruh, jenZ protne dany kruh ve dvou bodech
M, N, spojujici piimka MN jest hledand polira bodu A. Druhé
sestrojeni lze provésti na zdkladé druhého vyméru polary
pomoci pouhého pravidka. Vedeme aspon dvé seény DD, a
CC,, obdriime takto tplny étyrdhelnik. %) Vedme C,D a CD,
prisek jejich bude E a prisek pifmek CC; a DD, budii F, tu
je FE polarou bodu 4 (obr. 10.)

) Viz ,Harmonické vlastnosti étyFahelnika“ ve ¢ldnku: ,0 symbolech
analytické geometrie“, Casopis IL dil, pg. 276.
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Kdybychom tétivu C;D; vedli nekonecné blizko tétivé CD,
tu by byly body C,C, a D, D, sousednymi na kruhu a splynuly
by, a ptimky CC,, DD, byly by teénami kruhu v bodech C
a D. Teény tyto protinaji se dle uvedeného na polafe bodu A
a jelikoz jsme tétivu CD libovolng vedli, soudime, Ze teény se-
. strojené v bodech priiseénych piimky, bodem A prochazejici,
s kruhem, protinaji se na poldfe bodu A.

Obr. 10.

NS

Druhé sestrojenf je sice velmi jednoduché, mnohému viak
bude se zditi ndsledujici sestrojenf jestd snadnéjifm, aé v pod-
staté se svrchu uvedenym se shoduje.

Vedeme bodem A libovolnou seénu, ta protind kruh v bo-
dech C, D; sestrojme ¢tvrty harmonicky bod B k bodu 4 CD
. a tu bude '

o (CDAB) = —1, _

neb bod ten musi dle vyméru na polife leZeti. Potom spustme
z bodu B kolmici na AO a kolmice tato bude hledanou polirou.
Ze si miizeme pii sestrojeni rozliénym spiisobém poéfnati, vy-
svitd jiz z nékolika uvedenych spfisobi.

_ ~ Je:li bod 4 tibéznym, prochdzi jeho polira stiedem kruhu,
a naopak polira stiedu kruhu jest pfimkou tubéznou, coZ jiz
 z vyméru a sestrojenf.vysvitd.
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XII. Dalsi vlastnosti poldry.

21. Budiz din kruh rovnici stfedovou a bod A soufad-
nicemi @,,¥,, tu zni, jak znidmo, rovnice poliry bodu 4:
xx, +yy, =, (1)
Volme na polare bod B («,,y,), tu musi soufadnice tohoto
bodu rovnici polary vyhovéti, Mdme tedy

Ty %y Yo iy = 72 @)
Polira bodu B jest
z@, Yy, =13 : 3

tu porovndme-li rovnici poldry bodu B s rovnici (2), shleddme,
Ze prochazi tato bodem (z, y,) t. J bodem 4, coZ ndm podava
vétu:

yProchdzi-le poldra bodu A bodem B, prochdzi poldra bodu
B bodem A.

Body 4, B takové vlastnosti nazjvdme harmonickymi pély.

Obr, 11.

22. Pro struénost dovolime si nésledujici oznaceni. Poldru
bodu ku pt. A oznatime P, a rovnice poliry bodu A bude
P,=0. Kdyby din byl bod M na prlmce AB (obr. 11.) sou-
fadnicemi svymi, totiz
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o5 —A,
- 1—1
_ N4y,

y— 1__1 bl

tu patrné kazdé hodnoté za 4 uréity bod M na piimce AB pii-
slu§i a tak oznacime poliru bodu M, jenZ jest din parametrem
A, zkratka P, a rovnici polary P = 0.

Volme si nyni na piimce AB vice bodd, ku pi. bod M,
jehoZ souradnice pak jsou:

x, — Lz
el — 72
1—142
- 4)
y' = Y — Ay
ST 11—
a rovnice P1 bude
@, — Ax, — My,
_11_-_1” ‘*‘_’l/ _yll_—.;._ :1.2, (5)

aneb po kratké redukci
gy +yy, —r* —A(rvx, yy, —r?) =0. (6)

Rovnici tuto viak miZeme dle udaného oznaceni psati

‘ P,—iP,=0. )

Porovndme-li nyni rovnici (4) a rovnici (7), shledime, Ze

Kafdému bodu M na piimee AB odpovidd wr&itd poldra
prochdzejici prasekem poldr P,, P, o pohybuje-li se bod M na
primece AB, otddi se :poldm Jjeho kolem bodu (P, Py), priseku to
poldr P,, Py, jenz jest pdlem primky AB.

Miizeme tuto vétu téz obratiti a tu obdrZime:

Otdci-li se primka kolem pevného bodu, popisuje pdl jeji

- prFimku, poldru to onoho pevného bodu.

Na zdkladé téchto vét miiZeme snadno sestrojiti pél dané
piimky: volime na ni dva body, a prisek poldr téchto bodd
bude poldra pifmky.

Z rovnice (4) a (7) mimo to vysvitd, Ze dvojpomér ctyr
bodi na piimce AB rovnd se dvojpoméru jejich tecen a Ze Yada
bodova (4), jejiz spojnici jest AB, nachdzi se ve stavu involu-
tornfm se svazkem poldr (7).

* 93. Dény budtez dva body 4 (z,,7,) a B (z,,7,). Spustme
zbodu B | na P,,azbodud | na P, Oznaime-li paty
kolmic By, 4,, bude :
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o @ Y, Yy — 12
BBI: 1 2+le.. AO: VW

Ve *y,*
@, x 0 Yy —— T2 - .
A4, = 1\/1——:2%‘;2 BO= viiiy:
tedy
BB, . AO=A4, . BO
aneb
S A0 AA,
"BO — BB,

to jest: Pomér wvzddlenosti dvow bodé od stiedu krubw rovnd se
poméru vzddlenosty téchto bodi od jich nestejnojmenngch poldr.

XIII. Sdruzeny trojuhelnik.

24. Déan-li trojihelnik ABC, odpovidd jemu vzhledem ke
kruhu novy trojihelnik A‘B‘CY, jenZ md tu vlastnost, Ze vrchol
A’ polem jest strany BC atd. Trojihelnik 4‘B‘CY jmenujeme
sdruZzenjym trojihelniku ABC. Takové dva trojihelniky maji tu
vlastnost (obr. 12.), Ze spojivé primky 44, BB‘, CC"* probihaji
tymz bodem.

Rovnice polary bodu B (x,, y,) budiz P, = 0, bodu C' (x,,y,)
P, =0, tu bude rovnice polu 4’

- PB—iP,=0. (1)

Souradnice polu A’ plynou sice FeSenim rovnic P, =0,
P, =0, av8ak pohodlnéjsi jest nam tvar (1).

Rovnice (1) vyjadiuje mimo to piimku probihajici prisekem
piimek P, a P,, tedy bodem A4‘ Stanovme si 4 tak, aby piimka
tato prochdzela téZ bodem A. Soufadnice bodu 4 musi tudiz
rovnici (1) vyhovéti, a tak obdrzime

P,—2P,=0,
z ¢ehoZ
_ Py _ matyy, —1°
b= P, me gyt @

Zavedeme-li hodnotu tuto za 4 do rovnice (2), obdrzime
rovnici primky

AA,....P, P, — P, P, =0
podobné obdrzime

%) Viz ,0 symbolech analytické geometrie“. Casop. 11, dil, pg. 175.
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BB,....P,P,, — P, P,, =0
Cﬁl----P:aPz,s—Psz:O
Soucet téchto tif rovnic rovnd se identicky nulle, tudiZ

protinaji se pifmky A4,, BB,, CC, v jediném bodsé.

Takové dva trojihelnfky jsou perspektivné, tudiZz platf
o nich téz nasledujici véta:

Prislusné strany dvou, vzhledem ke kruhu sdru¥nnjch troj-
tihelnikd protinaji se v bodech téfe pFimky.

Je-li trojihelnik ABC v dany kruh vepsany (obr. 13.), bude
A'B'C* trojihelnik témuZ kruhu opsany a sice budou strany
tohoto trojihelnfka teénami vrchold A4, B, C. V piipadé tomto
prejde svrchu uvedend véta v ndsledujici:
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Primky, které v trojiihelniku A* B ¢ kruhw opsanému vrchole
s body styku protilehljch stran spojuji, probihaji jednim bodem.®)

Je-li v trojihelniku ABC kazdd strana poldrou proti-
lehlého svého vrchole vzhledem k danému kruhu, tu splyne troj-
tbelnik ABC se svym sdruZenym trojihelnikem. Takovy troj-
uhelnik nazyvdme samodruZnym.

(Pokracovani.)

0 védeckych zakladech uméni kreslitelského
od jeho poéitku aZ do poloviny 15. stoleti.

Podivs
M. Kuchynka.

(Pokratovént.)

/éda perspektivnd ¢&i kratce perspektiva, déli se na dvé
casti: Prvd Cdst, prihliZejici pouze k stanoveni oméch bodd
obrazu, jejichZ spojenim vznikne ndkres obrazu, sluje perspektiva
linedrni, méFickd &li kvantitativni; druhd ¢dst, majici za pred-

%) Tyto vlastnosti sdruzenych trojuhelnfkd nemén{ se promitdnim, tudfz
platf obecné pro kazdou kiZeloseCku,



		webmaster@dml.cz
	2012-05-14T16:33:10+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




