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Principe général pour déduire les équations
fondamentales de la physique.
RNC Bedfich Pospfiil, Brno.
(Regu lo 26 avril 1934.)

Notre théorie sera basée sur la notion de probabilité. Nous en déduirons
tous les principes fondamentaux de la physique (les éq. de Lagrange et de
Maxwell, les quanta etc.). Nous réussirons & interpréter les ondes de
Broglie et & harmoniser le point de vue quantique et celui basé sur la conti-
nuite.

I

1. Probabilité. Soit X un ensemble (non ordonné); soit Z un
espace (topologique) dont les points sont quelques uns des sous-
ensembles s de X ordonnés de maniére que chacun d’eux ait un
premier et un dernier élément. Désignons par X*s la somme d’un
nombre fini des s (prise au sens de la somme des ensembles ordon-
nés et) telle que le premier élément de chaque s dans X*s (excepté
le premier s) est égal au dernier élément de 1’ensemble qui le pré-
ctde immédiatement; cet élément n’entre qu’une fois dans la
somme X*s; excepté ce cas, tous les s dans X*s sont supposés
disjoints.

-Soit p(s) une fonction définie sur Z, univoque et dont les
valeurs sont les nombres complexes assu]ettle aux axiomes sui-
vants:

(@) | p(s) | =1,

(b) p(2*s) = II p(s), _

(c) log p(s) est une fonction continue de s.
Nous définissons:

1. p(s) est la probabilité de s.

2. Soit p(s,) = 1 et p(s) + 1 pour chaque s aux extrémités
communes avec & et appartenant 3 un entourage E (dans Z) de o
- dans ces hypothéses, la probabxhté de s, est dite certztude :

Nous n’allons discuter qu’un. cas spécial: (

Soit X l'espace euclidien & quatre dimensions, ; la' ¢-iéme
coordonnée d’'un point de X; soit Z l'espace de courbes s sans
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points doubles; ces courbes soient définies par des équations du type
T = i(%y),

ou x;(r,) sont des fonctions (univoques) ayant les deuxiémes
dérivées.

Un entourage (dans ’espace Z) d’une courbe s, est (par déf.) un
ensemble de courbes s telles que les fonctions z;(x,) qui les défi-
‘nissent, resp. leurs premiéres dérivées, différent peu des fonctions
correspondantes qui définissent s,, resp. de leurs premiéres dérivées
pour tous les x, considérés.

Si I’on désigne par s aussi la longueur de I'arc de la courbe s,
on a

ds = Jda,® + dw,? + dx,® + dz,?;

des deux racines, nous en élirons celle dont la partie réelle n’est pas

négative.
Posons _
o = log p;
soit
s =% (k=1,2,...,n).
D’aprés (b), on a k

w(s) = X w(sk) -—>fdw, si m - oo, 8 > 0;
k 8

w(8) ne dépendant pas de n, on a alors
w(s) = [do.

Nous cherchons & déterminer p(s) plus précisément. A ce but,
faisons la suppose (la plus simple):

# étant un point variable de s, posons

do = f(u)ds
avec f(u) univoque et (pour plus de clarté) continue.
On peut interpréter 'espace X comme il suit:

=, x3=19y, ¥3==2 sont les coordonnées de l’espace
eucﬁdien ,,empirique’ a trois dimensions, x, = ict, ou ¢ désigne
le ,,temps®, ¢ étant constant; p(s) est la probabilité du mouvement
d’un ,,point matériel“ de la maniére indiquée par la courbe s.

Cherchons & trouver la formule pour p(s):

Considérons d’abord le cas oll p(s) est invariant par rapport
aux mouvements de la courbe s dans T’espace X. A I'aide des mou-
vements convenables, des arcs de nos courbes arbitraires, on en
peut construire une nouvelle courbe du méme type.

On a alors '

R f(u) = f = const.
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A cause de (a), la constante f est négative; alors, on peut

écrire
do = — 277; myc ds,

ou h et my sont des constantes positives; soit
dy ‘dz\2
2 =
v = (@) + (w) + )
m = ————L.
JT—p

Nous voulons discuter le cas des z, y, 2, ¢, m réels (82 <

on trouve immédiatement
o) =exp - [Spudn v =220
: -2
_ d - dy Ldf o M’
Pe=mgp Pv="m3p Pe=Mgqp = :

Dans le cas plus général, écrivons

ple) = exp 7 P(s),

P(s) — fz Pods (x = 2,9, 2,1)

]
avec

Pa=pa+¢a-

1);

Les ¢, soient les fonctions réelles des z, y, z, ¢ ayant les deuxi-
émes dérivées partielles et telles que les axiomes ne cessent pas

& étre vérifiés; supposons encore
02 02
o 017" T oo
(x, %, A = z; y, 2, 1).
2. Définitions; les équations de Lugrange Posons

((lit (x, 4,2) =V (mtesee)

¢ (@z, @y, ) = 8 (' potentwl mteur )
— @t = @ (potentiel scatawe)

d1va+—c—%7—-K



d, oo o
3 (P> Py, P2) = F (force mécanique)

— T md grad ¢ = D (force électrique)
rot a = H (force magnétique)
—c¢ ((Ja—grad K) = j (densité du courant)

— ([] @ + % %) = o (densité de la masse él.).

Soit £ un entourage de la courbe sy!) dans Z; soit G le produit
(Durchschnitt) de £ avec I’ensemble de courbes s!) aux extrémités
communes avec s,. On démontre sans peine que G peut étre supposé
connexe — méme quand on en enléve la courbe s,; puisque P(s) est
réel dans G,1) les valeur de P(s), ou s est un élément de G, forment
un intervalle (d’apres (c)).

Soit p(s,) une certitude:

On peut supposer que E ait la propriété exigée dans la défi-
nition 2. Alors, avec s,, on enléve aussi P(.so) ce qui ne rompt pas la
connexité de Pintervalle considéré, c. a d. P(s,) est une extrémité
de ce dernier, ce qui nous méne a I'équation fondamentale de la
mécanique

6P = 0. (I

C’est une condition nécessaire pour la certitude; elle est aussi
suffisante, si elle donne un extreme méme pour les arcs Sg, pour
lesquels '

fdP Lk (voir 2).

Pour nos courbes la probabilité est égale & 4= 1 ou elle n'est
pas réelle (ce qui n’est rien d’étonnant puisque nos-courbes elles-
mémes sont imaginaires, car x, = ict). Sur la courbe s,, si 'on laisse
varier la seconde extrémité, on n’a p = 1 que si

P = nh (n entier) 11
ce qui quantifie la courbe sy dans I’espace X.
Ajoutons encore les identités faciles a vérifier:

c. rotH-——éDﬁ—]

-y
divD = '
a~ B . . ‘
—c.rotD%@—t'F L o )
divH=0 "~ o '

‘1) Nous ne considérons que les courbes qui ont les propmetes que nous
leur avons imposées au paragraphe précédent.
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Ce sont les équations de Maxwell. On vérifie sans peine que
I’équation 6P = 0 équivaut a la suivante:

F=D—|—%[VH]. W)

3. Les quanta. Posons
dP = X P, dg,;

1 doit parcourir toujours une combinaison fixe d’indices . Consi-
dérons une de nos courbes C dont la projection C(l) dans P’espace (I)
des coordonnées ¢; est fermée méme quant aux quantités P,
supposées exprimables comme fonctions d’un point vanable dans
Pespace (I). :

La courbe C soit assujettie a-la condition smvante

p est umvoque & chaque pomt de C, c. & d. p ne change pas,
si 'on gagne le méme point aprés avoir parcouru un cycle de C(1).

On en tire la condition quanthue

f Z P, dg; = nh (n entier) (VI)

lmtegrale prise sur un cycle de C(l). La formule (VI) reste valable
méme quand €(l) n’est que périodique (méme quant aux P;) —
on identifie les points qui ne différent que de la période.

Si Py =W avec un W constant, on a

p:ekp 27t (vt + &)
W=h S (VII)

ce qui nous méne & chercher le rapport aux ondes de Broghe
On vérifie aisément I'identité (de J a,cobl)

avec

oP 2 oP 2.0 R
c (W—qp‘ ) _§ (—3_%7 ‘"-(Pﬂ) = mg?c® (1 = @, y, 2). e
Posons '
: . © 2
=k

et cherchons & mettre p au lieu de P dans léquatlon de Jacobi
Si & est petit, on a en apprommatwnz)

1 ({0 . e [0 2 o oal
ce qui n'est que I’équation de Broglie . . o
oP L e RS
k P (aoc) EPFEA R L TAY
20% . 30%

oo o’ 8a2 O oa?

1) _a__p_kpaP *p kp{k,(ﬁ) +asP} "



Soient o, les matrices de Pauli:

o1 o —3
=10 T o T 0—1
Posons
, 1 (0P : opP
W= (G o) =2 ol
, oP oP
N = (—Bt —<Pt)+2 Uu( “—‘Pu)-

L’équation de Jacobi peut s’écrire
: A M'N' — mg2?* =0
ou autrement

- AWM — dgme = 0
AzN' -_— Almoc = 0.

Sil’on y met p au lieu de P, on a précisément?)

(MM — Akmye) p = 0 :
. (AN — Lkme) p =0 (1X)
ol
1 (0 0
M= (ko) =3 ou (57— ko)

en accord avec Dirac.

4. Transformation de Uespace. Quelquefois, il est commode de
changer la définition de la distance dans l'espace X qui devient
ainsi' non-euclidien; dP. sera 1’élément de la nouvelle distance. La
condition nécessalre ‘et suffisante pourque 1’équation p = 1 soit -
vénflée pour chaque’ pomt de la courbe s, est la suivante

dP =0 (X))

ce qui n’est que l’équatlon d’Einstein de la propagatlon de la
lumiére.

. La condition 6P = 0 (voir (I)) détermine ‘la ligne géodemque
qui donne le mouvement du - pomt ma,ténel conformément a la
Relativité.

Par la métrique gue nous venons de définir, nous nous sommes
débarrassés de tous les potentiels; nous nous en sevirons tout de
suite.

Toute la théorie précédente pourrait étre appliquée méme sur
un systéme matériel, si I’on considérait ’espace X dont les coordon-

‘nées sont celles de notre systéme (le temps inclusivement).
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11.
Applications & la statistique.

Considérons un ensemble (L) dont les éléments sont les sous-
ensembles (non-ordonnés) L de ’ensemble X.

Soit w(L) une fonction de L — dite probabilité — assujettie
aux axiomes suivants?):

w(L) = 0, ()
w(ZL) = 2 w(L) )

ou XL est une somme d’un nombre fini d’ensembles L disjoints,
wX)=1 o »)

La métrique que nous avonhs acquiseau paragraphe précédent
est convenable pour notre espace X: il n’y a plus de fonctions ¢,
qui font dépendre les propriétés de I’espace de la position (si 'on
définit la position comme il suit: Deux ensembles congruents —
c. & d. isométriques — non identiques ne différent que par la posi-
tion). Si X est un espace, la probabilité w(L) est proportionnelle
au volume de L (d’aprés (B)).

La métrique de notre espace X soit définie par le tenseur g;
posons g = | gix |.

Pour deux métriques différentes (1 et 2) du méme ensemble de
points, on connait la relation

Vo . dV, = Vg, . dV,
ou dV; sont les éléments du volume.
Les quantités avec l'indice O (sans indice) appartiendront
a l'espace X funi de la métrique donnée par 1’élément dP(ds).

On a
_ V="VgdVot)
Posons
: —logYgo=8.
La probabilité w étant proportionnelle au volume ¥, on a
dw = AeSdV T (XD

L’espace X soit interprété comme’ I’extension en phases d’'un
systéme; les deux systémes X’ et X" soient dits indépendants, si-la -
métrique de extension en phases du systéme X composé des deux -
systémes X’ et 2" est donnée par la matrice®)

3) Voir Kolmogoroff: ,,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung*‘. ,

1) Dans les applications concrétes, on a dt = dt.,, Vj peut alors étre
interprété comme le volume & trois dlmensmns ¢ =12).

5) La dimension de nos extensions peut étre arbitraire.
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g_lll---g.llr 0.0

g.,fl---g"rr 0.0

;(,) 209" 9"
O b g
On a : *
9o =990
alors
S =48 48"

La fonctlon S peut étre dite ,.entropie; elle est additive pour les
systémes indépendants.
La constante A4 se determlne d’apres P’axiome (y).

*

Obecni princip k odvozeni zakladnich rovnic fysiky.
(Obsah pfedchdzejiciho ¢lanku.)

Pohyb hmotného bodu znéazorfiujeme k¥ivkou v Gasoprosto-
rovém Gtyfrozmérnu. Axiomy (a), (b), (c) definujeme t. zv. pravdé-
podobnost takové kiivky; jeji diskusi dostaneme tyto vysledky:

Podminka pro ,,jistotu* dé zakladni rovnici mechaniky (I);
Maxwellovy rovnice (III) a (IV) vyjdou jako identity vzhledem
k definicim paragrafu 2. Pro kiivku uzavienou vzhledem k nékte-
rym soufadnicim %4dddme jednoznaénost pravdépodobnostl dosta-
neme podminky stability. Ze snadno verifikovatelné rovnice Jaco-
biovy plyne pro nafi pravdépodobnost rovnice Brogliova,
piiblizné a pfesné pak rovnice Diracovy. Vhodnou transformaci
soufadnic lze odstranit potencialy; v prostoru beze sil je pravdé-
podobnost vyskytu bodu v néjaké dasti prostoru Gmérna jejimu
objemu — tim mame ddnu moZnost vySetfovat pravdépodobnost
- vyskytu pii libovolnych silach, coZ ¢inime v &asti II.
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