Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Jaroslav Friedrich
Plivod jednotnosti v pravidle Neperové

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 64 (1935), No. 8, D151--D157

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121211

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1935

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121211
http://project.dml.cz

A tak také filosofickym strankdm matematiky porozumi ten zik,
ktery mnoho poéital a ne jen slySel o matematickych problémech
takového razu prednaSet. JestliZe se v8ak mé Zak matematice
naudit, tieba ho stale kontrolovat; ne jen nahodile, nybrz soustavné.
A proto vybizim — v piipadé numerického poditani, ale plati
to v8ude — aby uditel Zika p¥i jeho praci stile pozoroval;
pravim vyslovné a na to kladu diraz: pfi praci, nikoli jen pfi
zkouseni. I to je z mého ¢lanku zfejmo. Je to zas jeden z pozadavka
Binetovych: Utitel mé byti pozorovatelem. Upozoriiuji vyslovng
na Bineta; ten jesté dlouho nezastara!

Clanek kolegtiv je, jak Fikaji Némeci, prava ,,Fundgrube*
v8elikych podnétd; snad se k nékterym Gasem jeité vratim.

Puvod jednotnosti v pravidle Neperové.

Jaroslav Friedrich, Praha.

V neddvné své pozniamce k témuz thematu!) dotkl jsem se
otazky po utvaru, jenz by — pro Skolu vhodné — poskytoval
jednotnou zésadu Neperovym pravidlem vyslovenou jako vysledek
vnitfniho vztahu prvk v pravothlém trojhranu. Podminku vhod-
nosti pro Skolu jsem dodaval, maje na mysli odvozeni Neper-
Lambertovo?) z Gtvaru pojmenovaného Gaussem ,,pentagramma
mirificum‘‘; zpisobu tohoto by totiz ve $kole sotva kdo asi upo-
ttebil, nebot’ prospéch z ného byl by netimérny vynaloZenému &asu
a namaze, kdyZz vlastni jadro véci prece jen zistavd neodkryto.
Ugebnice se obvykle otdzky piivodu Fedené pravidelnosti nedoty-
kaji, a pokud jsem se kde v literatufe se zminkou o tomto problému
setkal, opird se vysvétleni viude jen o fakt cyklickych permutaci
v oné grupé 5 sférickych trojahelnikii pravothlych.3) A prece je
pravdépodobné, Ze musi existovati FeSeni prihledné&j$i a ndzorn&jsi,
i pokusil jsem se proto vySetfiti- na pravoahlém trojhranu sa-
motném, kterd to jest jeho vlastnost, kterd onu jednotnost
zaklada. Sleduje v dalSim pfedeviim jen tento véeny ulel, pone-
chavam otdzku didaktického upottebeni prozatim stranou.

1) Na str. D 124 tohoto ro¥niku Casopisu.

2) Je zaloZeno na této vlastnosti pravothlého trojuhelnika sférického:
ProdlouZime-li pfeponu a odvésnu za spoleény vrchol o jejich dopliky,
vznikne novy pravouhly trojuhelnik, jehoZ prvky — aZ na jeden thel —
jsou doplitky prvka trojuhelnika pavodniho. Pokratujeme-li tymZ zpisobem
déle, fada trojuhelnikd se po patém uzavie, a jejich p¥epony tvofi sféricky
pstithelnik zvlaStnich vlastnosti.

3) Viz Enzyklopddie der math. Wiss. IIT AB 9, str. 1044; Weber-
Wellstein, Enzyklopiddie der Elementar-Mathematik, II 407; Lietz-
mann, Methodik des math. Unterrichts, II, 179; Fladt, Elementargeo-
metrie, 3, 109; Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik, V, 133.
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Stanoveni vztahG na pravouhlém trojhranu, daném rovinami
o a ¢ _| v, vyzaduje jeSté &tvrté roviny t | (op). Vznikajici tim
atvar ¢ | v | ¢ | 9 ma vyznadnou vlastnost jisté soumérnosti,
nebot si roviny i atvary s obou stran uvedeného poradi odpovidaji.
Jedna i druhd krajni rovina tvoif totiZ pieponu nad krajnim
parem odlehlym (¢ nad ¢ | v, y zase nad o | 7), a jedna i druhd
rovina vnitini, jsouc kolmé k obéma sousednim, méri jejich twhel.
Lze tudiZ rozvrhnouti éty#i trojiny rovin v naem atvaru mozné ve
dvé kategorie: V jedné je prisluiny trojhran typu pravouhlého,
ve druhé pravoramenného. Jiz tato korespondence napovidd, Ze se
_ kazdy vztah veliin vyskytne dvojmo.

Vsimnéme si nyni bliZe, jak se ona korespondence jevi na
étyrsténu, jenz jest takovymi rovinami, postupné k sobé kolmymi,
vymezen. Stény jeho jsou vesmés pravoahlé trojihelniky, a tato
vlastnost sama o sobé poskytuje predevi&im moZnost, vyjadiiti
goniometricky, at zavedeme do poétu kterékoli thly na jeho
povrchu, vztah libovolnych t¥i z nich. Staéi k tomu zjistiti délku —
na p¥. d, g, m — vsech tif hran, jez se sbfhaji v prusec¢iku jeéjich
rovin, a uzfti identity

m

d _d g
= (1)

Chceme-li v8ak dociliti pfi tom vysledkd urovnanych, je oviem
nutné provésti volbu @hlt do poétu zavedenych disledné podle
néjaké zisady, a pfi tom muiZe nam byti voditkem pravé ona
korespondence.

Dobrou orientaci -k tomu poskytuji vrcholy a hrany ¢&tyr-
sténu. Ony lze li§iti podle typu jejich trojhrant na dva pravoihlé
T,, T, (viz obrazec) a dva pravoramenné D,, D,, tyto pak podle
jejich vyznamu pro pfilehlé trojhahelniky. Jedny totiz — podétem
tfi — jsou na obé strany odvésnami; jsou k sobé vzdjemné kolmé
a tvoif spojitou lomenou linii od jednoho vrcholu pravotihlého ke
druhému ptes oba vrcholy pravoramenné. Pieponou na obé strany
je pouze jedna hrana a to spojnice obou vrcholt pravotahlych. Tyto
uvedené ¢tyfi hrany tvoli tudiZ charakteristicky prostorovy &tyr-
thelnfk: Z koncovych bodi jeho ,,za,kla,dny“ D, D, vybihaji kolmo
a také vzdjemn& kolmo ,,ramena. ¢ D,T, a D,T,, Gtvar pak uzavira
,,prepona‘‘ T, T,. UhlopFitkami jsou mu zbyvajici dvé hrany &tyr-
sténu D,T', D T,, ony vyznamu oboustranné rtzného. — Takto
se dostdvéd kaZdé z hran uvaZovaného Styrsténu z, 7y, 7y, , Uy, Us
zvlédstntho vyznamu, a umoZiiuje se sledovati pohodlné korespon-

AN

denci Ghla. Tak na p¥. Ghlu pry roviny g, jenZ jest pro trojhran T,
pieponou, odpovidé v roviné Al thel pr,, jako pfepona trOJhranu T,
(soudasné doplnék odvésny pu,l trojhranu 7)); k Ghlu ulrl roviny g,
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odvésné trojhranu 7', stejnolehlym je v roviné v tihel ug;z, odvésna

N

trojhranu 7', a zaroven doplnégk thlu wu,z trojhranu 7';; atd. .

Po této orientaci neni nesnadno vySetfiti viechny moZné pii-
pady tdelné dislokace ahlu. V kazdém péaru rovin si odpovidajicich,
t.j.o, p,resp. T, ¢ jsou mozny pouze dvé dvojice Ghli stejnolehlych,
a vzijemnym spojovanim téchto dvojic daji se tudiz vytvoriti
¢étyfi varianty pro Gdel jednotné formulace vztahd. Detailng
a v piehledu jevi se toto seskupeni Ghla ve étvefiny takto: Z dvojic
_ stejnolehlych ahla

v roviné o ) T @
VAN N N\ aN

(2%) - pri, pry; U, UgR (3%)
N\ aN AN AN

(28) DUy,  PUy; Ugla;,  UpTy (3%

vznikne spojenim dvojic :
(29), (3%) &tveiina 1, (22), (3%) &tvefina III,
(2%), (8%) &tvefina II, =~ (2%), (3%) &tvefina IV,
vysledek pak — po oznaéeni thli jménem jejich roviny a indexem
podle piislunosti k trojhranu 7, resp. 7, — jevi se v tabulce
g T @ P
I 0 (31 Pa Y2 :
I1: O Te ?1 %1 - (4)
IIT. oy Ty N Yo
Iv: o T 23 L2
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Podle toho dalo by se tudiz v souboru rovnic pro pravouhly troj-
hran dosdhnouti souhlasnosti pfi étveré jejich formé.

. Dvé z uvedenych moznosti nevyhovuji viak praktické pottebé.
Dosud jsme zde totiZ na cesté za jednotnosti méli zietel pouze
k tomu, aby se vyhoda dvojstrannosti dtvaru mohla uplatniti
souhlasnosti struktury ve vzorcich pro veliéiny rtzné, a nepfii-
hlizelo se vibec k otazce jednotnosti ve vzorci jednotlivém.
Splnéni i tohoto druhého pozadavku by vyhodu dosavadni pod-
statné stupniovalo, jeito by odpadla potieba tthly v upotiebené
dvojici podle polohy rozeznavati. Konkretnéji vyjadieno — jde
nyni jesté o to, zda pii nékteré z uvedenych étyf variant pro dislo-
kaci Ghld je moZzné, aby oba poméry, jichz soudin tvoii pravou
stranu identity (1), pfedstavovaly touZ goniometrickou funkei
zavedenych 0hld, a zda se mizZe tato vlastnost vyskytnouti do-
konce pro oboji kategorii vzorcii souéasné.

Prvnim k tomu doporuditelnym krokem jest voliti vhodné
prvek, jenZ druhymi dvéma mé byti vyjadien. Bude totiz véci
pravdépodobné na prospéch, bude-li jim prvek k obéma ostatnim
stejné poloZeny, totiz v trojiné souvislé (na p¥. o, 7, ¢) prvek pro-
stfedni (Gthel roviny ), v nesouvislé (na pt. o, ¢, ) prvek isolovany
(dhel roviny o). Za takové volby pfichdzi v Gvahu poloha thlu
v paru rovin jednak o a ¢, jednak ¢ a v, i rozhoduje tu, jak vidno,
jiné rozeskupeni ihlu ¢tvetiny, nez z jakého korespondenci v atvaru
vznikla. ReSenf ptedloZené otazky bylo by sice moZno provésti
kratce mechanicky pouhou superposici oboji dislokace Ghla, ale do
neptehledné situace vice svétla vnese nasledujici ivaha.

Piihlédnéme piedevsim k okolnosti, Ze v pravothlém paru ¢, p
této nové vazby jde vzhledem k ,,smiSené“ povaze spole¢né jejich
hrany o kroky soudasné bud sinové, bud kosinové, a Ze proto zde
stejnolehlost goniometrickd znamena piislusnost k témuz pravo-
Ghlému trojhranu. Pozadavku souhlasnosti ve funkei hovi tudiz
pouze Pary ¢y, ¥ & @, Yo, @ tim je jiz rozhodnuto — viz tabulku (4)
— o vyloudeni étvetin IIT a IV. V paru o, ¢ typu rovnoramenného,
kde vstupuji v pomér vyhradné odvésny, a oba kroky maji tudiz
byti bud kotangentové neb tangentové, vyzaduje si tato souhlas-
nost pFisludnosti k pravotahlym trojhrantm rtznym. I tento poza-
davek je &tvefinami I, IT splnén, nebot obsahuji pary oy, @,, resp.
0y, ¢, Daldf pak néjaké kombinadni moZnosti mezi pary o, ¢ a ¢, p
neni, jezto kazdym z Ghlu ¢, ¢, jejich spoleéné roviny ¢ je situace
@hlt v rovindch ostatnich jednoznadné urdena. Koneéné, co se tyde
t¥ettho tihlu v kazdé trojiné, povSimnéme si, Ze oboji par druhych
rovin tvofi v trojthelniku roviny tieti pfeponu a odvésnu.
V této vlastnosti se tedy oba typy — pravothly i pravoramenny —
shoduji, a vchézf proto do levé strany vzorci, plynoucich z identity
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(1) pro oboji par, shodné bud kosinus — pii dislokaci I — neb sinus
pii dislokaci II.

Souborné schema, zahrnujici vSechny vztahy mezi prvky
pravouhlého trojhranu, miZe miti tudiz tento dvoji tvar

(34

cos gy = 5in @, sin y,; sin g, = cos @, COS ;;

. 511
cos 7, = cotg @, cotg 01 sin 7, = tg ¢, tg o,. (5%)

Druhy z nich je v podstaté pivodni Neperiuv z r. 1614, byt v jiné,
vhodnéjsi a dnesni formulaci pfizptisobené tpravé; prvni pochdzi
teprve od Chr. v. Wolffa z r. 1717.4) P¥i srovnani obou zptsobi je
hned na prvni pohled z disledné zamény funkei patrna vzajemns
dopliikovost v8ech pouzitych Ghlk; pivod toho je oviem prosté
v sestaveni korespondence (2%, 3%) z doplitkd thli v korespondenci
(22, 32). Kdezto se ve formulaci (5') zachdzi — vzhledem k troj-
hranu T, — pouze s dopliiky jeho odvésen, uziva se v (5') zase
naopak odvésen samotnych aviak doplnku obou whld i pfepony.
Jezto tento méné vhodny zpusob neni dnes v uzivani,5) nebudu se
jim dale zabyvati.
Vazba trojhrant po dvou na naSem &tyrsténu poskytuje podle
(5%) celkem tyto 4 vztahy
cos g, = sin g, sin y,, cos 1; = cotg ¢, cotg gy,
cos y, = sin 7, sin oy, cos @, = cotg T, cotg y,.

(6)

Jsou to, zistaneme-li v dal$im, aby se zjednal piehled po souboru
v8ech 10 vzoreci pravothlého trojuhelnika sférického, pouze
u velid¢in trojhranu 7', a uZijeme nadéale obvyklého oznadeni a, b,
¢, o, B, takie jde o ptipad ¢ | « | b | a s Ghly a = y,, b = ¢,
¢C =0y, & = Ty, B = p, prozatim jen tyto vzorce

cos ¢ = sin (90° — a) sin (90° — b),
cos (90° — g) = sin « . sin ¢,

cos « = cotg (90° — b) cotgc, (7)
cos (90° — b) = cotg « . cotg (90° — a).
Ke tfem z nich muZeme vytvoriti dalsi
cos (90° — b) = sin Bsin¢c, cos B = cotg (90° — a) . cotg c, (8)

cos (90° — a) = cotg B cotg (90° — b)

prosté obdobou; vznikaji viak také pfimo z Gtvaru, vedeme-li, aby
se zavedl do Gvahy thel 8, novy ¥ez ¢ | (op) a pouZijeme pak

4) J. Tropfke: Geschichte der Elementar-Mathematik, dil V, 2. vyd.,

str. 133 a 134.
5) Lietzmann se s nim setkdvd — viz citované misto! — v holand-.
ské udebnici Versluysové z r. 1909. '
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zésad (6) na &tyrstén 7,D',D’,7",.8) Je vSak moZno po zavedeni
roviny o (f) pokradovati také v prvotnim sméru na é&tyrsténu
T,D,D,T, podle tychz zasad a zjednati si odtud dva nové vzorce

cos o = sin (90° —a) sin B, cos ¢ = cotg « cotg f. (9)

Stejné s druhé strany poskytne konecné Styrstén 1",D'sD' 1",
zbyvajici desdtou rovnici

cos f = sin (90° — b) sin «. (10)

Do podstaty jednotnosti Ize viak nahlédnouti je$té hloubéji.
Povsimnéme si blize pfechodu od trojhranu 7, k trojhranu 7!
Nezmén{ se ani vzdjemna poloha rovin, ani hodnoty prvka pricha-
zejicich do poétu, ale zméni se jejich vyznam — vyjimaje prvek g,
jenz zlistava spoleénym obéma trojhranim i co do Vyznamu a tvori
tim jejich vazbu. K zméné vyznamu dochézi tim, e zménou vrcholu
odpadaji hrany (ab), (cb) a zavadé&ji se nové (ax), (cx), t. j. misto
stény b nastupuje sténa « a tropna ¢, a | b je nahrazena trojinou a,
o -|_c..Stava se proto 90° — a pfeponou, 90° — b Ghlem; pfistupuji
do nového trojhranu sice také dopliiky 90° — ¢, 90° — «, ale jezto
jsou odvésnami, vehazeji' do vzorela prece jen hodnoty c, «. Zkratka
— v zndmém kruhovém schematu ...c, 8, 90°—a, 90° — b, «,
¢, . . . pootodil se ukazovatel vyznamu ob jeden prvek.

Ziejmé bude tomu stejné také pii dal$im piechodu od 7,
k T,, kde zase spolecnym prvkem je Ghel 90° — b, atd. I dospl—
véme takto k poznatku, ¥e na uvaZovaném prostorovém ttvaru je
cyklus 5 pravouhlych tro;hranu T, 7, 7T,71 T, v némz urdi-
tého vyznamu (na pf. pfepony neb Ghlu) nabyva postupné kazdy
z prvki c, 8, 90° —a, 90°—b & a to v poradl ¢, 90° —a, «, B,
900 — b,

‘Zde styka se tato uvaha s fefenim Lambertovym. Metodicky
lif se od ného tim, Ze pi{mo na samotném Gtvaru, tak jak jest
pravothlym trojhranem dén, existenci daldich &tyi trojhranti oné
cyklické vlastnosti odkryva, misto aby byly k danému pravoahlé-
mu trojthelniku sférickému dal3i takové az do plného cyklu uméle
konstruovany. D4 se oviem mezi obéma zpisoby tusiti souvislost.?)
Zde budiZ jen strutné poznamendino, Ze poloméry vedené ze stfedu
libovolné koule rovnob&zné a v souhlasném smyslu k hrandm v3ech
‘5 trojhranti cyklu vymezi na jejim povrchu sférické pravothlé
trojahelniky v takovych polohdch, Ze lze z nich, zaméni-li se ony
dva s pfeponami 90° — @, 90° — b za protilehlé, sestaviti ,,penta-
gramma mirificum*.

8) Jako body se D, D’, ztoto¥iiuji, nikoli vSak jako trojhrany.
PodobnédéleD,le, DysD,,D'ysD,aT,sT,is Dya D’y

7)-Struénd se ji dotyka G. Hessenberg, Ebene und sphamsche Tri-
gonometrie, 1920, str. 126 (3. vyd.)
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Uzavirdim pozndémkami didaktickymi. Uvaha na tomto prive
poli vznikla a to ze snahy, aby nemusilo byti Zaktm pravidlo Nepe-
.rovo podavano jen dogmaticky resp. mechanicky, jako by $lo
o pouhou pomicku mnemotechnickou, nybrz, pokud mozno,
s vnitinim divodem. Oba zpusoby, uvere]néne zde na str. D 123
a 124, jak totiz dO]ltl k znén{ pravidla aspofi induktivné ze souboru
zékladnich vzoreld, jsou pfece jen mouzovymi a nemohou proto
uspokojiti uditele ani Zaka. Pokusil jsem se proto vySet¥iti podstatu
véei vazbou utvart, jeZ vznikaji v pravothlém trojhranu péti
postupné v cyklu k sobé kolmymi rovinami, a soudim z povahy
nalezeného vysledku, Ze se vykladu na této myslence zaloZzeného na
stfedni §kole upotiebiti dd. Tim nechce v8ak byti Fedeno, aby se
snad zékladni vzorce hned od podatku timto zpisobem projedna-
valy. Tomuto vy$§imu, jednoticimu hledisku nalezi misto az po
uvedeni do zakladni myS8lenky, jak si vztahy zjednavati, po poznan{
jejich razu a, az se takto pocit potieby né]akého soustiedéni
dostavi.

Predstavup si proto postup poéatedni k prvnim vzorcim jako
obvykle, ale jiz v tomto stadiu doporu¢ovalo by se pamatovati na
nékteré kroky a okolnosti, jez jednotnost pripravuji. Tak zvlasté
na jednotnou zasadu pro odvozovani vzorci — na p¥. podle iden-
. tity (1) —, na vyznaéné znaky a soumérnost Gtvaru, na opa-
kovani se typti. Od ziskaného souboru vzorctt bylo by viak potom
zdhodno dospéti k pravidlu Neperovu deduktivné tvahou
o ¢&tyrsténu (c, @, b, «), oviem proti predchozimu projednani
znaéné zkracenou. Stadilo by vénovati pozornost dvojimu typu jeho
vrchold a dvojstrannosti, hotové zavésti odpovidajici si prvky
¢, 90° — a, resp. «, 90° — b a poukizati na zaménu vyznamu prvki
pii pfechodu od jednoho trojhranu pravoahlého k sdruZenému jako
na pocatek a princip. celého cyklu. Dobie by tu také peslouzil
vhodny model. Pfi takovémto postupu nemélo by se ovSem zapo-
minati, mechanismus pravidla motivovati poznanou vlastnosti
atvaru. Proto by mélo byti avodem k jeho formulaci vytknouti
vyslovné a zieteln® onu vlastnost pravothlého trojhranu, Ze v troj-
thelnicich pravothlych, které se na ném vytvoif rovinnymi
fezy «, f, jsou prvky c, «, 8, 90° —a, 90° — b tak umistény, Ze
kazdy z nich jest v jednom z 5 vyskytujicich se tu trojhrani pravo-
thlych pfeponou a v jednom z 5 trojhrant pravoramennych
zikladnou.
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