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Elementarni spisob vySetfovani kfivek v roviné.

Pro ziky sttednich Skol podivi

Augustin Panek.

§ 1.

Pii sestrojovani kiivych ttvard geometrickych podlé zdkona
vytvarného vyskytuji se mnohdy takové polohy bodu tvoFiciho,
Ze udélujice k¥ivce zvlastni rdz napomdhaji nemdlo k bliz§imu
ustanoven{ tvaru jejiho.

Takové vyznacéné polohy nazjvime zvldstnimi body kiivky
vitbec a vrcholy, body obratu, mdvratu a tvratu, body ndsobné
a osamélé zvlast.

Bod, v némZ se kfiven{ méni, sluje bodem obratu, obrat-
nik neb inflexe kiivky.

Teénu v bodu obratu lze povazovati za secnu, jejiZ pri-
secné tii body s kiivkou, kterou vyjaddiime nerozvinutou funkef
mezi orthogondlnimi soufadnicemi x a y
oL f(xa y) =0, 1)
v jediny bod splynou. )

Je-li tedy rovnice této pifmky

y=ar-}+>b )
a lezf-li body (zy, ¥,), (%5 %)y (%3, ¥3) V ni, vyhovi se rovnicim
yp=az, + b 6))
Yo =0z, +b )
, Ys = ax; +b ®)
tudiz i podmince
z Yy 1
x, ¥ 1]=0,
%3 Y3 1

kterdZ znaélf, Ze plocha trojihelniku t&mito body stanovenému
rovnd se 0.%)

*) Viz Studnitka ,Geometrické upotiebeni nékterych poutek o determi-
nantech, ,Cas. pro pést. mathem. a fysiky.“ R. IL pag. 70.
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Ponévadz tyto body jsou spoletné s krivkou, tedy bude také

S (xy, 91) =0, (6)
f (x5, 9:) =0, M
f(x3,93) =0. 8

Jestli pak -
C Ty =2y ey, Yo =9 +6 ©)
Zy = 2, |- 2e, ¥s =¥ -+ 2B, (10)

obdrzf rovnice (7) a (8) tvar

fl@ +eoy+#=0 (11)
f(x, + 20,9, +28) =0 (12)

kdeZ znadi e, f rozdily soufadnic. »

Spojime-li rovnice (6), (11) a (12) a polozime-li pak veli-
¢iny o« a B rovny nulle, obdriime podmineénou rovnici, aby
bod (z,,y,) kiivky (1) byl bodem obratu.

. Kdyz protind piimka (2) kiivku (1) v dvou bodech (z,,y,)
(25, ¥), vyhovi se rovnicim (6) a (7), pak (3) a (4), z kterychzto
poslednfch plyne

a:: h—Y
. xz —.’1,'2
a podle (9)
a:—ﬁ—:tant. (13)

Stane-li se ale préseénik (z,, ¥,) s (2, ¥,) totoZnym ¢ili
jsou-li rozdily soufadnic rovny nulle, obdrZi smérnice a hodnotu

urcitou, majfci viak v rovaici (13) tvar —g— Jest tudiZ tieba

z rovnice (6), (11) a (18) vyvoditi rovnici mezi veliinami e,
B, a, by hodnota a uréitou se stala, kdyZ &, g piejde v nullu.
PonévadZ obecny ¢len tovnice (6) mé tvar
Mam y*
Jest patrné tyZ u rovmice (11)
' M (2, + @y (9 +6)";

odecteme-li pak rovnici (6) od (11), obdriime rovnici, jejiZ
obecny ¢&len jevi se v tvaru
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M @ o), 2™
Yy 8"
znaéf-li A libovolnou stdlou, exponenty e a = celistvd positivna
‘éisla, kterd se téZ nulle rovnati mohou.*)

Z této Gvahy vyplyvd, Ze se ndm v rovnici, vzniklé spo-
jenim rovnic (11) a (6), vyskytnou Eleny émltelﬁ o a B, tak Ze
rovnice ta nabude tvaru

hyoe~+hyB+hye +h4“ﬂ+h5ﬁ2+¢ 0, (14)
kdez koefficienty #; (¢? =1, 2, .., 5) neobsahuji « a B, funkce ¢
viak obsahuje mimo stilé veliiny jeSté « neb S aneb « i g
avSak rozmeéru nejméné tretiho.

Zavedeme-li podle rovnice (13) do (14) @a misto 8, déli-
me-li pak na « a poloZime-li potom « =0, povstane

hy+hy,a=0,
tedy
—_h
a=— T (15)
Je-li @ =0, jest i
h, =0, (16)

a ponévadZ a zna®{ ¢iselnou hodnotu goniometrické tangenty
thlu odchylky =z pifmky s osou tGsecek, jest nim tu Ciniti
s pifmkou soubéZnou s osou z.

Roziesivie tedy rovnici (16), obdrifme hodunoty fsecek
bodt Zulminacnich Cili vrcholi kiivky.

Jsou to tudiZ takové polohy bodu tvoticiho, kterymi se
déli sousedni ¢&dsti kiivky na dva soumérné dily, hledime-li
k normdle onoho bodu.

PonévadZz z rovnice (6) povstala (11) zavedenim hodnot
z, + e, y, -+ B misto z,, y,, proto také vznikne (12) ze (14)
piSeme-li 2« misto «, 2 misto B, takic rovnice (12) ptejde v

2h, & - 2h, B+ 4h, a* + 4h, af - 4k, % 9 =0,
kdez ¢‘ md hodnotu, které nabude ¥, zavedeme-li do ného
2, 28 misto & a .

*) Srovunej ,Fort, Lehrbuch der analytischen Geometrie, 1. Theil. Leipzig,
Teubner, 1872, pag. 234.
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JestliZe do posledni rovnice vloZime e¢a misto 2 a déli-
me-li pak na 2, povstane

h,—|—h2a+2h3¢x—[-2h4aa—|—27&5aa'~’—-l—~;b—;:o.

_ Podle rovnice (15) jest soucet prvnich dvou ¢lendt roven
nulle, takZe délime-li opétné na 2« a poloZime-li « =0, piejde
téZ i 9’ v nullu a tudiZ podminka, by bod (z,, 7,) byl obratni-

kem, jest
hy -+ hya-4h;a*=0 a0
aneb dle rovnice (15),
hy hy®* — Ry hy by +hs B> =0. (18)

Aby tedy bod (z, —y,) byl bodem obratu, tieba rovnicim
(G) a (18) vyhovéti.

Jakmile ale v rovnici (18) hodnota levé strany pro hod-
noty vrchold jest = 0, maji v tomto ptechodnim bodé poiadnice
kiivky hodnoty bud nejvétsi neb nejmensf.

Bod, jehoZ poiadnice jest nejvétsi, sluje vrcholem lLornim
a je-li pofadnice hodnoty nejmensi, vrcholem dolnim.

Zda-li ktivka k ose GiseCek obraci vypuklow neb vydufou
stranu, poznime z relace

hs h22 - h4 hz hl + hs kzl = Oa (19)

V prvnim pifpadé jest kfivka vypukld, v poslednim vydutd.

PrihliZzime-li k jednotlivym bodim kfivky, ndlezi kaZdému
bodu v kiivce vibec danému tecna jedind, jejimzto béhem urcuje
se zarovell béh krivky v tomto bodé.

Nenf-li kiivka pretrZitou a jest-li pro urCitou danou hod-
notu tsecky néjakého bodu

—

>0, jest v<<7,

h2
tehdy sfoupd kiivka v tomto bodé; jestli ale
—Ill . T
pak v témz bodé kiivka Klesd.

- Priklad.
Déna-li rovnice kiivky parabolické
y=a>—2*~bzr+4
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a je-li ndm ustanoviti vrcholy a body obratu jejtho, poloZme
v=2+e y=y+56
a tu obdriime ptedevSim
h+B=@ +a)®— (2 + &) —5(x ) +4;
jest tedy dle rovnice (14)
hy, = 32* — 2z, —b5, hy =— 1, by =32,—1, h; =0, h; =0,
nacez podle rovnice (16)
3x,* — 22, —5=0,
¢imZ obdrZime kofeny této rovnice
= —g- , ¥ =—1
co usecky vrchold kiivky.
Kiivka ta stoupd od o, =— oo aZ 2“, =— 1, klesd

odtud az do z/, .:—g—- a opét stoupd aZ do 2 = oo.

Podlé rovnice (18) obdrZime bod obratu z rovnice
Bz, —1) (—1)*=0;
jest tedy tsecka bodu' obratu z, = —-?1)—. PifsluSnd potadnice
plyne z dané rovnice kfivky.
Ponévadz

/ ¥y Tt — Ty T By - T ) =4,

-1
(hy ho® — hy by by Ty 1) = — 4,

poznime, Ze pro a‘lz-g- jest »,/ minimum a kfivka ma tedy

vrchol dolni; pro 2, =—1 jest y*, maximum a kiivka mi
vrchol hornf.

Zarovell poznavime, Ze pro prvni hodnotu %jest kiivka
vypukld, pro druhou — 1 vydutd.*)

*) Ma-li se ustanoviti hodnota x, pro kterou obdr#i funkce

Y= (e=8)?+ o=k) .. . (@—n)?



222

§. 2.

Rovnice pifmky jdouci bodem (z,, y,) jest
y—h=al@—2a).
Jestli piimka tecnou kiivky, bude podle rovnice (15), §. 1.,

?/—?/1:—%‘@7_“’1) 1)
2
aneb

- @—a) by + (@ —y) h, =0 (1)
rovnici teéné v bodu (z,, y,) sestrojené.

maximaln{ neb minimilni hodnotu, poloZme
c=a 4o, y=y, +F
¢imz obdrzime :
n 2
n+e :721 ((xl. +o)— k")
n=
¢ili -

n n n
%A B=Z (@, + &)= 23 (&, + ) kn + Zhn,
tedy
n n
by =—2Zkn F2Z2,, kp=—I,
hy=mn, hy=0, h,=0.
Tteba tudiZ Fesiti rovnici
n
hy =nx, - Zkn + 0,
- a zavedeme-li symbol souctu dle Gaussa
— (n) .
n

z, = >
ponévadz .
o hg g =y by By Rl 2 =,

tedy nully vétsi, proto je dani funkce minimum.

V této tloze znaéi y soudet étvercd zbyvajicich chyb, v némi kn
jsou hodnoty velid¢iny pozorované a x pravdénejpodobnéj§i hledand
hodnota téze veliCiny, kterdZz jest tedy rovna arithmetickému pri-
méru viech pozorovéni k.

Tento princip sluje methodou nejmensich Etvercii (methoda nej-
mensich souctl Gtvercl) a pochdzf od Gaussa, kteryz pry ho r. 1795
upotiebil.

Prvnf viak pokus této methody nalezd se v pojednini od slav-
ného Legendre-a 'z r. 1806 uverejnéném ve zprévach Parizské akademic
uménf a nazvaném ,Nouvelles methodes pour la determination des
orbites des cométes®, kdez uv4di normalni rovnice tohoto podtu.
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Ponévadz normiéla jest kolmd na tecné v bodé dotyéném,
bude rovnice piimky normalné

y—Y = %E‘ (x—,) (2
1
aneb
(@ —2)hy—(y—y,) 2y =0. (29
Tecna rovnici (1) neb (14 vyjddiend uzavira s osou useéek
tihel 7, ktery nazveme z, a s osou poradnic thel z,, jichZ hod-
noty ustanovime dle vzorci goniometrickych

COS Ty = ——m—— 3
Vl-l—tan-r ®)
COST, = SINT, = _lamz
vy Vidtan® !
a podlé rovnice (15), §. 1
cos T h
- V 14 (/« TV @
== . 7
oty = e Vi j:h “
’1 Y 2
v 1 + (};2 .

Ustanovime nyni vScobecné vzorce pro délky teény a nor-
mély a jich orthogondlni priméty na osu tseek, totiz délku
subtangenty a subnormaly. ,

Nazveme-li tyto veliCiny po sob¢ Ty., Nr., St., Sn., jest
pofadnice bodu styku

v, = T9g. sinz,,

=St tanr,,
= Nr. cosz,,
= On. cotz,,
z kterychzto rovnic a dle vzorct (4) a (5) plyne
Yy Y s
= = T.' Vi 0,2, (6)
-y .k
5= sam T NG, @
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— ./
Nr= ;:—oAs]t—m L \fh hy® (8)
Sn=y, tant, =—y, -zi . 9)
2

Volme si za pifklad rovnici pro kuZelosecky v soustavé
orthogonilné

x4 qx*—y*=0,
kdeZ ptislusna kuielosecka. jest ellipsou, parabolou neb hyper-
bolou dle toho, jestli UES =o.

Podle piedeslého §. bude
2p (2, + o)+ 9@+ o) —{y, +B)*=

tu patrno, Ze

by =2p 292, hy =—2y,,

tedy '
h . ptaz
hy — %

tudiZ jest rovnici teény

k)

y—uh = p+q ——(@—x)

aneb pouiueme li rovnice lmvky teto,
Yy =p@E+a)+qzz,
a tudiZ rovnici pfimky normdlné

ImhE g, O
Dle vzorcit (6), (7), (8), (9) jest
— P14
9= p-rqxlvH‘( T xl)

aneb piihlfZime-li k rovnici dané,

Tg= p+qw Vp‘—i—(1+q)2px1+qxﬁ) ;

déle

St:—&’— z, ,
p—-}—qxl+ '



_ Ty __
Nr=- “h T Vp*4(+g @z, + qz,%) ,

—

. - . 2
Sn = p-}qz, :‘%—p.
1

Pro theorii tangent volme si cissoidu Dioklesovu,*) kterdz

jest ddna rovnici

@+ y%) 2 =py?
aneb

@ —py* - zy* =
r=z,tea y=y 8
povstane
@+ e —p @ +B)+ (@ + ) (n + 8=

‘kdeZ patrné jest koefficient veli¢iny e, §,

hy = 32," - y,*

polozime-li

hy = —2py, + 22,9, = — 2y, (p—=,)
=2t
o oo
tedy
_h_l_ — Bzt
hy 2z,°

a tudiz ma teCna cissoidy rovnici

3x 2 2

( 1 g;lyl )yl (x"'xj)1**)
ansb pouizije- 11 se rovnice kiivky

y_.h

x3

V=

y==% 3—(1,_;;])5 {(3p—2z,) 2--pa,} ,

dle toho volime-li horni neb dolni znaménko, jest bod styku
na strané potfadnice bud kladné neb zdporné. (Dokondgeni.)

*) Diokles %il v druhém stoleti pred Kr., éehoz dikazem jest zminka
o kissoidé neb jak obycejné se pise, cissoidé ve spise Geminove,
wi&nyricelg yeoperoenai®, z néhoz Prokles nékolik mist uvédl Gemmoa
7il okolo r. 100 pied Kr..

**) Viz ,Fort, Analytische Geometric¥, pag. 238. Braky pag. 166.
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