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Zékladové nauky o Cislech.

Pod4va
Dr., F. J. Studnicka.

(Pokracovéni.)

§. 8.

0 pouéce Fermatové.

Jest-li @ ¢islo nesoudélné s kmennym ¢islem p a zavedeme-li
do vzorce (39)
N =Ny =Wy ==... =N =1,

obdx:Zime-z ného ihned
(4

aneb pievedeme-li vyraz z pravé strany na levou,
a (ap—1—1

z CehoZz jde podlé pravidla 1. o zbytcich difve uvedeného, je-
likoZ a, p jsou ¢isla nesoudélnd,

z( “”—;—1) —0, 47)

kteryito vzorec vyjadiuje poulku Fermatovu. _
Jiny jednoduchy, ale duchu této nauky méné piiméreny
ditkaz zaklddd se na poucce binomické. Jak znimo, jest
(@4+1p=a+14p@,
aneb odecteme-li na obou stranich a a spojime-li pifsluiné
(a+1D[@+ 1P —1] — a(@*'—1) =p@;
13
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vyraz na pravé strané jest délitelny c¢islem p, musf tudiz i vyraz
na strané levé miti tuto vlastnost. A tu jest patrné pro a=1

z(z.”‘}“l):o neb 2 (2==1) =o,

pro ¢ =2 tedy . !
2(3.3”';——1)=0 \ z(?”";—'_l):o,

b
a tudiz vSeobecné pro hodnotu @ nesoudélnou s p

Z(g—;— 1):0,

jako prvé.

TaktéZ jednoduchy a zcela pfiméieny dikaz plyne z poucky
~ 6. o zbytcich jednajici; jestli totiZ

2(2)=n

Z(2?a =a,,

(r—Day _
2(50%) =,
a znasobime-li na obou stranich, bude patrné
—1 —
Z( a1(p—1!

P ):alaz...ap_l,
kdeZ ale soucin zbytkd ze znidmych pii¢in sklidd se z nestej-
nych faktord p—1 mensich neZli p a tudiZ jest
o oy 0y =1.2. ...(p—l):(p—l?!‘;
- dosadime-li tuto hodnotu do vzorce predeslého a pievedeme-li
zaroven vyraz se strany pravé na levou, bude daile

(@7 —1) (p—1 1 _
Z( P ) =0,
z Cehoz jde, jelikoZ (p—1)! a p jsou ¢fsla nesoudélnd,

Z (a}'—;— 1) =0.
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Z této rovnice jde pak podle zndmého pravidla, vyjidie-

- ného vzorcem (42),
ar (»—1) —-1 _
Z (——p—) =0, (48)

coZ znali rozsirenou rovnici Fermatovu.
Neni-li vSak p &islo kmenné, nybrz slozené a tudiz
P=a,% a,% a;,% ...a,"",

kdez znall a,, a,, as,..., a, &isla kmennd, zjednejme si ze

vzorce (47) napied
au1—1Y __
Z ( a, —) =0,

natez bude podlé vzorce (44)

a(an —1) @, al—l
Z\—————|=1

o
a,t

o1
(a,-1) a,
a tudiz i z(ﬁ ’ ):1

( o
a,—1an
),

andn
Zavedeme-li tu oznacenf vzorce (30)
Sy (1) =9 = a,% (@, — 1) 0, (a,—1)....
a pouzijeme-li vzorce (48), kladouce pro rovnici

, P
rvof n— ———
g @—Das
P
druhou = —
(@,—1)a, "’
n-tou %= 9

(an—l) ana” -1
obdrZfime z p¥edchdzejici soustavy vzorcd
13%



Z

 a¥
) =1,

a, %

ao“l)

.

Z (a(,l:n) =1

a tudiZ pouiijeme-ii pravidla 7. o zbytcich jednajiciho, konecné

a9
Z( — a)::l,
a,%“1,a,% . .. a,*"

aneb coZ jest totéz, pouzijeme-li opét symbolu S;,

Z (——as“:_l ) =

A vzorec tento predstavuje Eulerem ponejprv odivodnénou
vieobecnow poucku Fermatovu,*) v niZz jest obsaZena poucka
jednoduchd, vzorcem (47) vyjddiend; neb jestli p ¢islo kmenné,
plati, jak diive jiZz bylo vytknuto, S,(p) =p —1.

Ze vzorce (47) jde patrné

Z(a'b@-—l)_l) (a4~ 1) _
e
' Ta(p—1) -
aneb zkritka Z (‘L;l) =0,
p

pti ¢emZ nutno fozhodnouti, kdy plati znamenf svrchnf, kdy
spodnf ; uvdZime-li, Ze
: a
Z (?) =0,

*) Uvefejnéna jest ponejprv ve ,Fermatii opera math.“ Tolosae, 1679,
pag. 163. bez ditkazu. Fuler dal prvni ditkaz v Comm. Petrop. T. VIII,,
druhy v Nov. Comm. Petrop. T. VIL, s nimZ se v podstaté shoduje
‘Gaussiv dikaz v Disquis. arithm. pag. 50, v sebranych spisech Bd. I
pag. 41, kdezto prvni opukuje Legendre v ,Théorie des nombres“
“T. L pag. 192. Jiz dffve dal Lambert zvlastni dikaz v ,Acta erud.“
1769, pak 109. a Laplace, jehoZz znénf poddno v Lacreixz ,Traité du
calc. diff. et int. T, IIL pag. 722. Dva nové dikazy uvefejnil Le,;eune-
Dirichlet v Crellés Journ. T. III. pag. 390.

Z
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Z (—2; = t,,

) = a1y, (p—1)

a vratime-li se k poslednfmu spiisobu, jakfm byla poucka Fer-
matova vyvinuta, poznime, nahradime-li v fadé zbytkd

z (1/2(1);1) a

Oy Oy Cgyeeey Oljp(p—1),
viech m, které jsou vétsi nezli 1/2 (» —1), negativnimi menSimi
nezli Y, (p—1), Ze se fada tato proméni v

1, 21 31"‘1 1/2 (p_1)1
kdeZz bude m ¢&lentt miti znamen{ — a tudiZ bude soudin
—1
0y oo Oy = (—1)" (Z’T)'
a za tou p i¢cinou bude tedy

7 (a‘lz(ll-—l) .p_ (—1)"') — 9, (50)

kteryito vzorec jest nanejv§$ déleZitym pro nauku o zbytcfch
kvadratickych.

Podlé toho obdriime na p¥. misto

6 —1
Z2(*47) =
kde ¢ =6, p =11 a tudiz prvnich 5 zbytk

0, =6, e,=1, =17, a,=2, a;=2_§,

6°+1) —o,

ponévadz tu @, >b, @,>b5, e, >b a tudiz m=3.
§. 9.
0 poudee Wilsonové a souvislosti jeji § pou¢kon Fermatovou.

Zavedeme-li do vzorce (46)
F@)=ari—1,
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kdeZ znadi p ¢islo kmenné, a vedlé toho
o=k,
takZe podlé poucky Fermatovy tu jest
e —1Y _ ,(f@)Y _
z(¥5=) =2(52) =o,
obdriime piedevsim
21—l = (@—1) (@=2) . . . (z—p + 1) + 1@,
a tudiZ porovnime-li stdlé ¢leny na obou stranich a povdZime-li,
e soulin na pravé strand sklddd se ze sudého poctu faktord,

—1=@—-)!4+1%,

z CehoZ jde koneéné
(p—=1141Y_
Z (——T———) =0, (51)

kteryito vzorec predstavuje poucku Wilsonovu.

_Sestavime-li tedy z prvki

1,2 3,...,p—1,

kdeZ znadf p d¢islo kmenné, soudin neb kombinaci (p—1)ni
ttidy a ptiddme-li k soudinu tomuto 1, obdrZime cislo délitelné
Cislem p; jest to zvlaStni ptipad, ktery plati jen o této kom-
binaci, kdeZto viechny ostatni jsou samy o sobé éislem p déli-
telny. Nejlépe pozndme tuto okolnost, vyvineme-li poucku Wil-
sonovu splisobem Lagrange-ovym, ktery jest vSeobecn&jsi, ac
méné priméfeny. '

Rozvineme-li fakultu

@+M=@+1) @+ @+ ... (z+p—1)
podlé mocnin veliéiny z, obdrifme vieobecné

(x4 1pt1=ar 1 Car—2 + Car—2 4 .. . + Cpy,
kdeZ znaéi Ci neurcité koéfficienty, o nichz viak vime, Ze Ci
jest soulet kombinac{ z prvkd diive vytknutjch po % Cinitelich;
zndsobfme-li tento vzorec s (z--»), obdriime

@+ 12 = (2 4+ p) [29=1 + Car~2 +- . ... - Cpi]
a pfSeme-li v ném 241 za 2 a zndsobfme-li pak s (z--1),
taktéz

(& + 1ot = (24 1) [@+ 1= 46, @+ 1D+ . . +Gous
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porovndme-li konecné v téchto sob& rovnjch vyrazech koéffi-
cienty stejné vysokych mocnin, dejme tomu mocniny (p—7—1)ni,
obdrzime

0 =(2)+ (2 )a +(22) ...
(2= e, (52)

Jak z vyrazu tohoto patrno, ustanoveny jsou neurité
koéfficienty Ci rekurrentnd ®) pomoci binomickych koéfficient
a sice tu jest

a=(3):
202:(5)—}—(29;1)01,
se,=(2)+(*3)a+(*5)e @

Ponévadz p jest ¢islo kmenné a tudiz, jak zndmo, kaZdy
binomickj koefficient ( ) jest timto Gislem délitelng, must
ipro k=1, 2, 3...(p—2) byti

Cr
Z\—)=0; 54
() (54

jest-1li vSak ve vzorci (52) ¢+ =p a tudiz

*) Neodvisle ustanovuji se podle vzorce

(1;), —1, 0 ,..., O .
—1
(). 65, 5 o o

(i—1)! Chm1 = (11), (Pgl], (P;2),..., 0 ,

P p_—l) p—2 p—i-{—l)
. 1) \i—1)? (+=—2)7 """ 2
o ¢emZ snadno se presvédéime, vyloudfme-li ze soustavy vzorcd (53)

piisluinych viechny stfednf C, pfi Gemi determinant soustavy se bude
rovnati 0 a po rozkladu d4 tvar tuto uvedeny.
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@—1)Cua=14+C+C,+ ...+ Cpus,
toz patrno, Ze podlé vzorce (54) jest

(p—1) Cpr) __ ,((2Cp—1—Cp—) _
Z( P ) - Z( P =) =1,
neb odstranime-li ¢len ¢islem p délitelny, Ze 4
—Cp— -1
z(—z,u) —1, neb z%— —0,  (55)

coX se shoduje tiplné se vzorcem (51).

Jak patrno, ¢inf Wilsonova poucka vyminku v pravidle
vzorcem (54) vyjadfeném ; viechny kombinace prvkd dfive vy-
tknutych daji ¢isla délitelnd éislem p, jen nejvySsf nutno dopl-
niti jednotkou, aby méla tutéZ vlastnost. Jestli na pf. p =5,
bude

C,=14+2+4+344=5.2 .

C,=1.2+1.3+1.4+4+2.342.443.4=5H.7

C;=1.2.34+1.2.4+1.3.44+2.3.4=5.10

C,=1.2.3.4=5.5—1.

Vritime-li se k stejniné pivodnf a uvedeme-li ji na tvar
(41t — gt L1 =C, 2?2 4. .. (Cp—1}+1),
pozname, pouZijeme-li vzorce (54) a (b5), Ze vyraz na pravé
strané jest ¢fslem p délitelny, z &ehoZ jde, Ze totéZ plati

i o vyrazu na strané levé, takze i

—1,1 ___pp—1
Z[(w—{—l)” P a? +1)]:0, (56)
coz vyjadiuje Wilsonovu poucku Lagrangem roz§itenou.

Jestli tu koneéné >0 a znali-li zdrovei z a p ¢&isla
nesoudélnd, tedy

z /
Z(T) =p—p.
tedy x = mp + p—p’ neb z-4p’' =p (m- 1),
poznévime, Ze i fakulta '
@+1pri=z=@+D)E+2)...+p)... (@+p-1)

jest -Cislem p délitelna, ponévadZ obsahuje faktor x-}-p‘, naleZ

ze vzorce (56) jde, odstranfme-li ¢len délitelny a obritime-li
znamenf,
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p—1__
z(% 7 1):O,
coZ vyjadiuje poucku Fermatovu. :

Jak z tohoto pochodu Lagrange-ova jde na jevo, vyvine
se napted vSeobecnd poucka (54), kterdZ plati pro ¢<<p—1;
na zdkladé této poucky p¥ijde se k vymince pro 7=p—1,
kteriz predstavuje poucku Wilsonovu, nacez se obdrii pomoci
obou rozsifend poucka Lagrange-Wilsonova, z niZ co zvlastnf
ptipad plyne poucka Fermatova.*) '

§. 10.

O shodnosti ¢isel.

Délime-li ¢isla a, b &slem m a obdriime-li v obou pii-
padech tentjZ zbytek e, jestli tedy

#(2)=2(2), o

jsou ¢isla a, b podlé m stejného zbytku, v kterémito pifpadé
sluji shodnd neb Longruentni podlé ¢isla m, zvaného mira neb
modul.

Vzorec (57) pravi tedy téz, Ze

2(%5H)=2(55) =0

coZ se podlé Gausse vyznacuje symbolem
a="> (mod m) (58)
a Cte ,(Cislo) a shoduje se s (Cislem) & dle miry (modulu) m“,
pii CemZ vyraz (58) sluje shoda neb kongruence.
Podlé toho jest na pi.

2(3)=2(%)
neb 17 =22 (mod b),
jelikoz

17—22
5 1

*) Poucka Wilsonova jmenuje se podlé Anglicana Johna Wilsona, a vy-
skytuje se ponejprv ve Waringovych ,Meditationes algebraicae® Ed. 3.
pag. 380. Zvlastni dikazy podali Lagrange ,Mém. de Berlin“, 1771,
pag. 125, Euler ,Opuscula analytica® Tom. 1. pag. 329 a m. j.
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Jak z tohoto.vyméru shodnosti patrno, moZnd vSechny
vzorce §. 7. psati téZ co shody, jako na pi.

Z(%) =0 jest a=0 (mod p)

Z(%) =« jest a =« (mod p)

ar—1—1 .
Z( 7 ):0 jest a!’flzl (mod p)*) atd.

Shody maji velmi mnoho zajimavych vlastnosti, jichz se
pfi rozmanitych pifleZitostech s velikfym prospéchem uZivd;
proceZ sestaveny jsou tuto nejdiileZitéj$i z nich splisobem dvojim
vedlé sebe, i podlé vzorce (57) i podlé vzorce (58) vyjadfeny,
aby se ziroven poznalo, kterj spisob psani jest v kterém pii-
padé vyhodnéjsf.

1. Vyhovuji-li a, b, m podmince

2(3)=2(3)
bude zajisté i podlé vyznamu tohoto symbolu
z(%) =2z(2). | s=a (mod m.
2. Platf-li soucasné
z2(L)=2(L), | a=h moam,
Z(%):Z(—% ) b=h (mod m),
bude zajisté i
Z(—%) :Z(—;bn—), a=>b (mod m),
3. Znati-li p a q cisla celistvd a jestli
Z (—3—) = Z(%) ) a=>b (mod m),
jest patrné téz ‘

*) Podlé toho vyznatiti lze
¢éislo sudé bud tvarem Z (12'.) =0 neb n=0 (mod 2),

a=1>b (mod m),

. lické , z(%)=1 , n=1 (mod 2).
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a-+pm=>-+ gn (mod m);

ebytek se meméni, piicteme-Ui | shoda se mnerudi, pricteme-li

k délencam multiplum délitele.

Ze p neb g mohou byti
zvlasté uvadéti.

k shodnym cislim multiplum
modulu.

téZ mnegativni neb 0, netfeba

4, Znadi-li p cislo celistvé a jestli

=7 (g—{ '

a
7 (5
jest patrno, Ze i

2()=2(2);

zbytek se meméni, andsobime-li
délence stejnym Cislem celi-
stvgm.

5. Jestli vSak naopak
2(2)=2().

platf jen pro nmesoudéiné m a p

2(2)=1(2).

délence mosnd déliti jen fislem
nesoudélngm s délitelem.

=b (mod m),

ap = bp (mod m),

shoda se meméni, zndsobime-1¢
cisla shodnd stejnym Cislem ce-
listvgm.

ap = pb (mod m)

a=b (mod m);

oba éleny shody moind déliti
jen Cislem nesoudélnym s mo-
dulem.

Neb kdyby p» a m byla éisla soudélnid a tudiz
m = as, p = or,
kdeZ r a s jsou ¢isla nesoudélnd, bylo by

(%)=

Z ”SC)

a tudfz podlé zndmého pravidla jen

Z(—?—):Z(—g—). ' a=>b (mod s),
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Na pf. méme patrnd

2(B)=2z(%), | ss=21 (ot 0),

delime-li viak 3, nebude

z(%-):z(bl) 11=17 (mod 6),

nfbr z(%) :z(%). 11=17 (mod 2).
6. Jestli v nékterém pripadé

2(L)=2(1), | a=t (ot po),

bude nutné i

z (%) =z (%) . |l e=1b mod p)

vz () =2z (%) a=1b (mod g),

coZz bez dikazu snadno se poznivd a i na vice déliteld da
roz§friti.

Jest-1i viak naopak’
z(%) :z(%) a=b (mod p)
z(-g—) =z(—;’—), a="b (mod g),
plat{ jen tehdaz \
2(2) =2(2)

znacéi-li p a ¢ ¢isla nesoudélnd, jakZz snadno mozné oduvodmtl
a i na vice déliteli nesoudelnych rozSfFiti.

a=> (mod pq),

7. Z rovnic neb shod
Z (%) Z (——) a=">b (mod m),
z2(L) = z(L) | c=a mod m
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jde patrné, secteme-li neb odecteme-li,

atec b+d
z (%) =257

a znasobfme-h
ac bd o .
z (W) =z (%) | ac=bd mod m);
pro a =¢, b =4d bude tudiz

at+c=0b+4d (mod m)

2
) ¥ ) =b* (mod m)
a podlé toho i vieobecnd pro celistvé a positivni »
(m) a* == b (mod m), (59)

jakZz moznd dokdzati 1ozmamtym splsobem. Jestli totiz s Jedne
strany

ay — — N

W) - m) 4 =b,

7(3) = (). | o

}(mod m),

%;-) = Z(% ) ‘;aEb"J

obdrZime, zndisobime-li na obou strandch,

Z(ala2 ) Z(bb b)

a z tohoto vSeobecného vzorce pro

a0y ... 0, =0,b, ...b,(mod m),

vzorec (59); jestli pak s druhé strany

ay) _ b
z () = 2(5),
coz znalf totéZz jako rovnice
a =b - mp,

a=1"b (mod m),
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uvedme na obou stranich na mtou mocninu, naceZ obdrzime
a* = b +m P,

kdeZ vyznam c¢isla P jest patrny, naceZ bude opét (a* — b*)
délitelno éislem m, coZ vyznaCuje vzorec (59); koneéné budiz
poznamendno, Ze

a*—b* =(@—>) (a*»—? +...4-b1),
z C¢ehoz jasné jde souvislost pfedeslych dvou vzorch na jevo.
8, Znati-li tedy f(z) celistvou rationdlni algebraickou funkei

tvaru
[(#) = Aa™ 4 Ba» -} Ca? 4. . .,
kdez A, B, C, ... jsou disla celistvd, a plati-li tu

a b
z(3) = 2 ()
plati zaroven podlé poudek predchizejicich
fla)y _ f(6)
z (L) = 2(57)
9. Jestli dile .
a ; b
z () = 2 (),
coZ zna¢i podlé predeslého, Ze

a=>5 -} mp",
obdrZime, uvedeme-li na mocninu ptou,

ar = br +pn+1 Q’
kdeZ vjznam veliCiny @ jest patrny; i bude tudiz

2 (%) = 7 (Zo):

opakujeme-li pak toto pravidlo ekrite, bude vSeobecné

o o
D D :
a . b o o
VA {-—pn+a } = Z {—p”+“ },I ap = bp (nlOdP”+“)’

¢ = b (mod m),

fla) = f(b) (mod m).

a=1"b (mod p"),

aP == bP (mod pt?);
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z ¢ehoz jde, polozime-li #» = 1,

o o
ap — l)p o o
z{ = } = z{ - } , o =P (mod pa+1)

p b4
coZ souhlasi se vzorcem (43) pro b —=1.

- 10. Jestli soudasné
a="0(mod P), a=1b(modgQ),
kdeZ jest '
P=po gt res?...
Q=1p%¢f " ...,
pii CemZ znacél p, ¢, 7, s... ¢isla kmennd, a plati-li zirovei
a>e, DB, ¢c>p, d<JJ,...
takZe tu nejvétsi spolenou mirou cisel P a @ jest
m=p*q® " s...,
pak jde z danych shod neb kongruencf
a” = b™ (mod PQ).
Neb ptedeviim se z nich obdrzi
a="b (mod p%),
a="b (mod ¢f),
a=>b (mod r;’),
a=1b (mod s,

m to podlé pravidla predeslého
@ =1 (mod p*°),
aqb . b'lb (mod qb+ﬁ) )
a” =4 (mod +"*),

o = 5" (moa s*°),

. ¢ e a . e e 4y



208

. . . . B
dale pak uvedenim prvnf shody na mocninu ¢’ #” s*..

‘9

, oy d
Qruhe w1 R N A
v a b d
tireti » " w D g S .,
v . b
ctvrté . » g ...,

a dosazenim Cisla m
am=bm (mod p“+“) y
an=:pm (mod qb+ﬁ) ,
an=t* (mod "),

am === hm (m()d. bd+6) )
)

z ¢ehoZ jde konecné, ponévadz jsou p, q, r, s... Cisla kmennd.
am == b (mod »” qb " qﬂ -ry)
aneb podlé sznamil éisla P a @
a™ =™ (mod PgQ),
jakZ bylo s pocéitku praveno.
Jestli pak ve zvlistnim piipadé @ obsazeno v P, a jestli
tudiZ ¢islo @ samo nejvétsi spolenou mirou, bude
a? =02 (mod PQ).
Jestli tedy .na pf.
256=1 (mod 12),
bude podlé tohoto pravidla téz
, 25%*=1 (mod 96),
ponévadZ 4 jest nejvétsi spoleCnou mirou cisel 12 a 8.

(Pokracovéani.)
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