Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Karel Petr

O rozkladu ¢&isel v souet deseti a dvanéacti ¢tvercu

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 34 (1905), No. 3, 224--229

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121165

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1905

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121165
http://project.dml.cz

224

Pro tuto jest rovnice assymptoty
=19
rovnice pifsluf§né kuZelosetky pak:
x® -+ y* —qz =0,
kterdZ jest v tomto ptipadé kruZnicf.
III. M4-1i rovmice (4) v8echny kofeny realné splyvajici,

je-li tedy
a+bu—+cu? + u® = (u—a)®>=0,

pti temZ @ jest koien této rovnice, jest

—_— A] A2 AS
=T (u—a)2+ (u— a)®"

Vyznam prvého a drubého ¢&lenu pravé strany jest jasny,
tfeti ¢len jest hodnotou tsetky priseku piimky (2) s kfivkou:

(y — ax)® = 4,27,

kterdz jest stupné tfettho. V pifpadé tomto jest konstrukce
methodou v piedchozim vysvétlenou nemoZna, nebof vedle
utvaru linearného a kvadratického nutno pouZiti k sestrojenf
i utvaru kubického, o jehoZ sestrojeni se vSak pravé jednd.

O rozkladu c¢isel v soucet deseti a dvanacti
étvered.

Napsal
Dr. Karel Petr.

Jedna ze zajimavych dloh theorie ¢éfsel jest otdzka, kolikrat
1ze dané ¢&islo celé jakoZto soucet nékolika Etvercid &fsel celist-
vych vyjadFiti, t. j. jinymi slovy, kolik feSenf v &fslech celych
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Xy, Ty « .. x,*) md rovnice
z42;+4 ... 2 =N,

kde » a N jsou dand ¢isla celd. Tato uloha jest riizné nesnadond
dle toho, je-li v — potet to &tvercd, jichZ soudet md ddti N —
tislo sudé anebo liché. V pifpadé prvém lze tlohu dplné a
s vysledky velmi jednoduchymi fegiti pro ty pifpady, Ze podet
ttverci v =2, 4, 6, 8. Vysvétluje se to tim, Ze podet tiid
forem kvadratickych positivnich pii diskriminantu 1 jest rovny
jedné, kdyz polet proménnych nen{ vét3f neZz 8; kdyZ poclet
proménnych jest vétsf nez 8, miize byti a jest asi tifd vice
(o diskriminantu 1).%%)

Avsak i pro v > 8 lze tlohu svrchu vytéenou pro nékteré
pripady alespoil z ¢dsti FeSiti. Tak uddvd jiz Eisenstein vétu
pro rozklad éfsel tvaru 4k -+ 3 v deset &tverct**) a Liou-
ville 1) pak ustanovil jednoduSe podet rozkladd jakéhokoliv
tsla v deset ¢tvercd. V jiném c¢ldnku 71) uvddl pak Liouville
vétu pro rozklad dvojndsobného Eisla lichého ve dvandct &tvercd.
Tyto véty nebyly, pokud mi zndmo, dokdziny a byvaji jako ne-
dokdzané uvadény. Chei v nédsledujicfm na to poukdzati, Ze jest
snadno je jakoZzto disledky zndmych rozvoji pro funkce ellip-
tické odvoditi, pti ¢emZ, kdyz » == 12, dostaneme rozklad kaz-
dého &isla sudého. (Ze véty pro rozklad tisel ve 2, 4, 6, 8
¢tverci z rozvojh elliptickych funkef plynou, jest obecné zndmo.)

Pro thetafunkce bude uzito tohoto oznatenf:

*) Pri tom mohou byti, jak v ndsledujfcim predpokldddime, z,, z, ...
¢isla kladnd i zépornd a i hodnoty nullové pro né jsou p¥fpustné.

*¥) Srovnej Extraits de lettres de M. Ch. Hermite a M. Jacobi sur
diff. objets de la théorie des nombres, Crelle’s Journal, Bd. 40, str. 285;
Eisenstein, Mathematische Abhandlungen, str. 195.

*&¥) Eigenstein, Math. Abhandlungen, 1. c.

+) Liouville, Nombre des représentations d’un entier quelconque
sous la forme d’une somme de dix carrés, Journ. pour math. pure et appl.,
II série, 11. svaz., str. 1.

11) Liouville, Journal pour math. pure et appl, II sér., 5. svazek,
str. 143.
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1 9 2
O (v) = 2¢* sinwv — 2¢* sin 3wv < 2¢* sin v — . ..

1 9 25
0, (v) = 2q* cos mv -+ 2¢* cos 3nv 4 2¢* cosbwv 4 . ..
0, (v) =1 — 29" cos 2zv 4 2¢* cos 4wv — 2¢° cos 67w - ...

0, (v) = 1 -+ 29" cos 27zv -+ 2¢* cos 4w + 2¢° cos 6w - .. .

0,, ©,, ®, necht pak znatf hodnoty piislu§nych thetafunkei
pro v =0; @, @ hodnoty prvni, tfet{ derivace prvnf z téch
funkef pro v = 0, atd.

Funkce
0, (v)

T.(v) = 6,0, @)

jest funkce dvojperiodickd *) (druhého druhu o perioddch 1, 7);
pii tom znamenajf «, B, y tii riznd &isla rovnd ¢% na poiddek
¢fslim 1, 2, 3. Pro derivaci této funkce jest tento jednoduchy
vzorec

T (v)=— nT/), (v) T, (v).

V ndsledujfcim jsou ndm pottebny hodnoty funkee 7% (v)
pro poloviny period; dostdvdme snadno

T, (%) —0, = T (%) —e:, T (%) — o,
nfg)=—ien ni)=o  n(f=—e
T, (}—jf) = i@, T, (1 ‘2“) =6, T, (1_;“) —0.

Rozklad cisel v deset étvercii. Ctvrtd derivace funkee 7,(v),
jak snadno lze vypolfst pomoc{ svrchu uvedeného vzorce, jest

T @)= 2 TL0) [T () + T,0) + 14 1@ T20)]
+ 4B T T(0) + T/*w)]

Dosadfme-1i do tohoto vyrazu za v poloviny period, zjedndme
*) V jiném oznadenf jest, jak zndmo

%0 .
Ta(v):—;ll-vz)(u) —eq; wu=20,v, a=1, 2, 3.
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si ihned tyto vysledky

7, () =@:0: + 1650,

7,0 (%) = — 27020 - 46'0") .

K témto dvéma rovnicim stadf ptibrati zndmou formuli*)

@ng —3 %"2 = 2'0'0;
)

3

anebo jinak
0,0, —36," ='0:0}0: .

Snadnou kombinaci téchto ttf rovnic plyne vzhledem ku
vztahu O} 4 @) = @} tento vysledek

1

v
(L

)+zT<l‘)( )+2@<H>@ 30, =x'.56,",

kterymzto vztahem nds ukol jest feSen. Nebof
6, = Z¢*, k=0,+1,4+2,....

a tedy ©,° jest ddno Yadou postupujici dle mocnin &isla g
a koefficient »-té mocniny tohoto ¢fsla ndm uddvd, kolikrat toto
¢islo » lze rozloziti v 10 étvercd zplsobem svrchu podrobnéji
vytéenym. Na levé strané pak jsou vyrazy, jez lze snadno jakozto
Fady mocninné vyjddfit na zdkladé rozvoji funkei elliptickych
zndmych jiz z ,Fundamenta nova* (str. 101 a n4sl.).

K vili jednodus$imu vypottu méjme jeSté na mysli, Ze

O,(t)7™ (T O,(v) 7™
() (=) =
T, { ) [O % 5 e (1,)] =0 tT, ( 2) [@2@3 0, v)l,_(,
Médme pak snadno

— 1) 4 .’.m+
___T(IV)( ) _+4Z( 1) (2m+1)q l.’ ”0:0’1’2,_“

zm-f—l

*) Viz na pf. Tannery-Molk. Fonctions elliptiques,: t. II, str, 260.
15%
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¢ T (2m)*q™

Zpan(Z) — (em)"q™ —

=T, (2)_4;1+qm, m=0,1,2,....

7% (0,(M0; - 0,"?) = Z(z* — Bz, 2,y =0,+ 1,%2,....

Z téchto vysledki plyne ihned: Potet rozkladd ¢isla n = 2*N
v deset Ctvercd jest,

1. jestlize N= 3 (mod 4),
4
Py(n) = 5 (21444 — 1) Z(d*443 — Arapg1) s

kde d jsou délitelé cfsla N ato dyys délitel shodny s 3 (mod 4)
a dgp1 delitel =1 (mod 4);

2. jestlize N =1 (mod 4),
J— 4 42 +4 4 1 16 4 2,,2
Pyy(n) = —5‘(2 T4 1) Z(dieyr — dlarys) + 32(.70 — 3z%y?),

kde prvé znaménko souctové vztahuje se na vSecky délitele
tisla N, jichZ oznaceni jiZ vyloZeno, a druhé znaménko soucitové
se vztahuje na viecka celistvd (kladnd, zdpornd, po piipadé
i nulle rovnd) «, y hovic{ rovnici

2?4 y* = 2'N.

Rozklad éisel ve 12 ¢tvercii. Tu vezmeme v uvahu funkei
200) = e+ () T2).
PO =eut g Ti0).

Jeji étyrta derivace jest

P00 = (2] HTIO T0) + O TS0 + T Tio

-+ T30) T3(v) + i) Ti(v) + T3@) T3(0) + 9 T3 (0) T, (0) T5()].
Do tohoto vyrazu dosadime
1 1

V=5 v=—7, v=

2

10|

T
+§‘s

¢imZ dostaneme



T 6
ﬂmwozbg)w@@p+@@)
-1
6
P @)= (5) 8(—©;6:—6;0)),
. 7::l 6
P (@) = (5-) 8(6:06;— 66y
1
Z téchto rovnic plyne ihned se zfetelem ku vztahu

©! + 0; =6},
v , E AN
2pIV) (0,) — p (@) — V) () = (5=) . 16[0} 4 6}7]
1

a z tohoto vatahu, jak patrno, lze odvoditi pocet feSenf rovnice
x4 ol =2n,

kde » jest libovolné Cfslo celé. Vyrazy na levé strané dosta-
neme snadno ve pifhodném tvaru, dosadime-li do zndmych roz-
voji trigonometrickych funkei p (u + @), p (v + ,), p (v 4 @;)
za u = 20,0 = 0.

Tak dospéjeme koneéné ku rozvoji

(2m) 1)m m5 qﬁm

ST

O +0;' =2 4+16 25 —mz(
m_l, _2, 3, veny

ze kteréhozto rozvoje plyne: Polet rozkladd é&fsla » — 241 N
(N &fslo liché) ve dvandct Etvercl jest

10 . 25++5 _+__2£
31

pii ¢emZ znaménko souttové se vztahuje na viecky délitele d
¢isla N.

P, (n)=24 . Xdd,
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