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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a tysiky,

Nékolik kapitol z nauky o cislech.
Napsal
Emil Schonbaum.
L

V nauce o Cislech hraje velmi dtlezitou tlohu funkce,
kterou Legendre ve svém Theorie de nombres oznatuje E (),
kdezto Gauss zavddf pro ni oznadeni [x]. Definice je velmi
jednoduchd: Pro necelé cislo x znati podle Gausse [z] nej-
vetSi celistvé ¢islo mensSi neZ . Tato definice platf i pro nega-
tivnf x a sice jest na pf. [%:, =1, [— %] = — 2. Pro ce-
listvd a jest ovSem [a] = a. A

Funkci té pFibuznd jest jind, kterou oznadujeme {z} = nej-
blizsi celistvé ¢fslo k = Tedy {2—}: 1, {— -215—}:——1. Roz-
dilu z — {x} = R(x) uzivdi ve svych pracich Riemann.

Povaha funkce [«] jest jednoduchd a vysvitd nejlépe z gra-
fického zndzornénf. Na mistech x =0, 41, 4-2, +3..., skoé¢{
vidy funkce o 1.

Nékteré vlastnosti jsou samozfejmé

Lo+ [—z]=—1
2. [x] +a =[x+ a]. jeli a cels.
3. [#] +[h —x] = h — 1, nebot
z=[z]4+¢ 0=e<1,
h—z=h—[z]—¢
a tedy
[h—2]+[2] =h —1.

18
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4. [z] 4 [y] = [z + y], nebot
z=[z]+e 0=e<],
y=Ml+n 0=1<1,
st+y=[2]+y]l+e+

a protoZe & + =0, po ptipadé téz =1, jest

[z 4yl = [#] + [y]-
5. Obecnéji jest

[2, + @+ .. . 2] =[]+ [2] + . ..+ [2]

a odtud pro z, =, =... =w, =%
[nz] = n[z].
[[5]]
. . Yy x7, . .
6. Jest téz lehko dokdzati, Ze l__z_ '_—_- [-y—z]’ jest totiz

x
x x z [y & -
== <L s < Vv =LtJJd —

y_[y]+e, kdez 0 =e<1, tedyyz__ +z a

[ﬁ]
[ﬁ] =LY pebot £ < L.
. V4 V4 2

yz

7. Znadf-li z libovolné ne celé positivni éislo, mezi jehoz
ndsobky z, 2z, 3z, ... nx se nevyskytd Zddné celistvé ¢&islo,
1 2 3

pak plati totéz o 2 7 =z N %, pfi CemZ A = [nx].

Déle jest

[z]+[2x]—'{—...‘+[nx]+|:—9]c—]+ [—i—} +...+[%] — nh.
Prvd ¢dst této véty je evidenmtni. Kdyby totiz bylo pro

néjaké éfslo o z fady 1, 2, ... h, % =b, b tislo celé, tedy

by muselo byti 8 =<n— 1, nebof a =<h =[nzr]<<nzx, tudiz
br —a, coz odporuje pfedpokladu o povaze éfsla x. Druhd
t4st véty se dokdie takto: V fadé [x][2x] ...+ [nz]

maj{ vSechny ¢&leny aZ po [_%] -ty hodnotu 0. Nédsledujfci aZ
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k l:%]-tému jsou rovny 1, od [—i—] -tého aZ po [—i—]-t;’r ¢len
maji hodnotu 2 atd.; jest tedy )

[#] 4 [2%] + [8%] + ...+ [n2] = 0 . [1]+1{[% —[—1—]}

x x

#al[2]- [+ oo 2] -5

o[

I
Odtud obdrzime, zjednoduSime-li pravou stranu, vétu.
JakoZto disledek plyne ndsledujici poulka: Jsou-li p, &

¢fsla nesoudélnd, lichd, jest

1
e 2O e ] 2
tim—np 1
+H = —|=7E-D0o—0D

Je-li totiz & <<p, jest

1
=Dk . 5 &=np| |

Staci tudfz poloziti v pFedeslé pouéce
-k 1 1
7= —?—(p——-l):n, g(k-— 1)=nh.
Tato véta, jejiz dikaz jsme zde podali dle Gaussa (Werke.
Bd. II., str. 3.), jest zdkladem slavného ttetfho dikazu Gaus-
sova reciproénf véty o kvadratickych zbytcfch.
8. V &iselné theorii jsou to v prvé Fadé soulty nejvétsich
celkd, které se vyskytujf, a jest praci sem spadajicich veliké
mnozstvi. *)

*) Viz na pi. Jac. Hacks: Uber Summen von grossten Ganzen. Acta
math. 1887, I. — M. Stern: Sur la valeur de quelques series etc. Acta
math. T. 10. — Lerch: Rozpravy ¢. ak. tifda II ro¢. VIL &. 6. a 7. atd.

18*
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Pri tom jest uzitetno miti pro [#] vyraz, s nimz se dd
pohodlnéji manipulovati. Nechybf ani na takovych vyrazech.
Velice pohodlnd jest nasledujici forma pro [z], které ve
svych pracich a ptedndSkdch uzfval Kronecker (Crelle Journ.
sv. 104 a 106),
h=r—1

1
[z] =5 Zm -+ sgn (x — h)). )
=1

K vysvétleni této formule tieba podotknouti, Ze sgnx znacf
positivni nebo negativni jedni¢ku, dle toho, je-li &> 0, nebo
<0, pro =0, jest sgnx=0. S¢itdni provddi se od A =1
‘az po h=r—1, kdez r je libovolné celé &fslo vétsi nez x

Ze potom jest vyrazem na pravo stojicim [] vyjédieno,
jest ziejmo, nebot pro v8echna k> z jsou tlenové souétu = O.
Jen tieba jeSté poznamenati, Ze, je-li x celistvé. neshoduje se
tato definice funkce [z] s obyCejnou. V tomto piipadé jest totiz
pro jedno A sgn(x—h) —=sgn 0 =0, a tedy [z]=x— %
Kdybychom definovali sgn 0 = 1, bylo by [#] = « pro celistvé .

Pomocef formule (1) lze dokdzati velmi snadno mnoho vét,
jichZz diikazy jinak vyZadujf znaéné ndmahy.

Dokazme podle Kroneckera, Ze

n—1 m—1
& km ’ & [kn 1
E 3=+
k=1 k=1
kdeZ m, n znaéf libovolnd lichd &isla.

Jest totiZ

F=D)

)= e i)

k=
n—1
—
V soudtu lze ale kldsti misto %’ —é—(m + 1) — &, nebot

pro v8echna k=1, 2, ...,

tim se zméni jen pofddek scitancid, takie jest
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ko 1 Rl EooRo1
m
Déle jest
n—1
2 ’

[ b= 5 (1o (=50

pro k¥ =1, 2, 8, ..., m_;l, nebof » miizeme tu patrné
n -+ l—k,

kldsti :’tl-——l. Zaménime-li zase soudtovy index za 3

2
¢imZ se nic nezméni, bude

[ny 1) = 1§(1+sgn Bkl

k::’—{——;—J a selteme-li viechny

Srovndme-Ji s vyrazem pro[

identity pro =1, 2, ... ——

=1, 2, ’1‘-5‘— obdr#me

n:} m—1

- @+_,1, _ ¥ lf'_’i‘_l_l
2w te =Y T

Zavedeme-li tu jesté funkeci dfive oznacenou {x} a uvdzime-li,
ze jest dle definice {z}=— [x+2], coz lze lehko dokdzati,

mdme jednodus§i relaci
- (n—1)

Tl ).

Snadno lze téZ odvoditi ndsledujfcf relaci Buscheovu:
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Znati-li opét m, n libovolnd lichd &fsla, jest

n—1

5[]+ )= b

Jest totiZ opét pro k=1, 2, ... ”_2_1

m—1

2km 1 k K e
[T] =45 ;I: (1 ~+ sgn (—--— 2_m) ), nebot r lze tu voliti —m.
m—~1 1y k k
T ’; son (55— gm)
a tedy
n—l
&N (2m]  (m— D@n—1) | 1 E K
Zk[ n ]—*—r“—+f son (3 = o)
k=1 k, k!
_ n—1
k=1,2. ... 7

=12, ...m — 1.

Pravé tak jest ale primo

—1

Bifiz)- === o )

k=1

]

takZze véta tvrzend jest dokdzdna.

9. Jiné vyjddienf funkce [x] obdrZime pomoci elementdr-
nych trigonometrickych fad. Jiz grafické vyjadienf funkce [z]
samo upomind na grafické zndzornéni elementdrnych funkei de-
finovanych Fourierovymi fadami, a podobné vyjddieni pro [z]
jest si snadno zjednati.

Vyjdéme od zndmych vzorcd (wz na pi. Studnicka: Mono-
periodické funkce str. 163)

L. L : g smnmv + 51- sin 2ma 4 —-sm 3ma 4 .

™~ gin kne
kn

b=
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xz sinmx 1
II. = —on

= sin 27z in 3mx — .
3 p }— =S 3w ..
E k-l sm kmc

Oba vzorce platf pivodné jen pro 0 <<z <<1. Abychom
platnost jich roz3ffili, kladme na pravé stranéI. z =1 +§; tim
obdrzime dle II

smnE 1 . Y i
—i— sm2n§—§i sin 3=z& + ... =—3
pro 0 <<§<<1
a tedy
sinzz 1 . | _1—=
po +2—”sm2ux+3—zsm3m+..._ )
pro 1 <z <<2.

Klademe-li ale na pravé strané I. @ —2 4 £, obdrzime
L smkazg__ —§ pro 0 < &< 1

a tedy vrdtime-li se ku =

2"’ sin knw pro <2 <3B,
obdobné jest
Esmlmx .__‘?pro3<x<41
a obecné -
k sm kn'x 2n +21 pro 2n < z << 2(n+ 1),
=

t. j. hodnota Fady jest rovna poloviénfmu rozdflu nejbliZ¥tho

lichého ¢fsla a &isla .
Stejnym zplsobem lze odvuditi ze II. obecné

Z (— l)k_lsmk:n:x_x——2-2n pro 2n — 1 <z <<2n+4-1,
h=1
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t. j. hodnota Fady rovnd se poloviénfmu rozdflu argum. z a
nejbliz§tho sudého &isla. Z obou poslednich vzorch plyne ode-
¢tenfm |

N\ sin 2wz 1
2_.}%&& S = 20— x + 5 bro n<<er<<2n+1,
tedy

1 ksm Qknzx
kmw

k=1

Poznamenati dluzno ov8em, Zze pro celistvé z dluzno zde
brati (x| = — —}. Tato formule je wcéelnd pri vySetfovdni
celé fady vztah@t mezi [z] a jinymi Ciselnd theoretickymi funk-
cemi, na pf. Legendreovym znaménkem,*) funkel u (x) atd.

Jiné vztahy mezi soudty nejvétsich celkdi prameni ve vys-
§ich partifch nauky o éfslech. Tak lze z nauky o poltu tfid
bindrofch kvadratickych forem odvoditi mnohé identity, na pf.
vztah Liouvilledv *¥*)

‘;(~ 1)%3[%] ZWm—oq, kdez s = 1, 3, 5,

=0, 1, 2,. [Vm]

10. Veliké mnozstvi formulf dostaneme, kombinujeme-li
funkei [«] s funkei u (), zvanou obylejné Mertensovou a defi-
novanou nédsledovné

() = (— 1)”, obsahuje-li z v vesmés r&znych prvodiniteld,
@ () =0, obsahuje-li z kvadratického dehtele
e()=1.

Této funkee u(z) dd se uZiti s velkym prospéchem ve
viech partifch theorie éisel, zvldsté pti vyéetrovéni asympto-
tickych zdkont a frequence prvocfsel.***)

¥) Viz Lerch: Rozpr. &. akad. L. c.
*+) Liouville Journal de math. pur. e. appl. 1860; viz téz Lerch: Arith-
metické odvozeni Lejeune Dirichl. vysledkd atd. Rozpr. &. akad. str. 13.
*xk) Viz Mertens: Ein Beitrag zur anal. Zahlentheorie, * Crelle Journ.
Bd. 78. Uber eine zahlentheoretische Function. Sitzgsber. d. ak. Wien.
Nov. 1897. Landau: Uber die zahlentheor, - Function p (k). Sitzgsher. d.
akad. d. Wiss. Wien 1904. )
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My chceme jeSté odvoditi dvé jednoduché véty:

Predem je zndmo, Ze, utvorime-li z libovolného pottu ele-
mentd vSechny mozné kombinace, je pocet kombinacf sudych
ttid = poltu kombinacf ttid lichych. Z toho plyne ihned:

g;u(d)zo,

kdeZ se soulet vztahuje na vSechny délitele &fsla daného m.
Nebot je prdvé tolik déliteld se sudym pottem prvoiiniteld,
jako s lichym, potitdme-li 1 % prvym.

Pouze pro m — 1 jest Zy (d) = 1. NapfSeme-li viechny
@
tyto souéty pro m =1, 2, 3, ... n a selteme-li, obdrzime tak
formuli Lipschitzovu

440[]+u®[]+n~+MMﬂ%}::y@{ﬂ=L

K poucce té druzf se celd fada jinych Jonquiérova, Ce-
sarova (Bachmann: Anal. Zahlentheorie str. 309 a ndsl.)

Znamd funkce @ (x) definovand co pocet &fsel nepfevySu-
jicich # a nesoudélnych s z,

p@= (=) (=) )

01 02

jeli w=p*py ..., dd se téz psdti

p@=s—X +¥ o

pipe P1P2

kdeZ se soutet vztahuje na v3echny délitele ¢isla «.
Odtud se snadno obdrif

2m@—1—2u®[]

k=1

kde F(x) znaéi potet clendi Fady Fareyovy, jichZ ¢itatel ni
jmenovatel nepfevySujf Cisla z.
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1I.

1. Zodpovézme ptedem znimou elementdrnou otdzku : Kterd
jest nejvySS{ mocnina prvoéisla p obsaZend v soucinu » za sebou
jdoucich prvych &isel, tedy ve faktorielle n!?

Odpovéd poskytuje formule, kterou nalézdme poprvé u Le-

gendrea a jiZz chceme zviti jeho jménem.
Jest patrno piedevsim, Ze mezi ¢isly 1, 2, 3, ... n prvo-
¢fslo p jakoito Cinitele obsahuji éfsla

n
1}9, 2pa 3p7 e [’1’7'] y2)

tedy v celku [%] tisel. Ctvercem prvoédisla p budou délitelna

tisla
n 2
]pz, 2172, 31’21 e [;2:, oy

tedy [ ~;—2] ¢isel, ¢islem p® bude délitelno [gg]-éisel a tak to

jde déle. Hledand mocnina prvoifsla p, kterd jest jeité v n!
obsaZena, bude miti tudiZ mocnitele

n n n
cor= 3]+ 3]+ ]
kdez %k jest uréeno podminkou [}7“%] = 0. Pro riizné appli-
kace odporutuje se uZfvati pro « (») tvaru
W‘ n
m « =Y [ 5],
=1 p
coZ je dovoleno,” protoZe pro vSechna ¢>F% jest [ﬁ] =0.
Jinou cestou lze dojiti téhoZ vysledku takto:
Mezi &fsly 1, 2, 3, ... n jsou éislem p délitelna &fsla

n

1.p,2.p,3.p ... [—é—]p

a soudin n! je tudfZ délitelny soudinem
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2.3 |2
p-P

V soutinu [g«]! jsou ale ¢fslem p zase délitelna &isla

-[ﬁ—l
1.p.2.p,3.p.,. —] .p,

p
p

tedy jest soutin ten délitelny soucdinem

»

p[?z].1.2.3... [E?“’] nebot jest !_Lfﬂ_l,:[%]-

b

Je-li posléze opét p* nejvySS{ mocnina, pro niz [%c] >0

obdrifme co vysledek n! je délitelno éfslem

el Dl 20

Tato formule je velmi vyhodnd p¥i FeSenf riznych otdzek
tykajicich se délitelnosti.

2. Utijeme ji k dokdzin{ zndmé véty: Soulin m za sebou
jdoucich ¢fsel celych je délitelen soutinem m prvych éisel.

Staéi dokdzati, Ze libovolné prvotislo p jest v &itateli

podilu
@+1)@+2 ... @at+m__(@+m!

1.2.3 m al! m!

obsaZzeno nejméné tak Casto jako v jmenovateli. PouZitim Le-
gendreovy formule jest ale

a obdobné
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« (m) :Zi B’i] :

)= 3] +[5)

o (a -+ m) =« (a) + « (m).

ProtoZe jest ale

jest téz a fortiori

Véta tato jakoZz i obecnéjsi véta, jiz lze tymzZ zpisobem
dokédzati,

a ay,+ ...+ an! -
(Wt a + an) = celému C¢islu,
a !l a, ... a,!

odvozuje se obylejné z kombinatoriky, nebof zde znati podil

!
(a(;—{;- Z"T‘_ — ':’”?' potet permutac{ z (a, + ...+ a.) prvki,
al oL an!

mezi nimi% je a,, a,, ... @, stejnfch. PonévadZ véty se Casto
v theorii éfsel uZfvd (jeden z dikazi Fermatovy véty je na ni
zaloZen), jest dobie dokdzati ji pomtckami Cisté ciselné theo-
retickymi.

3. Znati-li a,, a@,, ... a, celd Cisla positivnf, jest podil

| { .
(ma))! (may)! ... (Mman); celym Gislem.

al a! ... an! (@, +a,+...Fan)!

Pro m =2 obdrifme vétu Catalanovu, kterou tento pi-
vodné vyvodil z theorie elliptickych funkei. Dle véty té jest

(2a))! (2a,)!
a;l a,! (a, +a)!’
Dikaz obecné véty jest snadny. Musi byti zase pro libo-
volné prvotislo
o (ma,) + « (ma,) 4. .. 4 & (Man)= « (a,) + a(a,) 4 ...
+ @ (am) + @ (a, + ay + ... + an).
Ale jest patrné vidy
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][] -+ 2] = 2]
T [ﬂ + [cz;_i_%jp,;__ir&n]

a tim je véta dokdzdna.
4. Mnohem obecnéjsf nezli piedeslé tvary jest podil sou-
tint faktoriell, jejz vySettoval E. Landau v Nouvelles Annales

de Mathématiques r. 1900 a jehoZz speciellnimi piipady jsou
podily dit{ve uvedené.

Jednd se o stanoveni nutnych a dostacujicich podmfnel,
za kterych je celym éfslem podil

m

< r!
P_Xll X0 X,,L!__;'I_ZIY]
! r! ... Yl ﬁY,.!,

r=1
pii tom jsou X, a Y, homogenn{ linedrné funkce » proménnych
U, Uy, ... s koefficienty ¥, 5% celymi a positivnimi (z nichz
mohou byti libovolné = 0), takze jest tedy

v=12 ... m

(Al

X, =a?u + aPut...+ aPu =2 al@u
i=1
Y, =bu, +0Pu, + ...+ bi”) w, = i bﬁ”)u,,', v=1, 2, ..
. =1

Jde tedy o vySettenf podminek, jimz musi hovéti (m + n)r
koefficientd a, b, aby podil
I (Zia? u)!
p—="= r=1i=1 e
i (z, b u) !
r=1 i=1
byl ¢fslem celym pro v3echna celistvd a posit. u.

Chceme podati ve zjednodusené formé Landauovo vySetio-

vinf. Pro libovolné prvoifslo p musf byti dle Legendreovy
formule

@ ii[]izg[]

=1 »=1
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Patrné ale stacf, je-li pro viechna p a ¢

o BREE

nebof souctem vSech podobnych nerovnost{ obdriime a fortiori
nerovnost (2). Podminka (3) tedy pro délitelnost stati. Jind
otizka je ovSem, je-li nutnd. Lze ukdzati, Ze ano.

Supponujme, Ze by bylo pro uréitou soustavu proménnych

855 [

a polozme jesté pi— N.
Pak lze vidy uréiti ¢islo ¢ takové, aby

4 oX,(v<(@N—N)? prov=12 3, ... m,
Y, () <<(eN—N)? prov=1, 2, 3, .

nebof je-li 2z libovolny zlomek, lze vidy stanoviti &islo £ tak,

B
1)\
-aby af < (§8 —p)* ¢ili, aby ﬂ“‘ (_§§_1)__; stactt zvoliti na
2
pi. & = f%— , RateZ bude

2 2 2 ) 2 2 2 4
a tedy vskutku ef << (£ — ()% Plati-li nerovnost ta pro urcité
&, plati i pro kazdé vétsf & Stanovime-li tudfZ pro zlomky
X X0 X0 L0 YL® Y.
N N'™ N' N®' N'' N

piisludnd &fsla £ a nazveme nejvétSf z nich ¢, pak jsou splnény
pro toto ¢ nerovnosti (4). Obdobnym zplsobem lze dokdzati, Ze
d4 se vidy vyhledati ¢islo o takové, Ze plati relace

O[] =[5 [ =[5

pro vSechna » =1, 2, ... m, resp. v=1, 2, ... n.
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Nebot jest mozno zase ukdzati, Ze dd se nalézti Cislo g

takové, Ze pro libovolny zlomek -;i a pro vSechna % <C 7 plati

G-l emres

o

Fl e

jest vztah Zddany splnén. Hodnots

Stati totiz vaiti g = — natet pro kazdé

=T
e:[%]—f—l ——% odpovidd & = 0.

Relace (5) lze tedy vskutku splniti, coZ je hned patrno,
piSeme-li je ve tvaru

B[] B

G

kdez jen tieba uréiti ¢ z podminky -loz =1, takZe relace ty

budou platiti pro tisla ¢ vétsf nez g . Stanovime-li takto ¢

pro vSechna »—=1, 2, 3, ... m, resp. v—1, 2,3, ... n, a
zvolime ¢ maximalnf, budou relace (5) platiti. Shrneme-li tudfz
relace (4) a (5), vidime, Ze Ize vidy urtiti &fslo z, tak, aby
pro vSechna z > 7, bylo
e X, (0) <@N—p)?, 1Y, () < (N —u)?
v=1,23,...m resp.v=1,2, 3, ... n

=) =
0=0,1,2 ... N.

Uréime-li jesté prvoéfslo ¢ tak, aby zN-—pu — ¢, bude
patrné
(4a) X, (v0) <¢? Y, (w) < ¢%




_ X, (v) X, (vv) Y,)] _[Y, (zv)
oo ][4, ][]

nebof vymiz{ vSechny &leny aZ na prvni.
Jest tedy dokdzdno: podminka (3) je dostaujici a nutni.
PiSeme-li v ni jesSté z%: tl,Z—%:tz, e ;—j;: —=t%,, bude
pro délitelnost nutnou a dostatujfei podminka

3) 2 (X & = anv[y,, @1,

kdez ¢ jsou ¢isla pravé urcend, tedy rationdlnf.

Tato restrikce je ale zbyteénd a lze lehko ukdzati, Ze
podminka (3) musi pak platiti pro vSechna redlnd w.

Nebot kdyby bylo pro uréity systém proménnych (redlnych)
W, Uy, ... U, pro néZ X, (w), Y, (u)=0.

i X (W] < Zv (Y, (w)],

bylo by té% pro uréity systém rationdlngch t tvaru difve uve-
deného

(3% 2 (X @) < Z” LY, @)1

=1

Lze totiZ vidy najiti takové d, Ze pro 0 = h <9,
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[£9] = [T ] =r

(Plyne to z véty pro zlomek — odvozené, klademe-li g = 1). Tuto

7

relaci moZno téz psati

|2 () | =mn [ 2] =

a tedy téz

B [l < B[ rle] )

Ale h dd se tak voliti, aby ¢éislo (kde u jest redlné

v
1—h
¢islo), bylo ¢fslem rationdlnym, nebo dokonce nékdy celistvym. (Je-li

na pf. u, = V5, lze voliti k_l—\@— V%), ... p¥i Ctemz
X, (w) )
X]—1-

Byla by tedy vskutku i pro ¢ relace (3%) splnéna, coZ je
proti podmince (3). Vidime tedy: Nutnou a dostateénou pod-
minkou, aby podfl P byl celym &islem, jest

tteba oviem je3té splniti podminku 7 <§ =1

2 (X, @1= 3} 1% @)

ry=1
pro vSechna redlnd w, pro ndz X,, ¥, =0.

Pro praktickd vySetfovani jest zdhodno zkoumati, zda tato
podminka nedd se nahraditi jinou, pfi niZ obor redlnych éisel,
pro néZ nerovnost (5) md platiti, je siZen na vhodné voleny
intervall.

UkdZeme snadno, Ze jest tomu tak a Ze staci, plati-li
vztah (5) pro vSechna redlnd ¢&fsla intervallu 0 — az — 1 (0,
1, inclusive), pro néz X,, Y, jsou positivnf nebo rovny nulle
Jv=1, 2, ..
lv=1,2, ..
mogennich funkecich

Ze koefficient a®”, 5’ *v linedrnych ho-

19
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X, =au + aQu+ ... + au,

Y, = u 4 60w+ ... 47w,
musi byti positivni, jak jsme ptedpoklddali, jest patrno hned,
polozime-li na pf. 4, = u, = ... = u, = 0, w, = 1. Pak musf byt
al”, b positivni. Mimo to jsou oviem celistvé.

Supponujme tedy, Ze jest pro v3echna redlni u; inter-
vallu 0 =w=1), pro néz X,, ¥,=0

©) Emmzxuw
r=1 r=1
Z toho plyne piedev§im pro

Uy = Uy = .o = Uiy = Uiy ... =%, =0, u;=1,

m (2) ) » ( 2 (n)
aFa? .4 a e =000 b

¢ili
Z, a(’) -~ Z bU)

pro vSechna ¢ =1, 2, ... ». Jest tedy téz pro pos. celé k;

m

Zv al k> E b I

r=1
a settenfm r téchto vztahl pro i =1, 2, ... » obdrzime
Yo X =Y v,
r=1 r=1

pro celistvi a positival &, &y, ... &, .
Vedle toho jest dle supposice pro u; intervallu (0...1)

Zl (X (w)]= Z ¥, ()]

" a tedy souftem obou poslednfch nerovnosti, vzpomeneme-li, Ze

pro celé a Jest [e 4 B] = a4 [B], ‘
wa+m>2ww+m

=1
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Ale k- u probfhd patrné vSechna positivnf redlnd ¢isla, pro-
bihd-li & vSechna celd positivnd &fsla a » vSechna C¢isla inter-
vallu 0... 1.

Tim je tedy dokdzdna véta:

Je-li pro vSechny moZzné systémy realnych &isel u (0 <wu=<1),
pro néz X, (u) =0, Y, () =0,

2 (X)) = 2 [
pak jest podil

I X,()!
P—= r=1
IP Y, (w) !
r=1

celym ¢&islem,
(Bz+9)! (By)! (x4 5y)! (32)!

Jakozto piiklad dokaZme, Ze GG @2y £ 20

jest celym ¢fslem.
K tomu cili nutno dokdzati pro vSechna z, y intervalla
(0, 1) platnost relace

bz 4 y] 4 [z +5y] + [32] 4 [3¥]
= .80} +.3[y] +2[z+ 2]+ 2[y + 24].

Pro 0,0 obdrzime na obou strandch 0. Pro O,L na levo 9
a na pravo rovnéz 9.

Obdobné pro x=1, y=0. Pro 2 =1, y=1 na obou
strandch 18.

Zbyvé tedy dokdzati platnost relace té pro

<<, O<y<l.

Pro ® =y méme na levo 2[6x] - 2[3z], na pravo
2(3z] + 4[3«] a tedy relace splnéna. Zbyvd <<y, Vzhledem
k symmetrii vyrazu zvolme bez ujmy vSeobecnosti z>y. Pak
jest

Be+yl>[2x+y]+ [B2]>[22 4yl +[22+ Y]

[z +5y]>[x+2 9]

(3] > [z 4 2y],

tedy levd strana vétsf nez -
19*
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2[z+2y] 4 2[y + 24]
a vétsf neZ pravd strana, kde éleny 3[x] + 3[y] majf hodnotu 0.
RovnéZ lze dokdzati, Ze
4x)!(4y)!
2lyl@ - 2¢9) 1 (y + 22)!

jest ¢islem celym.
5. Jakozto dal3f applikaci Legendreovy formule dokazme

vétu:
Jsou-li m a n éisla nesoudélnd, jest

m+1D)(m—+2)...(m+n—1)
1.2.3...n—)n

¢fslem celym.
Podil ten lze psdti téZ ve tvaru

(m +n—1)!

n!m!

Libovolné prvotislo p bude obsaZeno v ¢&itateli s mocnitelem
2 [m + n —
am-+n—1)= { ]‘ -

v jmenovateli s mocnitelem rovnym

e (m) + a (m) = []+g[]

=

Tteba tudiZz zase dokdzati, Ze

= E
(== 2]+ ]2
pro libovolné prvocislo p a libovolné <.

To je ale hned vidéti, pi§eme-1i m = up’ -} r,, n'_—“ﬂfp""f- 7y
kde r,, r, jsou zbytky mensf neZ p!, takie [—1?7] =", [p—n;] =v.

Méme tedy na levé strané relace

R
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7y, 7, jSou ale celd Efsla, kterd nemohou byti, vzhledem k ne-
soudélnosti éisel m, », soutasné nullou. Na levo je v nejhorSim
pripadé w -+ v, nebo té%Z w4 v+ 1, na pravo ale jen u -+ v.
Relace tvrzend je tedy dokdzédna.

Ostatné lze tuto vétu dokdzati téZ ptimo na zakladé véty :
soutin » za sebou jdoucich &isel je délitelny soulinem » prvych
Cisel.

Jest totiz jednak mtm+2)...m+n—1)

1.2...(n—1)

celym
¢islem, jednak téz

(m—41)(m+-2)...m +n) _ (m+1)(m+2)...(m4+-n—1) m+n
1.2...n - 1.2...(n—1) Ton

Vzhledem ale k tomu, Ze' jest [m, n]*) =1, jest (m - n) ne-
délitelno éfslem » a tedy musi byti » obsazeno jiz v soucinu
m+1)m—+2)...(m+4n—1).
6. Budtez m, n celd positivni &isla. Podil
nm-4+1)(n+2)...(mn—1)

m"

jest ¢tislem celym, je-li m Cislem sloZenym, zlomkem, je-li m
prvotislem.

@) Budiz m prvocislem — p. Podil lze psiti ve tvaru

(np — 1)!
p(n—1)!

Pak bude obsazeno p v &itateli s mocnitelem

o (np — 1):2: [”p;—].

Mﬁzemg ale ukdzati, Ze
mp—1]_[n—1
P |

*) Toto oznaéenf zavddf se nynf pro nejvétstho spoleéného délitele
éisel m, .

nebot
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np—1__n— p-—l p—1 _ 1
7_—— i—1 + a 3

Nésledkem toho jest téz
oy [m—1 S [ 7 — 1
a(np —1) = l:“_“p :"l‘Z [pn‘——l ]

=2

V jmenovateli je naproti tomu obsaZeno p s mocnitelem g

eyl 3]

=]
Ponévadz jest jesté L——E——l—}_ n—1, jest patrné e(np — 1) <<

¢imZz véta tvrzend dokdzdna.

b) Budiz m ¢&islo sloZené a tedy m — p2q, kdeZ p jest
prvodislo, p vyskytd se pak v jmenovateli podflu

n(n+1)...0mn—1)

mﬂ
jako cinitel s exponentem ng, kdeZto v Citateli s mocnitelem
%S [ mpoq - —1 5 [n—1
x:a(nm—-—l)—a(n——l)— [ ] l:———]

Jest ale hned patrno, ze platf vztahy
mpeq — 11 [n—1 npeg —11o [n—1
pe‘i'l_— == -v_im T pg‘*‘é_— == p?‘
a t. d. pro vSechna ¢>p a tedy
npeg — 1 npq—l npeqg — 11
o e R s A e
P R e R

— 1
e=ng(14p+p'+...4p)—o=ng I;—T -
Stadf tudiz dokdzati, Ze

pr—1

ng 1
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Je-li ¢ =1, musi byti ¢= 2, a potom jest ng — 1 vskutku
ne mensi nez u.

Je-li ¢.>1 a piSeme-li p =1+ », kdez » =1, mizeme
relaci, jiZ mdme dokdzati, uvésti v tvar

ng ((1 +r)e — 1) =m+Do.r.
Levd strana jest ale vét$f nez

nqor + ng —~——~ 9(9 _ 1) 72

Proog>1,r=1,n>1 jest (¢g=1)

ngoyY == ngr

9(92 1) > or

a tedy jest relace spravnd pro vSechny ptipady.
Dluzno jesté podotknouti, Ze ptedpoklad » > 1 jest nutny,
nebof jinak by ndm bylo co ¢initi se vztahem

leqrgl ¢ili (o—Dgr=2 pro r=1,q¢q=1, 0> 1

Tato relace nen{ ale splnéna pro 9 =2, ¢ =1, » =1,

p =2, n=1. Vskutku podil %

1.2.8...(m—1)

m

slem celym pro vSechna sloZend m vyjma m — 4, zlomkem pro
m prvociselné a m — 4 (coZ je ostatné hned vidati).

7. Abychom také ukdzali, jak lze s vyhodou uziti kombi-

natoriky pfi vySetiovdni délitelnosti ¢fsel, dokdzeme, Zze ¢&fslo

celé (na)i_—Q je délitelno jests faktoriellou n! Ze jest Q

(al)®
)
¢islem celym, plyne ihned z toho, Ze @ _*;?Za%,_ ;}—'a)
2 n

jest tfslem celym. Polozime-li tu a;, —a, = ... =a, = a, jest
- ihned celistvost Cisla Q patrna.

Méjmez nynf N =mna elementd, Tvofme vSechny moZné
formace z téchto na elementd a sice tak, aby kazdd formace

neni celym cislem.

Pro n =1 mame tedy vétu:

jest ¢&f-
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¢itala » skupin po a prveich; za rizné plati jen ty formace,
pii kterych se od sebe 1i§f skupiny aspofi jednim prvkem. Jest
otdzka, kolik rdznych formaci Jze z N prvki vytvotiti.

Zvolme libovolnou formaci a permutujme v ni predem
prvky v jednotlivich skupindch o sob&; tak obdriime (al)”
utvari. Vedle toho lze je3té skupiny navzdjem permutovati
a sice nl-krdte. Tak obdrzime v celku z této jediné n!(a!l)
formacf, jez plat{ za jedinou. Je-li tedy z pocet riiznych formac,
bude z.#n!(a!)* patrné znaciti poCet viech permutaci z N—an
prvki a tedy

_ N (am)! . %

= i@l = wl(aly = jakoZto podéet éfslo celé.

. . N!
Téze methody lze uziti, abychom uk4zali, Ze Blahml

jest celym c¢fslem, kdez N —=b - an.

Ostatné jest to patrné, nebof (b + an)! je délitelno sou-
¢inem b!(an)! a (an)! je délitelno (a!)n!

Obecné jest N! délitelno soucinem

by lby!. . bt (@ )™ (@)=, .. (a,))sm ... ;!
jeli N=b, +b,+ ...+ b+an +an + ...+ an,.
Je-li ddle N = a,a,a,, jest N! délitelno soutinem (a,a,)!

(a, )= a tedy
N!

(@, )%%(a, )™ ay !
celym &fslem; podobné pro N = a,a,a,a, jest
N!
(@, 1)229s%, (@, 1)%%, (ag!). a,!

celym cfslem. Je-li je§té a, —a, = a; = a,, jest

a*!
(al)@®Fattats
¢islem celym a obecné
a"! . a!
(a l)a"‘1+a""2+. . a{T - a” —1

¢islem celym.
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Podle toho jest ku pf. 30! délitelno (3!1)'° (5!)?2! a 25!
jest délitelno soucinem (5!)% V jednotlivych ptfpadech lze oviem
meze dé&litelnosti je3té znalné rozsfFiti.

Vétu: (an)! je délitelno soulinem (al)n! lze dokdzati
téz pifmo.

Staci patrné, je-li pro libovolné prvoéfslo p

R

Neni-li a délitelno &islem p, d4 se tento vztah lehko do-
kézati, nebof v tomto pFfpadé jest [;i;] = [%;—1] , takZe pravd

M EiEMF

kdezto na levé strané

[ == 5 = 5

Jest tedy vskutku relace sprdvnd.

Je-li ale a délitelno prvocislem p, lze kldsti a = p’c, kde
p° je nejvy3sf mocnina prvotisla p obsazend v a, takze ¢ je
tislem p nedélitelno.

Potom jest na levé strané

2.' [%3] =p*ten + pd~en + .. .pen 4+ en 2‘ [%:I,
= =

kdezto na pravé

,_El [ ]—I—Zn [%} =p*~len +pP2en ..

=1

e

=1
zbyvé tedy dokdzati, Ze

NEIEDRFER !

strana znf
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kdeZ ¢ je ned8litelno &fslem p; to je ale pravé predesly dokd-
zany pifpad.

8. Nékteré z vét o délitelnosti zaklddaj{ se na vyjadfovdni
tisel v soustavdch ¢iselnych, jichZ zdkladem jest prvodislo. Prede-
v8im lze udati velmi jednoduchou formuli pro funkeci a(n), je-li
¢islo » napsdno v soustavé ciselné o zdkladu p, kdeZz p jest
prvotislo, pro néZz mocnitele a(n) vySetiujeme.

Budiz tedy n = a, + a,p + a,p* + ... + a.p™, pak jest
opét mocnitel «(n):

w=$T3)

=1

] =a, +ap+...4 anpm?
n m—2
—5| =t ap ... aup

.......................

ted i pz___ 1 3]
Y a(n): a, _lF a, i)'____—T “l"asl;__—l—{—
+a pm_-’:—l - a0+alp+’ o + a'"pm—ao—— al_- oo™ Uy
m _ 1 p — 1
n—dc(n
a(n) = —-p—_:—-l),

kdeZ o(n) znadf cifferny soucet ¢éfsla .
- Pro p =2 obdriime zvla$t& jednoduchy vysledek.

Této formule lze uZziti pii nékterych dikazech. Chceme
pomoci vzorce toho ukdzati, Ze za urtitych okolnosti se dd podil

"—“_—“(ial;?,: [ jests ddle beze zbytku déliti vySsi mocninou ifsla n!

Bezprostiedné jest patrna sprdvnost relace

o(a) + o(n) = a(a -+ n) +k(p— 1),
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pii ¢emz % znacéf pocet jednilek, které se pii séitdnf{ z jednoho
sloupce do druhého piendSeji.
Podobné jest pro souéin ciffernych soudti

c(a)o(n) = e(na) + (p — 1k,

kdeZ % nynf znalf celkovy polet jednicek pienesenych pii nd-
soben{ v fddcich a pfi konecném séfténf.
Ku pt. v 5-ové soustavé jest

4223
2,3,1
1,34
2,1,2 1
tedy
k=6, o(a)e(n) =30,
o(an)+ 4k = 6 - 24 = 30.

Nejvy8§i mocnina prvocisla p obsaZzend jedté v podilu
(na)!

bude miti podle toho mocnitele:

(al)*n!
na — o(an) — na 4 ne(a) —n -+ 6(n) _ .
p—1 o
n (o‘(a) — 1) + 6(n)—ae(a)e(n) (o‘(a)—-—l) (n~o‘(n))
&= p—1 —+k= p—1 +k

= ay(n) (a(a) — 1)+ &,

slovy vyjddieno, p je v podilu tom obsaZeno beze zbytku v moc-
niné téze jako v (n!)"@—1_ pfi temZ vynechime &islo % =0.

Z toho plyne, Ze, vyjidiime-li a ve v§ech ¢&iselnych sou-
stavach pro prvoiliselnd p mens{ nebo rovnd @ a je-li z mini-
mdlnf hodnota (fselné funkce @(a) pro rdzné ty soustavy, 7ze

(na)!

podil ahral !)")n!

-V nékterych pifpadech d4 se rozhodnouti hned, je-li podil
ten délitelen jeSté mocninou (n!); ku pf. je-li @ mocninou libo-
volného prvoiisla, tedy a — p?, bude pro soustavu ¢&iselnou
o0 zdkladé p, 6ia) =1 a tedy ¢ — %k =0 a tedy téZ z — 1 =0:

je délitelny jeSté mocninou (nl)*—1.
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|
Je-li a mocninou n&jakého prvodisla, pak nenf podil %‘)%;—'—
délitelny Zddnou dal$f mocninou !
Co se tyce &isla %, tu miZe toto nékdy délitelnost dal§fmi
n— 6 (n)
—1

mocninami (n!) rozdiriti, je-li > ap(n) =

pro vsechna

prvoéfsla p od 2 aZ do vétSiho z obou ¢&isel a, n
Jindy je to nemoZno a pak je z — 1 vskutku nejvyS8im
(an)!
(ah)n!
jeste delitelny. Tak jest tomu ku pf. pro a ==, nebof pak jest
k<n———o‘(n)
p—1

exponentem faktorielly #»!, jejiz mocninou je podil

aspoi pro jedno prvodfslo; pro p =2 se to dd

velmi jednoduSe dokdzati.

Pitklad 60! jest délitelno (6!)'°. 10! Vyjddfime-li 6 v sou-
stavé dvojkové, trojkové a pétkové, obdri{me resp.
. 6 =110, 20, 11, tedy z(6) = 2.
Jest tudiz jesté

60!
DL

celym ¢fslem.

Z jinych vét sem patifcich uvddime jesté: Jsou-li a, n
2 libovolnd celd ¢isla, napsand v soustavé p-cifferné (p prvotislo),
jest nejvy$§f mocnina &fsla p obsaZend v m! p*™; pak bude

sowdin (a +1)(a+42)...(a +n) = (e + ! délitelny -mocninou

pot® kdeZz % znacf opét potet Jedméek pienesenych pri séitdnf
tisel a, .
Dikaz jest snadny. Je totiz

) = 22D, o) =", g 4wy = 2EEAE )
a hledany_ exponeut =ea(a —|— n) — a(a)
_ n—o‘((; ——nl)—{—o‘(a) 6(n)+k a(n) 4 k.

9. Zvolfme-li » ridznych celych tisel &, @y, @, ... a
a utvoifme z nich soudin:
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(0, —a)(e, — ;). (@) — )@y — ;). .. (@ — ttn) ... (a1 — @),
bude soulin ten délitelny soucinem faktoriell
m—D!n—2)!...831211!
Tedy:
II(e; — o)
II(s — k)

jest celym ¢&fslem, p¥i Cemz A>>4 a ¢ probihd Fadu &fsel
1, 2, 3, ... n— 1, kdezto # =2, 3, ... n, nebot je patrno, Ze
Hi—k) =m—1)!n—2)!...31211!

Tuto zajimavou vétu lze odvoditi snadno z nauky o deter-
minantech a sice z theorie t. zv. mocninnych determinanti.?)
Vzhledem k ddlezitosti jeji poddvdme zde dikaz od nauky
o determinantech neodvisly.

Patrné stati opét, dokéZeme-li, Ze libovolné prvotislo p
jest obsaZeno v Citateli podilu s mocninou nejméné tak vysokou
jako v jmenovateli.

V jmenovateli (v — 1)1(n —2)! ... 31211 je prvoéislo p
obsazeno s mocnitelem

a(n — 1)+ a(n — )+ ... + «(3) + «(@) + a(1)

=S e L )

=1

Oznaéfme-li k vili struénosti p° = ¢, jde o uréen{ soultu

el R bl A bl R

Polozme jesté n—1 = aq -9, kdez 0 =< 0 << g a tedy [%-l—l:l =a.

Pak jest moZno soucet ten rozloZiti v &dsteéné soucty
1 2 q— 1]
—|+|= =—— | =0.
[Q] i [Q] + T ': q e

] P

1) Viz Studnitka: Uvod do nauky o determinantech str. 95. a ndsl.
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o] (2] B,

q q
= 154]';[@'_”;54 +1 J . [@'—' '157';}'4 =]
=(a—1)g
[F]+ [ e [ = ok om

Seétenfm obdrzime tedy

[
O ;ﬂ’ 4@+ a= “—(“—;mqwn — ag)a
—a (n__g.) .

Treba podotknouti, Ze je [ﬁ% l] = [%i] = a ve viech

ptipadech aZ na ten, kdy » je délitelno ¢ a tedy —g- celym ¢éi-
slem. V tomto pripadé je hodnota souttu jeduodudsi. Je tu totiz

P—q—l] —a= %— 1; dosadfme-li a zjednoduSime, obdrZime
7 ‘_"_ - 1) - Podle toho bude mocnitel, s nimz je je§té obsazeno p

2 1q
504 -5 5]

v jmenovateli podilu:
Pti tom se pokratuje ve séftdni tak dlouho, az [";l:l =0.

.

e f-5) -2 =3

Obratme se nyn{ k &ftateli. Zde si usnadnime prdci tim,
Ze zvolfme pkipad, ktery je pro vétu naSi nejneptiznivéjsi, tedy
ten, kdy v &itateli je co nejméné& differenc( é&fsel e, — e; délitel-
nych ¢islem ¢. Abychom piipad ten stanovili, délme ¢éfsla
@, &, ... a, &slem q a viechna e 0 stejném zbytku shrime
vidy do jedné tifdy. Tak obdrZime uréity polet tifd a v kaZdé
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uréity pocet &fsel « shodnych (mod q). Tvotime-li rozdily v jednot-
livych t¥fddch, budou tyto vesmés délitelny éislem ¢ a sice, je-li
v nékteré tfidé obsazeno f elementi e, bude patrné poéet roz-

dili = poétu kombinacf 2. tifdy, tedy [ﬁ;—l) rozdfld, které

jsou vesmés délitelny 9. Pti tom jest pocet tfid nanejvySe roven g,
nebof tolik jest nejvySe riznych zbytkd.

Lze nyni snadno nahlédnouti, Ze, ¢im méné bude tifd, tim
BB—1
2
rozdflt délitelnych ¢&islem q. Déle, ¢im vice se lisi tiidy poctem
elementi «, t{m vice bude rozdili délitelnych ¢fslem g. Mdme-li
na pt. 2 tiidy s poéty prvkid g, p, toz jest pocet differenci

délitelnych q ze 2 téchto tiid

vice prvkd bude v nich, a jak vyraz ukazuje, tim vice

_BB—1  yy—=1) _ P+ —B—y
r=y— T = 5]

2
=W+%+W—%¥,
klademe-li
B=n+vy

Roste-li %, roste téz z; minimum bude x miti pro y =0
nebo n —=1.

V celku je tedy vidéti: Nejneptlznivéjsi pripad je ten,
kdyZ mdme pokud moZno nejvice t¥id, tedy ¢, a kdyz tifdy ty
wajf viechny stejny pocet prvki anebo jich potty se li§f pouze o 1.

Prvy pifpad je moZny pouze, je-li n (pofet viech o) déli-
telno poctem vSech riznych zbytki ¢. Pak mdme tedy ¢ tfid

0 —g— prveich, takze podlet vSech differenci dclitelnych ¢ obnds(

n n n(n
cE5 ———-1) :—;(————1);
qqu 2\
to je zdrovei exponent, s nimZ je ¢ obsazeno v ¢ftateli.

Nenf li » délitelno ¢, pak mdme » prvkd a riiznych zbytka
(ttfd) jen g, takZe se aspoh jeden ze zbytkd musi nejméné

[%] krdt opakovati.
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V neptiznivém ptipadé, jejZz jsme zvolili, budeme miti tedy
y n y n .
£ tifd o [?] prveich a & tid o [—q—] —+ 1 prvcich, takze jest

24 (2] ) =
§+E=q

a odtud, zavedeme-li opét

- [5)

§=q—n+ aq, E=n—aq.

V tomto nejhor$im ptipadé jest tudiZ pocet differenci délitelnych
tislem ¢

y=5 g —ntaQe—1)at+@—a)aat1

— gl —2) 9%
B )
Utvofime-li .souéin
(o0, — &) (&) — @) ... (€ — @)
(o, — ) o (0 — en)

......................

(etp—1 — an) )

bude tento délitelen tedy mocninou q“("- )7 a protoze
totéZz bylo by moZno dokdzati pro libovolnou jinou mocninu p’
prvocisla p, jest patrné mocnitel ¢isla p, s nfmz je toto obsaZeno
v soutinu, vyjddfen tymZ souttemn jako difve. Tim je véta do-
kdzéna.

Z véty té lze odvoditi rizné specidlni poutky.

Uzijeme-li j{ pro ¢&isla a, « 40, a 0% ... a - b" bude
znfti véta ndsledovné: :

Soucin

Ot —1) (B2 —1)2 ("3 — 1) ... (b— I)»!
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ndsobeny jistou mocninou ¢&isla b, jest délitelny souinem
nln—D!Im—2)!...312!1!
Je-li jeSté b rel. prvocislem vzhledem kn,n—1,...3,21,
toz odpadne onen c¢initel.
Na pi. pro & =7, n=6, (1°—1)(7*—1)%(7*—1)*(1*—1)*(T—1)°
je délitelno 6!151413!12!1.

Je-li ddle
o, =a, e,=a+b, eg—=a-+tby, ... tyr1=a-}b,,
kde a, b,, b,, ... b, jsou libovolnd ¢fsla, jest dle véty nasf
b0, ... by II(b, — b;) délitelno soutinem n!(n—1)!...3!12!1!
a jsou-li &,, b,, ... b, rel. prvoé, vzhledem k

n,n—1, n—2 .3, 2,1,

jest II(b, — b;) délitelno p¥imo n!(n—1)! ... 312!11!

10. Témét vSechny dosavadni tdvahy zaklddaly se na po-
uziti véty:

Nejvysst mocnitel, s nimz prvocislo p jest obsaZeno v sou-
¢inu n!, jest vyjadien souctem:

V [ ] = a(n),
z—l
pii Cemz se stitd az po ¢ — ¢ takové, Ze [p J >0, [pil:l = 0.

Tato véta ndm dovoluje vyjadriti faktoriellu »! tvarem,
ktery nékdy prokazuje v iiselné theorii dobré sluzby. Ponévadz

véta plati patrné pro vSechna p fn, jest

n! ——Hp'—‘[ ]

¢ili
log(n!):;‘l’logp.([—g—] + [é%] 4. [;LO]),

pii tom soutin (svulet) se vztahuje na vSechna prvoéisla p.
Pro log (n!) lze ale obdrzeti jiny vyraz, ktery se obzvldsté
dobie hodf pro vy3etrovdni rtiznych asymptotickych zdkond na-
20
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uky o éislech. Tento jednoduchy a zajimavy vyraz je zaloZen
na funkeci @(n) definované ndsledovné :

On) =3z logp;
P

soutet se vztahuje na vSechna prvoéfsla p, kterd nepfrevy3ujf
¢isla », a = je mocnitel nejvySsi mocniny &isla p, kterd neni
vétsf nez n. Budiz podotéeno, Ze z této definice se dd lehko
vyvoditi pro @(n) ndsledujici vyraz?')

O(n) = — Zu(k) [-k”-] loghk, k=1,2, ... n

Véta, kterou chceme uvésti, je ndsledujici CebySevova
relace :

1) log(nl) = 6(n) + © (%) +0 (—g—) 4. 46 (%)

Dosadime-li na levo za log(»n!) vyraz svrchu napsany
a uzijeme-li definice pro ®(n), bude tteba dokdzati, Ze

. >y n
glogp.‘;l‘[pi]

:Zr,. log » + Er_,,_logp + ... Ztﬁlogp.
p » 2 p n
Pti tom na levo s¢itd se piese vSechna prvotisla p = n,
kdezto v prvém souctu na pravo ptese viecka prvoéisla, jez
nepfevySuji », v druhém pfes prvoiisla, kterd neptevysuji —g—
at. d.; r;. md pri tom vyznam nejvy§§fho mocnitele prvoéisla @
takového, Ze pn =<n <p+1, obdobné jest pt’-'2—§77;—< p

a t. d. Z toho plyne: -

log 2 | [ 1og ”_I
log » €3 05
= | —— |, Tn = y oes Tn—] - |
log p 7 log p - logp |
1) Mertens: Uber eine zahlentheor. Function. Sitzungsber. d. k. Akad.
Wien 1897
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Zvolme nynf libovolné prvotislo p neprevySujici » a ukaZme,
ze vyrazy, které na obou strandch obsahuji log p, jsou stejné.

Na levé strané md logp Cinitele Zi [%J , kde se seéftd
i=1
ale jen po ¢ =o.
Na pravé vyskyta se logp v ¢lenech

R
log n ]og l logw
[l()gp:\ logp, log logp, ... |_10g » log p,

takze pljde opét jen o urcenf souétu
e —1og n
\ T
8]
=1 | logp

Potom je jasno, Ze v souttu (2.) maji hodnotu O nésledu-

jief ¢leny
i nj no| i n
tloﬁ [h’g”:l og 5 |
logp I logp 1" logp I

Oznaéme ddle

n
log—k— I
soutet élenti, v nichz [~—— I: 1, jest
logp |
| logg— rlog 1—0—10—1 I logn :1——1
L 1 2 —
l_logp +|_ log p _+ +‘_ logp |1 (= ),
soudet Clendi, v nichZ l_ ||:2, jest
log— I_Iog log ]
Comy—1 "3+1 — 9. (n, —
tlogp |+_ log p _+ e T logp | - (=),
LI (S tedy log — =21 .
nebot jest nz_. S=-=p'a edy log og p. Po
]

20*
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i, n
I log %
dobng jest soucet ¢lendl, v nichz Tog =3,
= _ L _
log -~ log —— | lo _
I__g_"* + __gl’s_—_l + +[gn¢J 5 —
I_l()gp lOg_p _I L logp p— 4 "
a t. d., aZ posléze
or] fosts) [
9 0 :_—‘* J_> . - — —
| logp | log p J ' +|_10"p on,
Souctem obdrzime
_]og LN
A k
,}ﬁlk —10gp_ =1.(n — )+ 2. (n, — ny) -+ 3. (1, —n,)+

eoe (0 — 1) (01 —n,) + on,
% n
:n1’+n2+ ng + ... ’{_nvzk};lk [?)T:\'
Tim je formule dokdzina.

Klademe-li v nf misto n[

n

@ o(3] +o[) +o(3] + - +ol)=ve[[3])

a odectenfm

] , obdrZime

" " —log M
On) -+ 6 g) +@(3) o = log 1
2
Odeéteme-li ale dvojndsobnou rovnici (3.) od (1.), dostaneme
n n n n
oo —o(5) +o(5) —o(3) + .. xe(})

=log — —
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