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K theorii imaginarnych kruznic a kouli.

Podal Dr. Vine. Jarolimek.
1. Mocnost cili potence bodu o vzhledem k dané realné
kruznici Kj, jejiz stied jest s a polomér » (obr. 1.), jest
pt=om, . onr, )
kdez m,, m, jsou prisetiky kruinice s piimkou os.
Je-li vzddlenost os = a, bude
p*=(a+r) (a —r) =a®—r?=o0bh?, (2)

kdeZz ob je tetna bodem o ke kruznici #’; vedena.

Obr. 1.

Kruznice L opsand polomérem oY sefe kruznici K7 v wdhlu
pravém obs, je k ni orthogondlnd.

Bud ddna kruZnice imagindrnd K druhu prvého (G. P.
III. 64. "), redlnfm stiedem s a polomérem ir (kdez i =\/—1);
redlnou kruzniei Kj (obr. 1.) o stfedu s a polomé&ru r jmenu-
jeme idedlnym obrazem kruznice K* Potence redlného bodu o,
jehoz os =@, vzhledem k imaginirné kruznici K' bude podle
rovnice (2)

pPr=(@+i) (@a-—ir=a4r 3)
Utinime-li tedy sc ] os a spojime-li o, bude
P =ocd. 4

') Znati autordv spis ,Zakladové geometrie polohy“, svazek !l1,, str, 54,
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Z toho jde, ze potence redlného bodu vzhledem k imagi-
ndrné kruZnici je redlnd a vidy kladnd, kdezto v piipadé kruz-
nice re4lné je potence zapornd, leii-li bod o vnitt krubhu. Kruz-
nice O opsand ze stiedu o polomérem oc — p je orthogondlna
neboli potenéni ke kruznici imaginirné K,

2. PFimka potenini dvow kruZnic imaginirngch Ki, Ki
jichz stfedy jsou s,, s,, poloméry r,, ¢r, (obr. 2.). OpiSme ze
sttedl s, s,, jichz vzddlenost s,s, = «, poloméry r»,, », redlné
kruznice Ky, K71 spojme s,s, == X, postavme s,¢, | X, s,¢; 1 X.

Obr. 2.

Aby bodu  na pifmce X ptisluSely stejné potence vzhledem
k imagindrnym kruznieim Ki, Ki, musf byt

we, = ac,. 5)

Sestrojme tedy symmetrdlu S usetky ec,c,, stanovme pri-
setfk jeji ® na pifmce X a postavme v bodd o piimku H | X,
Kazdy bod » na ptimce H ma stejné potence ke Ki, Ki; nebot
potence prva, udinime-li s,e, | us,, jest

pl=uet=ri4tusi=r!+uo0’ 45 0’ =
= 1} 4 uo’ 4 we} —r} =uo’ 4 o}, (6)

a obdobnd obdrzfme pro petenci druhou /s,e, | #,) -
P! = uw?® + @l )

Jezto viak podle rovnice (5) @c, = we,, plyne z rovnic
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2 — 2
pl""pQ)

tedy u¢1 = ue,, kdezto pro kazdy bod lezief mimo H tato rov-
nice platnosti pozbyvd. Je tedy pfimka H geometrickym mistem
bodu, jehoZ potence k pomyslnym kruznicim Ki, K jsou stejué,
a proto piimka H slove potenini primkou obou kruZnic, ktera
v pifpadé kruznic redlnych slove také chorddlow ¢i osou kolli-
neacni. Ale i zde je redlnd pifmka H spojnici imagindrnych pri-
setikit kruZnic Ki, K%, nebof potence kazdého z nich = o.
Z kazdého bodu » na pifmce H jakoZto stiedu lze opsati polo-

Y

Obr. 3.

mérem wue, = ue, orthogondlnou &ili potentni kruznici O k po-
myslnym kruznicim Ai, A1,

Potentni ptimka H (osa kollineatni) pomyslnych kruZnic
Ki, Ki je rozdilnd od potentni piimky kruZnic redlnych K, K 1.
Aviak body podobnosti (stiedy kollineani) kruZnic imagindrnych
json tofozny s body podobnosti redlnych kruznic Kj, K. Nebot
je-li ¢ bod podobnosti kruznic Kz, K, je vzddlenost s,o (pii
stdlé délce s, s, = a) zdvisld jediné na poméru polomérd r, :r,;
aviak pomér polom&ri kruznic Ki, Ki jest ir :ir,=r :r,

3. Spoleiny poldarny trojihelnik kruinic K%, Ki. Pimka
$,8,=X (obr. 3.) je jednou spoletnou poldrou kruznie, pro pél
x, v nekoneénu na pi¥imce H | X.

Ostatnf dva vrcholy polarného trojihelnika y, z budou tedy
na X, tvofice spolednou druzinu dvou elliptickych involuci, jez
kruznice K%, K indukujf na piimce X; prvd je dina stfedem
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svym s, a soumérnou druzinou 11 (potence = — #?), druhd
sttedem s, a soumérnou druzinou 22 (potence = —2). Jsou
pak vrcholy y, z na potenéni kruznici O ze sttedu w a polo-
sméru we, = we,. Nebof jest zajisté

S g—g — 2
514518 =—8, ¢, =—17,

SoY Sy 8=— 8, ¢h = —7r};
jsou tedy body y, z sdruZenymi pély kruznice K% i kruZnice Ki.
Postavime-li konetné yZ | X, 2Y | X, bude A\ XYZ = /)\ xy*
spoletny poldrny trojibelnik imagindrnych kruznic Ki, Ki.
Podle rovnice (6) jest
ue! = uw® 4+ oc?
(obr. 2.), jezto viak

oy :—(:’01;
jest také ue? = uw® 4wt =uy?,
tudiz ‘ ue, = uy.
Obdobné obdrzime na strané pravé
ey = uz,
protez uy = uz.

Z toho plyne: vSecky orthogondlné kruznice O kruznic Ki,
Ki, prochdzejice pevnymi body y, #, tvoif svazek kruZznic o re-
dlnych vreholech y, z,-jeZz jsou totoZny s vrcholy spoleéného po-
larného trojihelnika.

4, Spoleény potenéni bod a potencni kruZnice tF¥i kruinic
imagindrnych Ki, Ki, Ki. Tyto budteZ diny svymi idedlnymi
obrazy Ki, Ky, K (obr. 4.) o stiedech s, s,, s, a polomérech
7y, *a 7y. Sestrojime-li potentni pHmky H,, H,, H, vidy dvou
danych kruznic pomysinych podle odst. 2., d4 spoleény jejich
prisetik w lLod potenéni, jehoZ potence ke vem tfem kruznicim
jsou si rovny tak, Ze utinime-li s,e, | s,, s,¢, | 5,0, 5,6, 1 8,0,
budou w+, = wr, = we, zdroved poloméry orthogondlné li po-
tenéni kruznice O spoletné danym kruznicim pomyslnym, Je
patrno, Ze tato kruznice O je vzdy redlnd, kdeZto pro kruZnice
redlné jest imagindrnd, piipadd-li bod potenénf w do vnitf kruhd
danych. Téz v tom je rozdil pozoruhodny, Ze pro kruZnice po-
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myslné ptipadaji stiedy s,, s,, s, do vnmit¥ potentni kruznice O,
kdezto lezi vné O, jsou-li_dané kruZnice redlné.

Obr. 4.

5. Potenéni primka H kruZnice imagindirné K (stted s,,
polom&r ir,) a kruZnice redlné Ky (stfed s,, polomér »,, obr. 5.).

Y \
IS J.

Obr. 5.

Kruznice K! bud dina svym idedlnym obrazem K, (stted s,
polomér #,). Piimku H sestrojime v tomto pifpadé jakoZto kol-
lineaéni osu kruznic Ki, Ky podle G.P. 1IL. 67. Pély, na pk.
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¢y, ry sdruZené podle kruznic K?, Ky promitaji se na poldru \
z pélu r., tedy | .X, paprsky 1, 1 involuce, jejiz samodruzné
paprsky jsou osami kollinea¢nfmi.
Jedna z nich je v nekonetnu, druhd A pili tedy tsetku
11 (involuce je symetrickd). Pély ¢,, e sestrojime takto: zvoli-
me-li na pi. ¢, tak, aby s,¢;, 1 X =1, bude poldra C kruZnice
i pro pol ¢, tetnou rediné kruznice A7 v bodé diametrdlném c,
Sestrolme dile poldru D redlné kruznice Ay pro pél ¢, a pri-
setfk (CD)==e; spustme el | X, rozpolme usetku 11 bodem o
a postavime coH 1 X. Vedeme-li bodem o telnu of ke Ky, bude
wc, = @f polomdr orthogondlné kruznice kruznic Ai, Ay ze
sttedu w.

Obr. 6.

Podle toho také sestrojime potenini bod a spoletnou ortho-
gonalnou kruznici tH kruznic, z nichZ jedna nebo dvé jsou re-
dlné, ostatn{ pak pomyslné.

6. Potenéni primka H kruinice imagindrné K% a krusnice
nullové K. Tato bud déna redilnym bodem s, (polomér r, = o),
Ki obrazem A (obr. 6.). Potence bodu , ktery lezi na pfimce
s,% = X, vzhledem k bodu s, jest = o=, a potence bodu
vzhledem ke K £ jest = wc?, kdyZ s,¢, 1 X. Aby hylo os? = wc?
musi bod w bytl na symmetrdle S tdsetky s,¢,. Z toho jde kon-
strukce bodu o a pifmky potentni wH | X. Orthogondlnd kruz-
nice O ke Ki a Ky ze stfedu o mé polomér we, = ws,.

Toho uzijeme také ke konstrukci potentniho bedu a spo-
le¢né kruznice orthogondlné ke tfem kruznieim, z nichz Jedna
nebo dvé jsou imagindrné, ostatni pak nullové.
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1. Pofenéni rovina @ dvou imayindrnych kouli #,, », jichz
stiedy jsOu s, s,, idedlnymi pak obrazy redlné koule %, »; o stie-
dech s,, s, a polomérech r , r,, jest geometrické misto bodu w,
jehoz potence k danym koulim jsou si rovny: we! = us® + 2=
ucy = us) -2, kdyz body ¢,, ¢, jsou na plochich kulovych x;,
xp 8 5,0, L s,u, 8¢, | s,u. Rovinu g sestrojfme takto: prolozme
‘piimkou s,s, rovinu o, kterd protne plochy xi, »i v imaginar-
nych kruzniefeh Ai, K a plochy #;,, x», v redlnych kruZnicich
K, Kiz. V roviné o sestrojme piimku potentni H podle odst.
2. a prolozme pifmkou H rovinu ¢ | s,s,.

Trem imagindrnym koulim pi‘isluéeji tti roviny poteninfi:
o, koulim =i, »i; o, koulim «i, »i; o, koulim «i, »i. Roviny
0,, 0, 0, protinaji se v spoletné piimce I, kterd stoji kolmo
na roviné (s,s,s;) a slove potencni primkow danych t¥f kouli.

CtyFem imaginirnym koulim piislusi Sest rovin potenénich,
jeZ protinaji se (po tiech) ve Ctyfech pFimkdch potenénich; tyto
pak prochdzejf tymz bodem w, jehoZ potence k danym koulim
jsou si rovny. Bod w slove pofencnim bodem ttyt koulf a je
stfedem spoleéné jich koule orthogondlné, jejiz poloméry we, =
e, = ¢, = oc,, jsou-li body c_, ¢y ¢;, ¢, na plochdch x, =,
*up %1y @ 16 L 8,0, 85¢, 1 8,0, S5¢, 1 50, 854 | s 0. Jsou-li
nékteré z danych koulf realne nebo nullme, uzijeme konstrukce
odst. H. event. 6.

0 zvlastnich v sobé dudlnich quadratickych
pirimkovyeh kongruencich.

Napsal Dr. Vaclav Simandl, docent ceské techniky v Brné.

Bud dén libovolny hyperboloid H?, a budtez J, a J, oby-
¢ejnymi involucemi v p¥{mkach jeho prvnf, resp. druhé piimkové
fady. Budtez pak pifmkové dvojiny a,, b, involuce prvnf J,
pfifazeny uréitou projektivnostf P pifmkovym dvojindm a,, b,
involuce druhé J,. Dospivime pak timto zpiisobem ku oo' sbor-
cenym piimkovym &tyfstranim a,, b,, a,, b,, na H? a oo dvojin
diagondl d,, d, téchto &tyfstranii vypliuje ndm, jak jsme jinde
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