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Příspěvky k theorii některých transcendent 
počtu integrálního. 

Píše M. Lerch v Brn o. 

1. 

Pro | s | «C 1 bude lze rozvinouti funkci 

/ l o g ( 1 4 - V ) \ _ g qp,,(a) K„ 
\ z j 7 r! 

v řadu mocnin, jak to bezprostředně vyplývá dosazením hodnoty 

^ L ± i l = 1 + r = 1 _ i , + ^ _ i , , + ... 

do řady binomické; součinitelé (pv(a) objeví se tu jako póly 
nomy (cel. rac. funkcemi; běží však o jejich chování při velkých 
v k vůli řešení otázek konvergenčních. 

Položme # = reíV, r < l , i obdržíme známým způsobem 

^ A rv — J-J-- Aog° (1 + r«*0 e—"~r!*<1ip; 

—71 

v tomto integrálu můžeme přejíti k mezi pro r = l , čímž s« 
objeví tvar 

a # = é / h ( 2 M 8 T ) + f ] V < ' + ' > < * ^ 
—n 

Z něho plyne důležitý poznatek, že poměr <pv: v! se s rostou
cím v blíží nulle, takže zůstává pod stálou mezi. 

Pišme nyní základní rovnici ve tvaru 

Ur(l+.) = fJjV+-, 



jenž předpokládá z kladné v případě hodnot reálných. Derivujme 
obě strany a násobme výsledek řadou 

log (i + if) == _t- (— i)"-- -£-, 
i ÍI 

i vyjde 
_JL_ ý __ . . — y r f_ ly - 1 __±__ V, -.,+,_! tf« = 1 , 2,3,.. A 
l + * « _ > ! ^ V ,« V! ' \ r-_0,l ,2, . . . j 

Z11 

Na levé straně je součinitel při —r- roven 
a [qn — wgw-i + n(n—l) (pn-2 -—.. .] = 

n n 

= acpn + a _T (— i y > ! ( ) <jp„_/t, 

v právo je týž součinitel vyjádřen součtem 

; T T T , + Í , + / - 1 ) " - , ( " - 1 , I C Í > + ^ 
a tak nám porovnání obou součinitelů poskytne vztah 

(n + 1) a,T„ + a (n + 1) 1 (-1)« ^! ÍM qp„_̂  

=_ ' | ( - I)"" 1 (p - 1)! (n + *j (« + N + 1 - //> ?„+1_«. 

Na pravé straně poslední rovnice odštěpme člen J Í - U T ostat
ních pišme n + 1 za n, převádějíce je zároveň na levou stranu ; 
sloučením členů obsahujících ?„ vychází pak 

n (n + 1) (f, = i (—I)"" 1 p 1 Q + Jj (a + » - p) <p„ „ 

+ a ( n + l ) l ( - l ) ' V ! r ) 9 n - , . 

Zde užijme v druhém součtu identity 

<»+i)(;)=fr+i»(:íí) 
a spojme oba výrazy; vyjde tak vztah 

(1-) n (n + 1) <pn = £ ( - I)* f* 1 (|J J J) [f (« + 1 ) - *] ¥ -„ , 

který slouží k postupnému stanovení hodnot rpt} <p2,. . . na zá
kladě hodnoty (r0~ 1. 
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2. 
Na místě (pr(a — 1) zaveďme označení (?„(«), takže máme 

/ log (1 + *) \-l_ | o, (a) (1 } ^ _ _- - 1 _ 2 — - - - , (r0 _ 1, 

(2) n (n + 1) On - 2 ( - 1)" ,,! /'* + j\ (a/, - «) o„_„ . 

TO předeslavše uvažujme funkci definovanou pro a v reálné části 
kladné integrálem 

(3) Г(a) 

oc 

= l e~xxa-ldx'ђ 

pro ni vychází částečnou integrací vztah 
r(a+ l)=ar(a), 

a z něho opakováním 
(4) r(a -f- m) = r ( a ) (a, m); (a, MI) = a (a + 1 ) . . ,(a + m — 1). 

Současně vzpomeňme r (1) = 1, JT (n) = (» — 1)! Jiných 
vědomostí o funkci F tu nebude užito, až na vyjádření prvního 
Eulerova integrálu. Substitucí v x = z se verifikuje vzorec 
pro kladná v platný 

(3*) fe-vxx&-ldx -Г(a) 
V" 

O 

kterého chceme užíti k novému vyjádření levé strany; za tím 
účelem vložme do (1*) z = e~x—1, i vyjde 

(a) X*-* — 2( -1)" Q&& (1 — e~xfhv~l. 
r=-o V' 

Násobme e~vxdx a integrujme v mezích # = 0 a # = c©; s po
užitím (3*) vyjde tak 

t?fl
 r : = 0 v ! J 

při čemž postup obrácení pořadu integrace a součtu jest odů
vodněn absolutní konvergencí řady a snadným oceněním zbytků; 
při tom se doporučuje předpoklad v > 2. 

l* 



Integrál na pravé straně převede se dosazením | = f~x na 
tvar 

(r) Гe-"1 (1 - e-y+*-> dx = Гf- 1 (1 —1)«+"-1 dè = 

_ r(v)r(a-\-v) 

~ r(v + a-\-v) 

což dle (4) má hodnotu 

F(a)F(v)(ayv) 
r(v -f- a) (a -\- v, v) 

Dosadíme tuto do rovnice (8) a převedeme všecky činitele r na 
levou stranu, i obdržíme nový rozvoj z theorie funkce I 7 

(K\
 r ( a + * 0 _ i _ r (n\

 a i g 2 00 a (a + 1) 
W ť«r(ť) — " ' i W a + ť ^ 1.2 ( a + t>)(a + i>+l) 

ť?3 (a) a (a + 1) (a + 2) 
1.2.8(a + t;)(a + t; + l j ( q + i ; + 2j ' ' " 

Očividně podává nám pravá strana výsledek 

r r(a + v) 1 * lim —~- ' / = 1 , 

což pro celistvá v podává Eulerův a Gaussův součin 

T(a) = lim , iw i o / — 7 —T 7\• 
«=» a (a + 1) (a + 2) . . . (a + v 1) 

Obsahujíc Gaussův součin jako bezprostřední důsledek, má vůči 
němu rovnice (5) přednost v tom směru, že může sloužiti k čí
selnému stanovení funkce gamma, účel to, k němuž Gaussův 
vzorec vede teprve po transformaci a zavedení dalších prvků. 

Užití vzorce (5) k počítání veličiny F (a) vyznačeno je rovni
cemi — při čemž v jest opět celistvé — 

(5°) r ( a ) = -í lZl 1 _)4iL a
( 1 + £ ) ; 

s (a, v) 
i x , - i —r a i G* (a'^ fí3 0*,3) i 
i - t - e—x " ' o - j . - . " 1 " 21(0 + -., 2) "31 (a + ^,3)"1" - "• 

Kdybychom hledali na př. T(|), zvolíme «=:10, načež bude 



9 110* (l + «) 
{s) ~ 1_ _4 7 10 28 ' 

3 ' 3 ' 3"' 3 " ' 3 

1 4 . . - 1 r

 1 i ^ L 4 g, i. , . . 

3 • 3 3 3 3 

<?, 
1 

'31 + " a 
2 

1. 
3 1 . 

4 
34 

oз 
6 

, 1. 
3 1 , 

, 4 
, 34 

.7 

.37 
ru 1 . 4 . 7 .10 

+ ҒM í ÏI ЭЛ 9 7 ' лc\ < 

Pomocí rekurentní rovnice (2) pro a = f vypočteme 

1 1 7 1777 
^ i — 3 . 1 ^ 2 — 6 , ^ 3 — 1 7 > ^ 4 — 1 8 2 0 , 

1 + « = 1 - 0-011079, 

načež se výpočet snadno dokončí. 

3. 
Rovnice (5) v původním znění 

r(o) •, x „ o>) r ( r ) r ( a + t>) 
V o ' v\ r(v + a \-v) 

pro případ celistvého a > 1 se může psáti 
o, (a) 

^ i>"~*H v ) r (» + !)(»• + 2 ) . . . (0 + a + * — 1)' 
t. j . podává rozvoj záporných mocnin v řadu fakult. Podle vzorce 
z theorie rozdílů 

^ «̂ w («« + 1) (w + 2). . . (u + n) 

možno tuto rovnici psáti 

(6°) ± = 2{-i)^(-a)G-*> A - + - - l , A v = i. 
^rt o \ ?> / (a + * — 1)! ^* v 

Integrujme dle v a ustanovme konstantu pro 0 = 00; objeví se 
rozvoj záporných mocnin podle rozdílů přirozených logarithmů 

( 6 '; í l r==(a-i)i(-i )--(-;) í í | f«L r i A.+- 1„g,, 
a> 1. 

Pro a = 1 přejde pravá strana (1*) na stálý člen, t, j . 1; póly-
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nomy Gv (a) tedy vymizí pro a = l, a jejich derivace určeny 
jsou mateřskou funkcí (fonction génératrice) 

( 7 ) ] o g 1 ° g ( 1 + - = v _ _ : , í _ ^ ) 

» (n + 1) o'„ (1) = 

( _ !)« „ !« + " v ;_ I)/'-1,,! CM + J) (« —,,) G' (1); 

G'..l) = — i - , G',(1) = A , o'3(l)__|-, 

G ' 4 ( 1 ) = Í 2 0 ' G ' ^ 1 ) = — 6 0 " 
V rovnici (5) odečtěme na obou stranách 1 a dělme a — 1; pře
chodem k mezím pro a = 1 vyjde 

r (t> + 1 ) — r ( v ) v log t>_ 
( 8 ) VTiv) 
_ i - _ _ _ 4 - G'*(1) 0 r

3 (i) , 
— 2 t> + 1 "^ (» + 1) (t> + 2) (t> + 1) (t> + 2) (t> + 3) "•" * " 
čili zaměníme-li t> za v — 1: 
( 8 o ) _ _ ) _ w , _ ! ) _ _ + .___> _ _ _ ) + 
K*}r(v) 8 l J 2t> ^ v (v + 1 ) t>(w+l)(t> + 2 ) ^ 

— t>-(t> + 1) (t> + 2) (t> + 8) 
V rovnici (5) dále po odečteni 1 na obou stranách dělme a, a 
proveďme limitní přechod pro a = 0: 

' £$-*•= 
_ — 0 , ( 0 ) , 1 oa(0) L _ _ _ _ _ _ _ _ 4-
— t> "* "•• 2 t> (c + 1) 3 t (t>'+ 1) (t> + 2) "*" * • ' ' 

(n + 1) G„ (0) = Í ( - 1)"-V l(" + JW„-„ (0) L G0 = 1; 
a _.?<?-(0Y... r _ _ 1 r _ _ i _ 

log(í+~ó o , ! " * ' (T«— 2"' 2 _ 6 ' 
r _ l „ _ 19 r _?1_9_ r _ _ 8 6 3 o 3 _ 4 , w 4 _ - - , ( r 6 _ 1 2 _ 4 , i,, _ 8 4 . 



Poněvadž 
i i 

fi57r—j=Iu+""-*=íW"(:)<"-
o o 

a tedy 

v\ 
~Q 

bude 

/ л\v л ľ x 1 — x 2 — x v—1—x , = (-« - J T —з j - . . . ;—-fe, 

o < c - ł ) - - £ U i i 

čímž pro tato čísla dáno znamení a omezení. 
V rovnici (8) levá strana 

7-r:ny- l 0 g*-i%- l 0 g"+v ; 

převedeme — na pravou stranu a obdržíme zajímavější tvar 

„m r'(v)_ v+ 2 
( 8 ) • r > T _ l o g -0T+íT + 

, « , _ g , » ( D 
+ 4 ( _ 1)""+—)-+"——~R * 

Rovnici (9) pišme nyní 

a integrujme obě strany; obdržíme nejprve rovnici s neznámou 
konstantou O 

log 
/ 1 \ « orj.,(0) 

r( í , )_=o + ^ - T ) l 0 g t , - t - _ ^ ^ ± L ] - ;
! A ^ o g t ; . 

Abychom určili konstantu O, integrujme obě strany od v = u 
do '* — t* + 1 a užijme Raabeova vzorce 

n-f 1 

(10) / log r(v) dv — u log u — u + log \/2?T. 
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Doíanenlm hodnot 
f v- t>-
v log t> rfi> = -j-- log Í? — ---, A« f l = 2w + 1 / . 

dostaneme 

(a) ií log M — ti + log V2jr = C + T A 0»* log -O 
1 v / , . 3 / , 1 \ . i - T A 0 ' l o g « ) - T ( n + T j + T -

Zde třeba uvážiti 

/\ lu log tt) ----- (« -+ 1) log ( 1 H } + ^g U = log u + 

+ ( M + 1)[l-^+--J' 
tedy 

A ( « l o g ' ( - M ) = logM + ^ - ^ + . . . 

A!1(e<logM-«) = A + -J + ^ + ... 
Mimo to 

A («2 log </) = (« + 1)- log í l + M + (2« + 1) log u 

= (2« + 1) log « + u + Í - + 1 . + - 1 + . . . 

a dále 
1 • --.»„ A m , ( - J ) M , A log H = h • •, takže A -°f?M = 
H .!>+-

/ Y + > l o g „ „ „ ) = < ^ L - - J > J + . , . 

Dosazením těchto hodnot nabývá pravá strana rovnice tvaru (a) 

i?+ [(»+.i) log «+ J. + Aj-ilog.-

!»+l-)+(l). 
.ávorka (— \ 

\n) 

3 /, 
2 

kde závorka I - - \ značí veličinu nekonečně malou zároveň s — 



9 

Až na veličinu nekonečně malou je tedy pravá strana (a) rovna 
C -\- u log n — u, 

a musí tedy C = \og\2n. 
Tím nabývá hořejší výsledek konečného tvaru 

(11) log riv) = ('v — —• \ log v - v + log VÍT + co (r), -

LO (V) = | - p , \ lOg V — ^y~ A 2 lOg V — 

(iX (0) v , -
| l " A , 3 l o g v — . . . 

Tak dospíváme k asymptotickému zákonu Stirlingovu. Rozvoje 
(8)—(11) jsou zvláštní případy známých vzorců; zde bylo nám 
vodítkem vyvinouti je ze společného pramene (5). Pokud se týče 
integrálu Raabeova, jsou proň rozmanité důkazy v literatuře; 
k nejjednodušším patří náš důkaz spočívající v očividné identitě 

u-fl 

J = /log r(x) dx, ~ = log ]~^r^~ — log «, 

z níž vychází 

a konstanta 
J = гi log u — u + C, 

G= l\ogr(x) dx •=] 
se určí bud na základě doplňkové věty 

r{x)ro—^x)—-A-
jako v naší publikaci z roku 1888 1) aneb se obdrží jako vedlejší 
výsledek při důkazu Gaussova vztahu.<2) (Pokračování.) 

*) Démonstration élémenlaire cťime formule de Kaahe (Giornaie di 
Matematiche diretto dal Profes&ore (í. BattaglinL vol. XXVL), aneb O hlav
ních vlastnostech integrálů Eulerových (Věstník král. čes. spol. nauk z r. 
1889). Otištěno v Hermite, Cours rédigé en 188.2 par M. Andoyer. 4 e éd« 
Paris 1891 (str. 129). ' , 

2) Theorie funkce gamma. Věstník České Akademie, roč. If., 18952. 
sep. otisku str. 10—11 a 24. 
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