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Casopis pro pdstovani matematiky a fysiky, rot. 71 (1946)

Pohyb proménného rovinného iitvaru.
Zdendk Pirko, Praha.
(Doslo dne 22. prosmce 1945.)

1. BudiZ dana rovinna k¥ivka I" a budiz ¢ jejf oblouk, poéitany
od jistého bodu. Zavedme tento oblouk jako parametr na kiivee;.
oznadfme-li r radiusvektor obecného bodu M kiivky .J°, mtuzeme
psat jeji rovnici ve vektorovém tvaru

t = r(o). g . , (1)
O slozkiach x = x(c), y = y(o) vektoru r predpoklidejme, Ze jsou
jednoznaénymi funkcemi parametru ¢ v jistém spoleéném oboru
a Ze maji prvni a druhou derivaci. — Budeme v dal3im nazyvat
kiivku I k¥ivkou zdkladni; kromé toho naiveme pravouhlou
soustavu X soutadnic z, y, k nim% je kfivka rovnici (1) vztaZena,
souystavou -absolutni.

Vedle této absolutni soustavy 2 zavedme jeSté pra,vouhlou
soustavu 'X soufadnic 'z, 'y takto: kladnou osou usecek nové sou-
stavy budiz kladné tedéna zékladnf kiivky I' v obecném bodé jejim
M, kladnou osou pofadnic budiz p¥fslu§na kladnd normala; pfitom
kladné smysly noyych os soufadnic jsou definoviny obvyklym
zptusobem.!) Soustavu nazveme soustavou relativnf.

Koneéné budiz P bod, jehoz soufadnice v relativn{ soustavé '~
jsou (‘z; 'y). — Jestlize se relativni soustava pohybuje podél za-
kladni ki"ivky I' a jestlize kromé tohoto zakladnfho pohybu ma
bod P v soustavé ' X zaroverii jesté svij pohyb vlastmi, od zdkladnfho
pohybu neodvisly, tu popise vieobecné trajektorii 'I"; oznadime-li
radiusvektor bodu P, vztaZeny k absolutni soustavé _je rovnice
krlvky 'T' ve vektorovém tvaru

R =1+ 'zt + ‘yn. @

Pritom jsou t = t(g) resp. n = n(o) Jednot«kovy vektor teény resp :
normély zakladni knvky r, skaléry _

'z ="x(0, 0), 'y = 'y(d, o) (31)

1) Viz Véclav Hlavaw, Diferencidln{ geometne kfivek a ‘ploch a tenso-
rovy podet, Praha 1937; 21 né,sl
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jsou -jednbznaéné funkce dvou nezavislych "paiametrﬁ g, o v Jistém
spoletném oboru, které maji prvnf derivaci. Je tedy také
‘ - R = R, o) (32)

a je — jako vyS%e — oblouk zakladni kiivky I, ¢ je parametr, jim%
stanovime vlastni pohyb bodu P v relativni soustavé. — K¥ivku 'I"
budeme v dal$im nazyvat kiivkou odvozenou.

2. Pro kiivku 'I" odvodime nyni jisté zakladni vztahy. —
Diferencujeme-li rovnici (2), obdrzime nejprve

dR = dr + d('=t) + d('yn)
a tedy, vzhledem k rovnicim (3,) a vztabim 1, = t,1, = f, =1, =0,
dR = tdo + xt,,da—f— x,,tdo-f— x‘,tdg—}—} 4)
+ 'yndo + ‘yn, do + “yon do
Podle vzorcﬁ Frenetovych Serretovych vsak platf
‘ te = kn, n, = —kt,
- kdeZ k = k(o) je kiivost zakladni kivky I" v bodé (o).
~ MuZeme tedy psat rovnici (4) také ve tvaru
= (do + ’x’e do + 'xl., do — ’y!c do) t +1 )
+(y(,dg+ Yo do + 'xk do) n.§ .

Oznatme T = ('z,’'y) resp. N = N('z, 'y) vektor tedny
resp. norihaly odvozené krwky ‘T'as ]e]i oblouk. Plati tudiZ nejprve

R_g¢
~ a tedy pod]e (5) -
\ T ds = At + Bn, (6)
- 1esthze jsme poloZili pro struénost -

A =do + 'z,dp + ‘x5 do — ykda} ()
B= 'yodo+ 'yodo + ‘wk do \ .
»Vy]é,drime-h ]eété vektor € linedrné pomoci skalarda T',, Ty
S =Tt + Tyn
o S ds = (Tt + Tyn) ds : (8
_ obdriime srovnanim rovnic (6), (8)
: S (A—Tyds)t+ (B—Tyds)n =0 ‘
a tedy - ' ot ‘
. -4 —T,ds =0, o '
B— Tds—o} . | ®)

Hledané zéklwdni vztahy ziské,me, dosadime li v rovnicich (9)
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za A, B podle (7):
(1 + "xy — 'yk) do + ‘x,dp — T, ds = 0, }
(Yo + ‘ak)do + ‘ypdo — Ty ds = 0.
3. Obecné rovnice (10) specialisujme! — Jestlize bod P je
v relativni soustavé pevny (bez vlastniho pohybu), pak je

(10)

‘Zg ="y, =0 aoviemi dg = 0,
takZe rovnice (10) se zjednodusi:
1+ 'xg—'yk)ydo — Tz ds = 0, | (ll)
' ('ys + 'xk) do — Ty ds = 0.

Oznadfme-li d’z resp. d'y diferencialy soufadnic' 'z,”"y bodu P
v relativni soustavé, pak bude

d'z 7 d'y

G e g = T
takze rovnice (11) mizZeme psat ve tvaru
g— =14 "z, — "yk, l
do
dy - (12)
do = Yo + xk. l

V této podobé nejsou rovnice (12) nic jiného, nez t. zv. fundamen-
talnf rovnice Cesarovy, jez jsou vychodiskem pro pfirozenou
analysu kiivek.?) S tohoto hlediska mohli bychom nazvat rov-

nice (10) -
d'z do
‘ E;—fl+ xa-yk+x9dl
d, ’ ’ ’
S s

»zobecnénymi rovnicemi Cesarovymi‘‘.

Z rovnic (12) obdrzime pro thel », ktery svirs teéna .odvozené
kiivky ‘I" s relativni osou 'z (v piipadé, Ze bod P nemi vlastnf
pohyb), vyraz

d'y "yo + 'xk

tgv—Ea-,‘a—;_’———l + xa__ yks ‘_: . (13)

‘pro étverec elementu oblouku ds? této knvky pak nalezneme ‘
ds? = d':v2 + d'yt = }
= [(1'+ "5 — yk)2 + (yo + "zk)*] do®.
3) sz Ernesto Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca (ndm. Vorlesun-
gen iiber natiirliche Geometrie, piel. Gerhard Kowalewski, Berlin 1926

{T1. vyd.], 21 nésl.); Georg Scheffers, Einflihrung in die Theorie der K\.}rven
in der Ebene und im Raume, Berlin 1923 (III. vyd ), 91 nésl. . .

(14)

73



R VP (A NN B
Lo | . R NI B

Stanavme nyni odvozenou knvku 'r temlto daldimi poza-

- davky:

‘2 =1Ilo), 'y=0,

“kdeZ (o) je libovolnd (reguldrnf) funkce oblouku o z4kladni kiivky

I'. Pak obdriime z rovnice (13) -

k (o) (0)
tg”=ﬂl'f(7) (l() )

‘l'(a) — k(o) cotgy + 1 = 0; (15)
= [(1 4 U'(0))* + k* I*(0)] do®

a tudiz vzhledem k rovnici (15) (Z24ddme-li zdroven, aby oblouk s
rostl 8 rostoucim obloukem o)

&ili

z rovnice (14)

-

Cds = & X9 g4 S ae)
sin y. :

Rovnice (15), (16) budeme aplikovat na pohyb proménného
rovinného dtvaru.”) . .

4. Z rovnice (15) plyne .
dl(c) = k l(g) cotg v do — do.
JestliZe oznalime dv kontingentnf thel zékladni ki‘lvky I' a dile

N(o) = -l(;:) miuzZeme napsat predchazejicf rovnici ve tvaru
di(s) = [N(o) cos » #‘-1‘—’] dz. (17)
N dr
Pri stejném oznacenf obd‘riime z rovnice (16) vztah

= N(o) dz. : (18)

UvaZujme koneén dve zakladnf k¥ivky I3, I, obecné riizné
a daldf kfivku 'I";obecné rozdilnou od kiivek I3, I’2 Z libovolného
bodu kfivky ‘I" vedme teény ke kiivkam I, I'y; oznadme 4 jejich

\

. thel. Jsou-li d7; kontingenéni Ghly kiivek [y (z = 1, 2), pak plat
( nerrve

- dA = d-r, —dr,
-3 K ]mé geometrlcké aplikaci rovnic (15), (18), je¥% pochézi od Her;

vhga uvedme: Je-li k = k() J)hrozenou rovnicf zékladni kfivky I' a 11:

" rpoklédéme-li, Ze tGhel » jo stal
_-teden zékladni kiivky I (pod ‘hlem »). Rovhici o? téchto trajektorit nalez
- peme 2 diferencidlnf rovnice lineérni 1. tadu (15); znf

je odvozens k¥ivka ‘I isogonélnf trajekt.

l(0) = exp (cotg v . [k da) [C — [exp (— cotg v. [k do) do],

@ je integrabni konstanta. Rovnice (18) spolu s rovnief predchézejic urduje '

/

: . pak.oblouk této trajektorie. Viz Gino . oria, Curve piane epecmh algebriche
® trunscandentx, II, Milano 1930; 306 nésl.

.14" S - o ‘ .
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a tudii podle rovnice (18) o oy
1 .
dAd = {_—— .
P ( T Nz) ds; (19)
li(oi)

kdeZ opét Ni(o:) = - (¢ = 1, 2) je element oblouku kiivky ‘I
Rovnice (17), (18), (19) 1ze ihned interpretovat v kinematice
promenneho rovinného ttvaru:
Necht se tisetka 4,4, proménlivé délky pohybuJe svyml kraj-
nimi body A4,, 4, po danych dvou kiivkach 'I}, ‘T, obecné riznych
" a jeji pohyb budiz izen tak, Ze zistava stile tetnou dané kiivky I,
obecné rozdilné od kiivek 'I’l, ‘T, (obr. 1) Oznad¢ime-li, v souhlase
s predchazejicim vykladem, o
oblouk ktivky I, dr jeji kon-
tingenéni tihel, s; oblouk kiivky
T a l; ¢asti, v néZ je tiseCka
A4, v dane fazi pohybu roz-
de]ena bodem dotyku s kiivkou
I'(t=1, 2), pak zména délky
dl. ﬁseéky 1 pti prechodu z faze
dané do faze soumezné (pii po- Obr. 1.
Sinut{ Gsetky 4,4, po k¥ivce
I') je patrné rovna algebraickému soudtu zmén obou ]e]ich casti, t. j.

dl = dly + di,,
pfi éemz plati podle rovnice (17)

dl; = (Ni cos ¥; ——g-g) de, Ni= E’izl: o (20,

(6=1,2) )

Pongvadz zmény dl, dl, majf opadnd znaménka, miZeme psiti také
|dl| = | N, cos v, — N, cos v, | dv = D dr; (20,)

vyznam délky D je patrny z obrazku. Vztah (20,) je v8ak zndmy
jako druhd zékladni rovnice d’Ocagneova, vztah (20,) ]ako )
prvnf zdkladni rovnice Mannheimova (pro zménu délky pn
pohybu proménného rovinného utvaru). ‘
~ Pfi zminéném posinuti bude zména oblouku ds; kilivky 'T;
dédna rovnicf (18), totiZ

ds; = Nydr; ' (21)
' (t=12). - L
odtud pro pomér obou zmén ‘
" dsl Nl
& Ny (2L)

S ' : : 56
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Vztah (21,) je totozny s prvnizékladnirovnici d’Ocagneovou
(pro zménu oblouku pfi pohybu proménného rovinného utvaru).
vztah (21,) je pak tfeti zdkladnf rovnice Mannheimova (pro
pomér zmén oblouki; tento vztah byl ostatné znamy jiz Newto-
novi). ' ~
_ Konetné necht se pohybuje tihel a,a, poménlivé velikosti 4 tak,
Ze svymi rameny a,, a, se dotykd dvou danych kiivek I3, I, obecné
_riznych, pii ¢em# jeho pohyb je fizen tak, Ze vrchol Ghlu probfha
danou kfivkou ‘I, obecné rozdilnou od k¥ivek I, I, (obr. 2). Ozna-
6ime-li zase o; oblouk kiivky I, dr; kontin-
genéni thel jeji (¢ = 1, 2), s oblouk k¥ivky ‘I,
pak-zména Ghlu dA Ghlu A pfi pfechoduz fa-
ze dané do faze soumezné (pfi poSinutf Ghlu
Y .

a,a, po kiivee ‘I") je patrné dana rovnici (19)
1 1
’ N, N,
Rovnice (22) je totoind s tieti zakladnf
rovnici d’Ocagneovou a druhou za-

Obr. 2. kladnirovnici Mannheimovou (pro zmsé-

r. 2. , ve v o

nu uhlu pfi pohybu proménného rovinného

atvaru). - .. . )
5. V zavéru poznamenejme toto: Autorem zikladnich rovnic
pro pohyb proménného rovinného utvaru je A. Mannheim?);
zpusob, jimz tyto rovnice odvodil, neni v8ak prosty ndmitek.%)
Presny ditkaz methodou t. zv. infinitesimdlni geometrie podal
teprve M. d’Ocagne’), alé pro kazdou rovnici samostatné, pozméniv
také Mannheimovo pofadi. Vyznam vzorch dostateénd prokazuji

jejich rizné geometrické aplikace.?)

ldA| = ds. 22)

© %) Nazyva je ,formules primordiales* a uvefejnil je poprvé v knize
E. Bour, Cours de Mécanique et Machines, I, Cinématique, Paris 1885
(str. 51—52, 57, 59), poté ve vlastnich spisech: Cours de Géométrie descrip-
tive comprenant. les éléments de la Géométrie cinématique, Paris 1880 a 18
(I. a IL. vyd.), str. 202—204 resp. 203—-205);. Principes'et développements de
Géométrie Cinématique, Paris 1894, str. 44-—48. e
%) Zpusob, kterym Mannheim dokazuje své vzorce, 1ze posouditi také
& dukazu vzorce (20,), jak je poddn v knize V. Jarolimek a B. Prochéazka,
Deskriptivni geometrie pro vysoké gkoly technické, Praha 1909; str. 389.
v %), Nazyva je ,formules fondamentales*. Viz jeho spisy: Cours de -
Géométrie descriptive et de Géométrie infinitésimale, Paris 1896, str. 2568 a¥
"2684; Cours de Géométrie pure et appliquée,. I, Paris 1917; 11, Paris 1918
(str. 123—131 prvnfho dflu); Cours de Géométrie, Paris 1930; str. 38-—43.
_ Zpiisob, kterym d'Ocagne dokazuje své vzorce, 1ze posondit z diikazi, jak,
" jsou rodéuny.v knize J. Sobotka, Differencialnf geometrie, I, Praha 1909;
" .atr. 408 nésl.; 446 nésl. v .
-+ . 7) V uvedenych spisech Mannheimovych, d’Ocagneovych a v knize
. - Bobotkovs. - N .
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V této préci jsem podal ]e]mh dﬁkaz, pouziva]e jednotného
hlediska a analytické methody. Vyznam rovnic (10) je v8ak mnohem
&ir¥f a daleko presahuje tizky obor kinematiky proménného rovin-

ného utvaru
*

Sur le mouvement d’une figure plane variable.
(Résumé de Varticle précédent). ‘

Pour I’étude des propriétés géométriques d’une figure plane
variable qui se meut dans son plan, on se sert habituellement de
certaines relations dites ,,primordiales‘‘ ou ,,fondamentales‘ qui
étaient déduites & son temps par MM. Mannheim et d’Ocagne
(cfr 'oeuvre magistral de Mannheim ou traités divers de d’Ocagne).
Ces relations ne sont qu'un cas trés particulier des équations
générales, que nous appelons ,les équations généralisées de M.
Cesaro pour l’analyse intrins que des courbes planes“ La dé-
monstration de ces équations et leur spécialisation & celles - de’
Mannheim et de d’Ocagne font I'objet de notre travail.
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