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ﬁasopis pro péstovanl matematuky a fyslky, rot. 7I (|946)

.o O k-posunutiach.
Anton Kotzig, Bratislava.
(Doslo dna, 13. mija 1946.)

Nech st k,n dané prlrodzene tisla, 1 <%k <. Vysetru]me
n-rozmerny priestor R, (ponimany ako mno%ina vietkych s$stémov -
(2, T4, ..., Xn] = &, kde x; 80 t. zv. sGradnice bodu 5). Budeme nazy-. :
vat k-posunutfm také posunutie v priestore Ry, pri ktorom sa zmeni
najmene]j jedna a najviac k suradnic, ktoré sa zmensia o celé Cisla
a ostatné ghradnice zostani bez zmeny. Nech je dalej M mno%ina
v8etkych bodov, ktorych véetky sura,dmce su celé nezaporné éfsla, .

- potom platf veta:

Existuje jedna a len jedna mnoZina 4, ktora ma tieto -
tri vlastnosti:

1. AC M. o

2. Ak je ¢e M — A, ex1stu]e k- posunutle kferé pre-

védza bod & v bod mnqzm A. .

3. Akjeéedaakjenbod, vzmka]um 7 Ek- posunutim '

nelezf{ n v mno%ine 4. B
MnozZina A4 je potom definovana. takto Nech je &=

= [&, &, ..., ¥s] bod o celych nezapornych suradniciach. *

Rozvmme suradmce v dyadlcké] sistave

x;=S‘b,,(a:¢)2’”. (z==1,2,..., n). B
m 0 . \
. thm(x:) = 0 alebo = I, pre ka%dé ¢ je oviem maximélne ko-
neény podet disel by(x)) rézny od nuly) Potom bod-§ patri
do mnoZiny: 4 vtedy alen vtedy, ak je

bm(xr) + bm(xa) +. + bm(xn) =0 (mOd (k 1)) '(")*j -

pre katdé celé m = 0. T
v -Def.:’ Ak bod o (x ¢ M) uréitym k- posunutim prejde v bod aly
budeme hovorit, e bod ~ je podiatodny, « ' vysledny bod tohoto
Ic-posunut}a Ak prevedieme postupne. viac (napr 8) . k-posunuti
tak, Ze vysledny bod jednoho k-posunutia povazujeme za potiatotny

" bod da]s’neho k,posunutxa, Jednothvé polohy bodu buda nam. uda.vaﬁ

.o
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postupnosﬁ bodov &gy Bgs e - -, 0. Takejto postupnosti budeme -ho-
ivorit k:retaz 'z bodu o, - ‘
Doékaz vety: Dokazeme teraz, Ze existuje maximalne jedna
mnoima majiaca vlastnosti 1., 2., 3.
. Dokaz: Predpoklada]me, Ze ex1stu]1'1 dve také mneZiny 4, B
ktoré maja vlastnosti 1., 2., 3."Aby A4 == B, musi existovat aspoi
jeden bod taky, Ze je elementom len jednej z tychto mnozin. Bez
tjmy vieobecnosti moéZeme predpokladat Ze existuje bod g,
o ktorom plati: 8, € B, a zaroven f, nelezi v 4. Skonstruujme k-retaz
z bodu g, tymto sposobom Prvé k-posunutie prevedrhe tak, aby
“platilo B, € A (j¢ to mozné na zaklade vlastnosti 2., lebo f, nelei
v-4). Na zdklade vlastnosti 3. vS8ak potom platf: ﬂl nelezi v B.
Mozeme tedy druhé k-posunutie volit tak, aby f, € B; na zaklade,
. vlastnostl 3. bude platit: S, nelezf v 4 a tretie k-posunutie mozno
volit tak, aby platilo: 8; € A nelezf v B, atd. Tymto sposobom do- -
" cielime toho, 7e o bodoch tejto k-retazi bude platit:

- PaeB; Pa nelezi v 4 ‘ __ :

ﬁngsA Ba+1 melesi v B} pre vietky 1 =10,1,2, ...
Uvazme, Ze kazdym k- posunutlm sa na]mene] jedna stradnica
umendf. Je zre]me %e pre ne]ake j bude najmenej jedna sﬁradmca
" bodu 8; Z4porna. Ale to nie je moZné, leho musi byt Bie M; preto je -

- zrejmé, Ze, nemozu existovat dve rézne mnoZiny, majace vlastnosti
1., 2., 3. (Ze neméze existovat viac takych mnozin, je z dokazu tie¥
zre]mé)

Ide eite o dokaz, ¥e mnoZina defmovana podmxenkmm (*) ma

“viagtnosti 1., 2., 3.:

- Kazdé celé nezdporné &slo x da sa rozvinif v dv0]kové]'
(dvadlcke]) sﬁstave, pri dom budeme stéle uifvat oznadenia

z = me(x ) 2™ (ba(z) = 0, alebo = 1).) (1
y m=0
Ak je da,na, Tubovolns skupma A, sklidajica sa z celych neza,por~
nyoh cisel , . .
. aq, Ay, ..y Ap,E) (2)

e e

_ 1) Pre kaZde také x’ Je oviem opiat maximélne koneény podet &isel
m(z) rozny ‘od nuly. .

1) Tlet,o tisla ay, ..., ap nemusia byt, navzéjom rozne, bude zéleZat na -
‘( “tom, kolkokréat sa kaldé z nich v tej skuEme vyskytuje. Naprotl tomu nam
>nebude iéle¥at na tom, v Jakom poriadku sa ¢isla a,, a,, . o Gy napisané.
Tedanaﬁn- 2, 2,0,17, 17, 2 bude t4 isté skupina ako 0, 2, 7, 2, 7, 2, ale iné ne%
0 2,0,7 bo 2, 2, 2 0, 7. Agkol'vek teda ,,skupina‘ (ubvam ﬂmyselne tohoto
nbu@ré,lneho slova) je mieto- trochu iného neZ. ,,mnoZina‘, budeme: uiivaﬁ
~Symboliky obvykléj ¢ teorie mno¥in: Ked je A skupina gy oees By BK je B
skupma byy iy b’ & ak oznaéime O skupinu ¢y, ..., ay by euiy b budeme pisat
C‘ceAﬁ-BB Cisd, AcC’(A;a,,Easﬁou"C),nch a,eA ,apeA
(a‘ ]e ,,prvkcm" skup).ny A) atd. Nedorozumenieje iste vylitens. - -

;
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“budeme znakom om(4) oznadovat zbytok Ssla, : )
bn(@) + bu(a) + ... + bn(as) = 23 bu(é (3)

podla modulu £ 4 1, takze 0 g on(d) < k.
Nech je teraz S, Iubovolna skupina-n celych nezapornych &fsel

. Ty, Ty, ..., T (4)
Budem hovorlt ze skupina To celych nezdpornych ¢isel

. Y1 ?/2, cees Yn ) ) (5)

vznika z S, k-posunutim, ak je y, g xp pre p=1,2,..,n a ak

nerovnost y, < x, plati najmenej pre jednu a najviac pre k hodnét p.
Ak skupina (4) spliiuje rovnice

on(Sy) =0 pre m = 1,2, 3, ‘ (6)

a ak skupina (5) (oznaéme ju T) vznika k-posunut,{m z Sy, nemozu
byf splnené vietky rovnice _

on(To) =0 (m=1,2,3,..). (7 -
Lebo nech je m, najvidsia hodnota m taka, ze je bu(y,) < bu(2p)
aspoii pre jedno p (1 < p < n). Zo vzfahov y, < g, bu(yq) =
= bm(x,), platnych pre- m’> mey, ¢ =12..7n plynie, Ze je nutne
biny(¥q) < bm,(2g) Pre g =1, 2, 2 takze meo(y) je mensie nez

yelly

zbmu(x) aspon o 1 a najviac o k. Nakolko or,,.o(S ) = 0, nemoéze byt

a,,.,,(To) =0, ,

Aby sme dokdzali zékladni Vetu stadi teda,, ked dokézeme
este toto:

- Nech je dand skupina (4 ) celych nezdpornych ¢isel — oznaéme
ju Sy, ktora nespliiuje vietky rovnice (6 ) Potom existuje skupma /
vznikajica z Sy k-posunutim a takd, Ze platia vietky rovnice (7).

Dokaz Budeme definovat celé &islo 7 > 0, skupiny

. S C 8 C.. C&C% . (8)
&:&4;&(“12 ) o (9)
celé &isla S . ’ '
my > my > ... > My > My = — LI) ~(10)
a‘celé kladné &sla s . o
T~ Uomn Ump ey a:@_;l N . ’ (11)'

sposobom, ktory teraz popiSeme.

a) Smysel gsymbolu je jasny.. Obecn'e, ak je A skupina ay, a,, sy
- aak jo f(x) lubovolnd funkcla, zna,éi synﬂﬁolZf(x) éislo f(al) ~+ l(av) + vt

+ f(a ) ‘zed
1‘) Cislo m,, |, za,vé,dmm len Pre pohodhe o
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Z (8), (9) plynie, %e . .
So=P+ P+ ... + Pi+8 (=12,..,7), (12)
obecnejsie
Bj=Pja+ ...+ P48 (0Sj<i=n), - (13)
Specidlne » R
Sg=P,+Py+ ...+ Py + 8, . (14)
- Pre vietky dostatotne velké m je bu(zp) = 0, teda om(S,) = 0;
podl’a predpokladu ex1stuje viak m, také, Ze

m,(Se) > 0. ' ‘ (15)

&volme za m, najvitsie ¢fslo, pre ktoré plati (15). Polozme oy, (So) =
== om, a z Gisel z,, z,, ceos Tn vyberme am disel ‘

Z1,15 L1395 005 zl,a",,',‘l, (16)

pre ktoré je by (x) = 1; &isla (16) nech tvoria skupinu Py, kladieme
potom S, = S, — P,, takze P, = 8, — &,, 0 < on, < k. Predpokla-
daJme, Ze sme uZ definovali pre 1ste p=1 skupmy

8, C8p 1C...C S8y, " (17)

o Pi=8im—=8 (1=12. s P) - (18)
celé &fsla o I \

m>my> ... >mpy =0 C (19)

a celé kladné éfsla .

A i ' , Ggﬂn AR a:’";l : . (20)

: tak, Ze : " o
‘ ob, R Oy Sk (21

' a e ka¥ds skupina P; sa sklad4 z zrm éisel pre p = 1 sme to pra,ve
- "udinili.

‘ +  Skupina 8, = 8y — (P, + ... + P,) sa skladé, Z M ap, —
e o',,,p1> n—k=0 cisel Ak neemstu]e z1adne ¢fslo m, pre
: kt:oré by platilo _
. o mpy>m z 0, 0 < a,,,(S,,) < k- ?a’,;.;‘., ’(22)
i==1 .
N poloime %= p, Mps1 = —1 & sme 8 mdukcwu hotovi Ak véak

E exlstuje také éislo m pre ktoré plati (22) —"nech je m, . najviadsie
také dislo m — polozme Omy +1(Sr) == u,,, ph1% ta,kie podl’a (22) jo

’

‘. “- U”'ﬂ%1>q’ Z U:;;lg.k

Vyberme dale] 70, skupinyﬂ,, skupmu o'mp 41 Sisel

_’58 : " ‘ .\ /_.1_' \
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Y
xp-l;l 1, Lp+1,25 - - xp;—lyo-p . ’ | (23)
Mp+1
pre ktoré je bm, ,(x) =1, tato skuplnu ozna¢me P,.; a poloZme
Spi1=8, — P,,q Vldlme Ze vztahy (17) az (21) buda teraz platit
3 1ndex0m p+1 namlesto p- Nakolko kazda skupina obsahuje
asponi jedno &islo, je videf, Ze sa postup musi najneskorsie po »
krokoch zastavit, takze dospeJeme takto k systému s vlastnostiami
(8) ai (13).
Z toho, ako bol indukény krok (prvy a (p + 1)-y) prevedeny,
je zrejmé este toto: Predovietkym je

O, + Om, + .. am ' <k, (24)

teda istotne _
' 1<ak.

Za druhé: P; sa skladd z am’ ¢isel, pri ¢om pre ;vePi je
b)) =1, teda on (P;) = crﬁ,zl. -

~ Za tretie: ‘
Omp = o (Sic1) (E=1,2,..,7), (25)
takze podla vlastnosti druhej je
Gmi(Si) = Gm,‘(Sl——l ‘—P) =0 (1' =12.., ﬂ). (26) ‘
Za 8tvrté: ' . .
: om(So) = Lo 27

pre m > m,.
Za piate: Pre '
mi > m > mitq =12, ..,m
neplati (22), t. j. je '

budto m(S:) = 0, alebo o‘,,.(S) >k — Z ot (28)

(m1> m>mis1; =1, -,...,n).

‘Deraz nahradim skupinu 8§, novou skupinou 8’, (sloZenou. tiez
z n celych nezdpornych éfsel) takto: Skupinu S, necham bez zmeny.
kdezto ¢isla kazdej skupiny 'P; (3 = 1, 2, ..., n) zmenim takto:

Ak je x ¢ P;, nahradim &slo x &slom
= S om0 S ba(x)2m (29)
) osm=my; m>m; . .
mF My My g, oy My iy, My ‘ .
T. j. koefxcxenty pri 2% (m > m;) necham bez znoeny, koeﬁclenty pri
2mi 2mit1, ... 2m: nahradim nulami (vieme, Ze v z bol koeficient,
pri 2"“' rovny l), ostatné koeficienty nahradfm jednickami. Nakolko
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prvy sucet v (29) je men&f nez 2™, je 2’ < x. Skupinu &sel ', ktort
takto dostaneme zo skupiny P;, oznaéme P’;, polozme ete
87=8 8i=Piyn+ ...+ P+8, ¢=0,1,...,2n— 1).(30)
Cisla z 8, vznikly teda z &sel skupiny S, tak, %e sme &sla skupiny
P, + P, 4+ ... + P, zmensili, ostatné nechali bez zmeny. -

Je zrejmé toto:

1. Ak je m > m,, je: !
am(8%) = om(S,) = 0. (31)

2. Ak jem=mp(p=12..n), ]e podla (29) b (2') = 0
pre x' € P';, akondhle 1 < p '

t. . .

. Ony(Py + Py + ...+ P'p) =
t. ) .
Im,(S'0) = om,,(8'p)- -

AleprexeS,,,t] ¥ ePpor+ ... + P+ 8.5 je podla (29)
a v dosledku rovnice S, = 8, zrejme bp (2') = b (2),°) takZe
om,(8'p) = om,(8p) = 0 [vid (26)]. -

Teda: : \
Pre m=m, (p=1,2,...,7) je

o (S'0) = 0. | (32)
3. Ak je m,,> m>myiy (p=1,2, 7), plati toto: ked je

£ ePpiy+.o+ P+ 84 t.j. 2 eS,,, ]epodl’a (29) a v dosledku

rovnice S,,’: S’-,, zrejme by (') = bu(x), tedy

on(S'p) = om(Sp)- (33)

Nahradime konetne &sla skupiny 8= P'; + Py+ ...+
-+ P'5 + 8’5 novymi é&islami, ktoré budi tvorit novi skupmu S”.,_

o n &slach a budi sostrojené takto:

1. Cfsla z ', nechime bez zmeny.
.2 Koeflclenty bm(z’) pre m > m, a prave tak koeflcmnty
b (%), bmy('), ..., by (%) nechdm bez zmeny pre kazde x' €8,

PodTla (31), (32) bude potom
om(S8"y) = 0 pre m > m, a prave tak pre m = m,, - (34)
M= My, ..., M = My.

3 Nech je koneéne m cislo, splitujuce nerovnosﬁ my > m >
>mpi (1< p < 7). Potom zmenim koeficienty bn,(z’') takto:

5) Pre p==x odpadne oviem P’ p+1 F oo P’n, podobne v analogic-

v ky_ch pripadoch.

- %) Znakom z zna&fm to &slo z . X z ktorého vzniklo é&islo 2’ zmenou,
udanou v (29) ‘ .



I. Bud je om(Sp) = 0. Potom vietky koeflclenty bm(a}) pre
vietky «' € P’1 + ... 4+ P’, nahradim nulami [u 2’ boly tieto koefi-
cienty rovné 1, vid (29)] kdezto u vsetkych z’ eP ,,.1—i— .+
+ P+ S8y = S’ necham b,(z’) bez zmeny

Potom bude teda

om(8") = ‘Tm(S ») = om(Sp) = 0 (35)
[vid (33)).
II. Alebo neni 0,(S,) = 0. Potom je podla (28)
om(Sp) > k — }: oy s

nakolko o,,(Sp) < k a nakolko plati (24), je istotne

k+1giﬁf+%w“§%. (36)
j=1 .
Je . ’
omS0) = > ba(2)) + 2 bm(z')
Crel 4.t Py el gt Py b Sy

(mod (k +- 1)). (37)
Ale podla (29) a v dosledku rovnice 8’z = S je
> bae) = > bn(@) == om(Sp)

2'eP'py b P g4 8, ZePp 4.+ Py 8y .
(mod (k£ + 1)),

kdezto prvy sﬁéet v (37) sa sklada zo samych jedni¢iek. Teda
om(S'0) = O, + ... 4 oh, 4 o(Sp) (mod (k 4 1).  (38)
Nakolko 0 < on(S') < k plynie z (36), (38) zrejme

O‘mtbﬁ )+ E+ 1= T g’—l + om(Sp) <'§ 0;;;;1 Lk,
6§ /_ AL |
onls) < S . B
Nakolko dalej vietky ¢isla =1 .

' e P, + Plz o P

1

(ktorych pocet je prave rovny Z om1 majii koeflment b,,,(x )= l

moézZem tieto koeficienty podla (39) zmenit tak, Ze u o,(S’) tychto !
tfsel 2’ e Py 4 P’y 4. + P’y Koeficient bm(x ) = 1 nahradim
nulou, u ostatnych Hsel 2’ eP 1+ ... + P’p jako aj u vietkych
Hsel 2’ ¢ 8’y nechdm b, (z') bez zmeny. Potom bude zrejme '

om(8%) = 0. o o)

8l
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Systém S”, prave konstruovany vyhovuje teda rovnici (40)
pre vietky cele m 2> 0 [vid tiez (34), (35)]. Okrem toho vznikol
8%z Sy k- posunutim lebo ¢isla skupiny P, + P, 4 ... -+ P, (¢o

" je najmenej jedno ¢islo a najviac k ¢éisel) sme zmensﬂl, ostatné sme

ponechali bez zmeny. Tym je dokaz prevedeny.
*

Sur les ,translations k.
(Résumé de l'article précédent.)

~ Soient k, n deux nombres entiers donnés, 1 < k£ < n. Soit R,
I’espace cartésien a » dimensions. Considérons une translation quel-
conque (caractérisée par n» nombres a, a,, ..., a,) qui transforme
chaque point & = [z, ..., x,) € B, en [z, —a,, ..., ¥, — a,]. Cette
translation soit appellée une ,translation &, si les conditions sui-
vantes sont remplies:

1 Chaque nombre a, est entier et non négatif (= 0).
: Si 'on désigne par [ le nombre de ceux parmi les nombres
a, an qui sont différents de zéro,ona 1 < I < k.
"Pour le développement d’un nombre entier z 2 0 quelconque
dans le systéme dyadique nous allons constamment employer la

‘notation suivante’

- x = z bm(x) 2™ (Dm(x) égal & 0 o & 1). Ly

m=0 \

Par M nous allons désigner I’ensemble de tous les points

[y, «..y 2] dont toutes les coordonnées x; sont entiéres et non

’ negatlves

Théordme. I1 existe un ensemble 4 et pas plus qu'un
seul, jouissant des propriétés sulvantes

1. AC M.

II. Si £e¢ A et si p provient de & par une translatlon k.

on a nnoned.

III. Aucontraire,siée M — A4,ilexisteunetranslation
k qui transforme & en un point de 4.
L’ensemble 4 est défini de la maniére sulvante Un
point : ,
. =[xy, ..., Xn] e M . (2)

appartlent b, A, sil'on a

b)) + ... + bm(xn) = 0 (mod (k + 1)) pour m = 0, 1,2 . (3)

ot dans ce tas seulement.

Démonstration de 1’unicité. Supposons que deux en-

,. .sémbles d.lfférents A, 4, jouissent des propriétés I, IT, III. Il existe

SN

oo
'
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alors p. ex. un point &€ 4, — 4,. 1l existe alors un point &, e Az,
provenant de & par une transla,tlon k (voir III), donec &, € 4, —

(voir IT). Ensuite; il existe un point &, ¢ 4,, provenant de £, par une
translation k (voir III), donc &; € 4, — 4, (voir II) ete. Il existe
donc une suite infinie &, &, ..., oll &g, € Ay — A, Eapi1 € 4) — Ay et
ou &, provient de &, ; par une translation k. Donc, a partir d’un
certain rang, une coordonnée au moins de &m est négative — contra-
diction (voir I).

Reste de la démonstration. Soit maintenant 4 Uensemble
de tous les points (2) qui satisfont (3). Il nous reste a demontrer
que A posséde les propriétés 11, ITI (car I est évidente).

Propriété Il. Soit & = [xl, v Xple A et soity = [y, ..., Ynle€
€ M un point provenant de & par une translation k. Soit, u le plus
grand nombre tel que la suite b,(y;), ..., b.(y») ne soit pas identique
2‘1 b.(xy), ..., bu(zs). Evidemment, on a ou bien b,(x;) = b,(y:) ou bien

b.(x:;) = 1, b,{y;) = 0; désignons par I le nombre des indices ¢, pour
lesquels la seconde éventualité a lieu; on a évidemment 1 < 1< k,
et done (voir' (3)) bu(#) + ... -+ bu(ys) = — & %= 0 (mod (k + 1)),
donec ne M — A.

Propriété III. Soit donné un point

&= [z, ..., Ta] e;M — A . (4)

11 faut démontrer Pexistence d’un pbint appartenant & A et pro-
venant de £ par une translation k. Pour cela, nous allons en premier
lieu décomposer d’une maniére convenable le systéme

Xy, Ty, .o vy T k (5) -
que nous désignons par Sp.1) ‘

Si S est un ‘systéme des nombres entiers non négatifs a,, a,. .
.o, @ et f une fonctlon, nous allons poser ; f{x = flay) + ... +

+/01)

En partlcuher nous allons demgner pat o‘,,,(S) le reste du nombre
> bu(x) suivant le module £ + 1, done

zeS . -
oga,,,.(b )< k. - (6)

1) Les nombres Xy, - &, peuvent btre en partie égaux. Nous regardons

deux systemes comme 1dent1ques si I'un d’eux provient de 'autre par une .
permutatlon de ses ,,éléments“, de sorte que p. ex. 0, 2,7,3,0,2,2, est le
méme systéme que 0, 0, 2, 2, 2,3, 7, mais il est différent de() 2,3, 7 de méme’
que de 0,2,0,7,3. Quoxque la notion d’un ,,8ystéme** est d\fférente de celle
d’un .,ensemble , ous empruntons' quelques notations & la théorie des en-
. sembles (sans qu'aucune confusion soit & craindre), & savoir: Si nous dé-
signonk par 4 le systéme a,, ,.., a,, par B le sygtéme by, .. . b, et par C le

systéme ay G byyouny by nous al]ons dcrire: a; e 4, A C C’ A +B=0C,

B=(C-— A(P ex A+B Céquxvauté,B C’ Acequlnesbpas .
vrai dans la théorie des ensembles. yo o ) .
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Nous allons définir par mductlon un nombre entier . > 0, les
systémes

8 C 8t C..C/C Sy W
Pi=8ia—8 (1<i<a): - (8)
et les nombres entiers: l . _ .
ml>m2>...>7\n,.>m,.u:——l,« _ (9)
o >0, 0p, >0, ..., d ' >0, (10)

satisfaisanp Pinégalité _

’ Omy +- - -+ o < k : : (11)
comme il suit. .
Remarquons d’abord que (7) (8) entraine

8 =P+ + Pt 8 0<j<i<a).  (12)
Soit m, le plus grand nombre tel que om,(So) > 0 (m, emste

d’aprés (4)). Posons O, = Om,(Sp); parmi les nombres Xyy oeny T

choisissons un systéme- partiel P, qui consiste de o, nombres x
satisfaisant la condition b, (z) = 1. Posons’ 8, =8, — Pl, donc
P=8,—8;, 0<om <k

Supposons que l'on ait déja défini S,,-.., S,, Py, ..., ,,,\ml,
Mps Oymyy -+ s aﬁzl pour tin certain p > 1 et"que g, + ...+ arﬁ;l < k.

S’il n’existe aucun nombre m tel que I’on ait '

. ) , P '
mpy>m=>0, 0<on(S) <k—3 o, . (13)
o » o , . j=1
_posons & = p, mys1 = — 1 et I'induction est finie. S’il existe un

tel in (dans ce cas Sp ne peut pas etre vide), soit m, ;1 le plus grand

. nombre m qui satisfait (13) et soit amp 1= Omy +108p). Nouschoisis-
‘sons de S, un systéme partiel P, qui consiste de Om, ., nombres
z tels que by, () =1 et nous posons Sp+1=8p ——-P,H

En procédant ainsi, on obfient enfin =, S;, Pi, m;, om& qui

" satisfont (7)—(11).

. Remarquons enfin les conséquences sulvantes qm découlent

o ,de la fagcon dont nous avons défini les S,, P ...

, .

QA P; conswte preclsément de a,,.. éféments pour T€ P., on

?ab,,.,(x)_l o o
' (B) Onaam} —a,,.'(&ﬁl) done ' s o o
o om(8) = om(Bia — PY) =0 (1 _~,¢<n) b (14)
(a;) Ona ' ‘

B "o'.,‘.(So)":-’.O‘pour._m>vsm1.v ()
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(®) Pour m; >m > miy; (L i L w), on n’a pas (13), donc
‘on a ‘ : .
: i
ou bien ¢,(S;) = 0 ou bien am(Si) >k—3 o’,,',;l. (16)
i=1
Ayant ainsi décompose S,, nous allons remplacer S, par un
autre systéme
Sy z', x'z, ey 'y an
comme il suit: Posons 8, = S,. Mais si z, ¢ P; (1 < ¢ < ), rem-
plagons z, par le nombre
= > 2n 4 D bu(x,) 2m (18)
0=m=m; m>m; ’
. MFE My, My qy...,My ) .
(donc a’» < ,, car bm(x,) = 1); nous obtenons ainsi de P; un
nouveau systéme P’; et nous posons

Si=Pipi+ ...+ P+ 8 (05 <a). (19)
On. voit immédiatement:
on(8'4) = om(S,) = 0 pour m > m, (20)

(voir (15), (18)). .
Pour m = m, et pour x,eP,, 1< p, on a b, (x ;) = 0 (voir
(18)), donc op,(P'y + ... + P') = 0, 0m,(8) = om,(8'5); mais
pour x,€Sp = Ppi1 + ... + P, + 8, on a by(2',) = bm(x,),(voir
(18)), donc oy, (8'p) = om,(Sp) = 0 (voir (14)), done
om,(8%) =0 pour 1 <p<Za (21)
Simy>m>mpiy 6t si x,ePpii+...+ Pr+ S, on a d’aprés
(18) bum(2'7) = bp(2,), done 7
om(8'p) = om(Sp) pour my > M > my ;. ) X (22)
Remplagons enfin §'; par un nouveau gystéme
87 &'y, &g ey X ‘
Pour définir 87, il suffit de définir b ( z";) pour chaque r (1 g r<
< n) et chaque m > 0, ce que nous allons faire maintenant.
Pour m > m, et pour m = m,, M, ..., m, posons bu(z",) =
= bm('y) (pour r = 1, 2, ..., n), d’ou (voir (20), (21)) ‘
' om(87) = 0 - (23)
pour m > m, et pour m = m,, My, ..., Ma. ' g
Soit maintenant m, >m > m, .. Deux cas sont & dlstmguer
I. om(Sp) = 0. Posons (voir (18)) bm(z",) = b ( )—1=0
pour Ty e P’1 + oo 4+ Py, bu(2”y) = bu(2'y) pour 'y e 8'p,. done .

3
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(voir (22)) s | )
\ . om(8"0) = om(S'p) = Um(S ) =0. (24)

II. 0,(Sp) > 0, donc op(Sp)-> k —
Donc (voir (11)) o '
k4 1< 0u(S,) +

o”,f[l (vou' (16)).

.I

[

o, < 2k. (25)
1

- On a. ’
on(S0) = 2 )+ 2 bu(a’y) (mod (k + 1)). - (26)
,sP.+ +P r,ss,,

Mais (voir (18)) pour z', e P, + ... + P’y on a by(x’ ,) = 1, tandis
que pour z’, € S’y on a bu(z'y) = bm(x,), de sorte que (26) donne
on(S'e) = 0w, + ... + oy’ + ow(Sp) (mod (k + 1)

La comparaison avec (25) donne '

om(S'0) + k + 1 = on(Sp) + V o"l,

mais on(Sp) <k + 1, done
‘ 5 on(8's) < om, + .o 4 om,;

“on peut donc poser bp(z";) = 0 pour on(S’y) valeurs de I'indice
r tels que 2’y € P'; 4+ ... + P’ (pour ces z’,, on avait bu(z’;) = 1);
pour toutes.les autres valeurs de r, on pose bu(x";) = bu(2’y). On
a alors :

. om(8) = om(8'g) — am(8')) = 0 (mod (k + 1)),

"om(8”y) = 0. Donc ’(v01r aussi (23), (24)) an(S"y) = 0 pour chaque
m 2 0. Donc 1€ point & = [z, ..., ",] appartient & A et il pro-
vient de £ par une translation k car

z", < &'y < x, pour 2, € Py 4 ... + P,
x", = x, pour z,€S,,

ot P+ ,.. +vP,, consiste " de o+ ... + UZ_‘ <k eléments_
(voir (11)). ) N
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