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Parsevalova identita a její užití v teorii 
o funkcích konečných, 

Napsal Karel Čupr. 

1. Značíme-li alt a%,... av.. body, v nichž jsou singularity 
funkce definované řadou co .?• 

f(x) = ^amxm, 
o "' • 

a podobně * pu ft . . . (iv... 

body, v nichž jsou singularity funkce definované řadou \ ' 

co 

, 0 

nemůže dle věty Hadamardovy1) míti funkce 
• . - , ' , . , ' . . ° ° - ' • • • ' " . . ' 

(p(x)^^áambmXm 

singularity nežli v bodech \ 

•;"", x^an$h £ = - 1 , 2 , . . . . : 

':/'•"• ;•;•" ..' "• .••"'-'>.' :'.'':t^i,2t.:.;..', ' ' '.;'-: •';•'";; 

Je-II x obyčejný bod funkce ?p(x), je dle Parsevatbvy identity2) 
2я 

:,p.(x) ^—íftfe*) F(x!'e^) d»t x[ **'i Xf .'. .> > 0 ) 
Zn J :. • • Í . * -, ..>. \.:-\ •, '; -. • :•••••-. ,, 

:"...: /' .•. ° "'.. I-' :• ' '•'" ''' ••-.- ': " ". -\ •' ; ' '"• ' \" ' :'> 
pokud ovSem íňťegrát v jpravo existuje. y::/;/'..--;' 

jsou-.1i ůnt.bm — m ^ O , 1 , 2 , . * . — yesmžs říšla reálná, jest 

i>'r.p»V"̂í̂-;-*̂/-.3ftkC*ai-%ciâit> XXII, pa& 55.J Lá sér* dé Tayfor, Šclenti^ no 12*p^i69. 
^; fi^J 3 * f i t ó i P ^ .fflttbMa^^ sak. 



V pr^é částí svého pojednání, budeme se zabývati případy, kdy 
óm i ̂ 6m — m = 0> 1,2,... -^ jsou řísla reálná; pak jest, volíme-li 

2?r J 
. . . . . . , . ^ ....•• .JT ;••. 

• . = * — f/(irx'e»)'>0/xf-»)rfí> . . . .(1*) 
; ' . .<' .: . '.•-.-' •' ' * J 

.. .• • •. •• • - •--••; ..- •; o .- ' .•' . . . . 

Identitu Parsevalovu lze pojati obecněji: Platí-H o funkcích 
fi(x), fi(x), j,(x),... 

.9Í(x), 9>s (x), 9i (x),:.v .. 
• / • • • • " • • • • / : ' : . : • » . • . • • • . . • ' ' . • • . * , . • • . • • • • • • 

/-.'V V J/i (x) SP/(x) dx - a A: ^/, 
a / 

j # (*>.**<*) dx — mkt 

á konvergtíjí-li řady v: , ^ 

• j;:/;/v/•://;:/;/;•;:/ v ^ (*) ^ 2;*?-/í'{*)>• 
1 

voo 

; fШШ:: íШ řЙ:^^^.Ä v : V •""•'.:, ':"."•::-'•: '• 
lv^şwйütø^ '**ï • '• : : .-; rw.v : : /v 
ЃÄ:VÍҖ%*/V,":^^ vľ-v-:.:"-: &,vv; v... ,•.......'".'• ; v '•'•• •::.-.••..'•• •. 
ШãÊÊШШM^ШШ^Щ^^'^^-':/;'.";':' • •' •: v ; 

І Щ ^ t ^ - ^ "-' v/' '/. "/••'. 

IШШffЩйШ ••/"•:vf • 
^ШШiWШШ?V^Ж''V:.voV: ,;V> :;..-.:.; : . 
ţ^pШШMШwШЏШlWt^^ifíitomt^pìipkåvî'ЫШ se apli-
ЏЪ^ЩШ^ШØĘm^ V , , • '•:[ 
s î fШ Ш ţ І й i Ш Й ' i Ж : ; rø&tШ Ь n e г h ý m i řadàmi a òtne-

é&i»__(U'&èttţ-.t-Wì_fì^^ XJ.Я.4.Í Jk._->4:**^VУl-^J_è*íîé'-_f tt*. *___;_,_.__ ___,_.___' __._.__' 



v - •- "'- * - . ' . . ' ..'••• ' '•• * 3 

kovati na teorii konečných funkci, používajíce vztahů odvozených 
v první části. 

2. Budiž | x | < 1; n, a, budtež čísla celistvá kladná, a taková, 
že n: a není číslo celistvé, Pak v rozvoji 

l±^ ;=0+x.)[ l +(-?)J t.+ (-|), !.+ ...]. 
Koeficienty všech mocnin jsou rovny 1 a jest dle . (1*) 

я 
1 C 1 + O/xe^y l + Q/xe-Jyy = 

[1 + Q/xe**)*)* .' [\ + (]/xe-(*)a]s 9~~ 
n i 

1 f l + 2x 2 cosny + x/I , __ 
a a* - J o (l+2x2cosa9> + xaY 

= 1 + (~~f ) 2 j c a " + - ( ~ | ) ' ^ ^ + ' ' • ' " :i -•, -. 

l-x" + (~ííxa+* + /~*Yx*+.". + . . . = 
= F(s,s, 1, xa) + x» F(s, í,.l, xa) = (í + x") E(s, s, 1, x"); 

při čemž F zde i v dalším nám bude značiti Gaussovu hyper-
geometrickou řadu. Pro n -> » máme 

- J - _ _ _ _ _ _= Ғ ( s > в> 1 f д-в), | x 1 < 1; . (2) 

tí (l + 2x2cosa?> + xa) s 

a jednoduchým obratem 

f •«*«»-» : , _ = 0 > , '--,<.•. . . . ... .p ., 
oř (1+2x2cosa9> + xaY 

Položme v.., •(£) 2ý misto JP, O místo 2o, x misto ,]/x, a jest 
„ . . . • ' ! 

' ' ' • - " , •' - ' • . . % - : ; . - • • - ' • " • ' . - • . ' - • : ' " : : . : • . . : / • • : 

•';(-. :/9 — -=~F(s t S , l , x«),\xi<í. ,.(2**). 
ořc1 + 2 ^ 0 8 o ? + x0)8 . "-'v,;•;-'/-; ;; 

':. ":'/'• '•;;; '.•:-..- .-""•"•.:-.; . . - . " - / i ; . . • •.•, •"-:"• •. /•• •; ; , •; - j 
Pišeme4Í v... (2) a...(2*) x ==- - , | y.|>..I> opět x misto >, máme \ 



^̂ w*̂ ^ '*>?#̂ V\* tS\-' r^ 
. ^ *"fГ-*> 

ЭHľ 
-!Г.v 

я 
tfф' 

íj(l+2jt^cosaý + xa)s: 
= x-a s E(s, s, i, x~a), [x i > 1 . (3) 

л 

1 cosny tfý  0, x | > l . — 
Í (1 +2xscosá<p+xa)t 

Je-ii a «-'%položme x = (-^-^-\ ; po snadné úpravě plyne 
\p+g! 

2 

P + Я^ 

J (p2cos* y+í2sta29>)* (P ± q)u A ' ' ' V ± 9 ' ' 
0 ' • ; • ' ' . . " . • ' • • • . * * ' • 

' ± dle toho, je-li | p — q \ ^ | p + # |. — 
Poněkud složitější jest případ, kdy n : a jest čislo celistvé 

•značme je *>. Tu pro | x | < 1 jest 

^((-f)+( :+f))+-. ' 
»'+ 

+ 

+ 

takïe 
1 - - '• < ' 

-І. •. Źf 1 +2JC2 COS nџ> +xn 

'— dr =,!'•+:(—f)V. +( - ' | )S* !"+• •• 
^/'^^^(l^^^cbsafrfr^1 1)* ;•' • ; ; - : . - ^ ' : 



v- :, :-"-;.::;\;. r-'T;,;/'v../'•••• '""•;• \ : ."••.•;•'•• V' '•\-,1í̂ : 

Odsud s ohledem na •.. (2) plyne 

p cos n<p d<p __ 

\(\ + 2x*zo$a<p + xay 

= nxrl AF{S + ^ stí + \fx^ | x | < l . . . . . (4) 

a týmž obratem jako dříve 

cos nq> d<p . s o (1 + 2 x 2 c o s a ţ p + x a ) í 

= ЯX" - | { njF^ + ̂ - s ^ + l . x ^ ; | * | > 1 . (4*) 

Substituce a - = l , x = ( T ) vede k integrálu 

cos n<pd<p  

{p2 cos2 - + q2 sin2 ~ ) * 

\=:.?!LL5L . ( £ £ 2 \ n / - ^ / 7 / s + . I , s , „•+,, (£±2\V 
(p±.7)s \ p ± « 7 / \ - " / l '\p±glj 

± dle toho, zdaž | p— q | . - 5 \ p + t7|. 
Odsud snadno odvodíme Foůrierovu řadu8) 

1 2 2 s * - 2 

£4.„.,*, . ir (P±Q)"\ \p±Ql 
+ 

P±QÍ / p 2 C O S 2 ^ + (?2SJn2.2.y 

+YŽ (r í) *(' t *• *•>+ »..ěfí»(řfí)- ~ * r 
" • ..." * « " 1 • . . . - • • \ • ' " ' . , -. \ 

Jednoduchými změnami lze vzorec 4) přepsati do tvaru 

' ; COS 

;ar+:2-x| éo$a<p+xay; ^ Ař-# \ \a .;/ 

*} Případ "s % í viz litosHhsi^ :Í Sp. y^i^ přlrl fak. ̂  Uitvi. 42, gág, ^U 
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Volme $ = _ ; poněvadž 

= ( _ l ) a + P ^ _ _ = , 
+ QJ J n ( ^ + ? + l ) í 7 ( i ) 

__ (—O ° . \ sin " <p dy, 
n o 

.-„»* r cos n ?> , 
jest y £ o> = 

Tofl + 2x2cosag>+xa)£ 

H n -_ri / o \ T 2 -

= x 2(— i)í \ L 5 H sin ~ > . ( — x a sin'^)? a > . 
(>.=0 o 

Pořad sčítání a integrováni lze zaměniti; tak obdržíme 
TI 2n 

cos n <jp rfy> n , .x - f s i n a y 

Sľ 
= X 2 ( - l ) ã J 

]/1 — x a sin2 9 
dg>, (4) 

1 + 2 x 2 cosa?>+x a o 

x! < 1, n : a jest číslo celistvé kladné. 
_l Substituce — x 2 - = y, a = i vede ke známému vztahu Legendreovu. 

3. Zabývejme se nyní řadou 
n 

dý ц (l+2x вcosaў+x l <T 
õ 

= F(s, i, 1, x*a) = 

= ,+(т) *\y%>&+i>V+. 

pro x—1, 2 s ; ^ 1 2 0 řada ta diverguje. Budeme v dalším 
potřebovati asymptotické vyjádření součtu 

ptů veliká it. Rtóe 
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(-f= Г(s + kУ 
Г(к + iyГ(sУ 

pomocí Stirlingovy formule zjistíme, že pro rostoucí k chová se 
£2s—2 

poslední výraz jako ( , jest tudíž 
i (s) 

Г(s)> 
л=l 

Když 5 = 2 , jest lim ~ = - ^ , 6 ) k+oo, 

když S > 1 , jest lim - g ( V - ( 2 j , . ^ . V ^ . 

VyŠetřme ještě asymptotický výraz pro 
F (S, 8, 1 x f l), x -> 1 — 0. 

Vyšetřování lze provésti obecněji: Hypergeometrická řada 

' 'W I + y , + y ( y + l ) 1.2 + - ' 

konverguje, když0 <1 a -{- /J — y < 1 a |ř| < 1; je-li/3 = 1, diverguje. 
Touž vlastnost má i řada 

^(-a-/i>+y+l,ř)=l + 1 _ C ( _ ^ y + 1 + - 2 _ J I + y + - T + ... (5) 

o x .« .• r(o-f-/i) r(|ř+«) Ty i 
Poněvadž lim —-—'—-————i. — '— .= - „ _ , . . , , . = 

r(y+n)r(n+l) rars
 n +v+ 

= = T ( a ) T ( / O p r 0 ^ 0 ° ' 
jest dle věty Césarovy8) 

i lim,, ™ _ t r _ - r ( y ) , ^ 1 - Q . 
•£(-«—0 + r + i, 0 r(«)r(/i) 

Je-li a + /J —y = o, jest 

c m ' _ J M _ l . , ** , " . V ' . V 
^ ^ r w ť + T + í + ^ f . B p t a ' ' 

«) Laudau: Darstel und Begriindung., pag. 23. 
0 Stolz-Gmeiner: Einl. in dle Funktionenth., pag. 387. 
8) Póiya-Szegó: Aufgaben und Lehrsátze I, pag. 14. Lerch: Rozpravy 

Č. Ak. II. tř. III. roč., č. 24, pag. 3. 
Časopis pro pěstováni matematiky a fysiky. Ročník LV. 2 
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Specielně pro «==:/? = — , t = k* jest dáno asymptotické vyjádření 

úplného eliptického integrálu prvniho druhu, když k -+ 1—0; jest 
totiž") 

1 1 t M \ _ ř rf*P ИH^Иv- £2 sin2 ÿ 

Když a + p — y~Z\, srovnejme hypergeometrickou řadu 
s binomickou řadou (1 — *)-«-(*+?: obě řady pro | / | < 1 konverguji 
a pro t— 1 diverguji. Poněvadž 

mr(a + n)r((J+n) P(y) /-«-/?-fy\ 
r(y+/i)r(/i+i)r(a)T(^)"l n ) 

= B(y,«-f-/3-y) 
B(«,/í) 

Jest tedy v tomto případě: 

lim (1 - ty*+f-r F(a, ft y, ť) = ď fo a + ^ ~ ?> . 
v , r ' " ' B («,/*) 

{e-H a-f-/3 — y — 1 , lze užíti o koeficientech F(a,(i,y,t) věty 
lardy-Littlewodeovy"): Pro veliká k jest 

B(o,/?) v r (a+ fl)T (/? + /.) 
B(o + fS-l,l)2'--1(« + /í---f-«)-"(ft-r-l) 

. r^+P-ír^ 
r(a) r(fi) 

Čili n-k 

y r(a+n) r(fl+n) , 
Ar(a+fl~l+n)r(n+\) 

Ve tvaru F(s,stl9t) jsou obsaženy některé důležité funkce: 

o $=-=^ byla již učiněna zmínka; pro s ~ — ~ obát^me ú P I n ^ 
eliptický fntegrál druhého druhu. — Kvadratická transformace 
Kummerova y tomto přípidl zní 

^ ^ ^ ^ V f f l l + ^ r ^ i ' • orb) ••• • 
•:vv-'*) Nft pKPefrtDífe^eiic/rovnice, pag. 211; Petr: Počet infc, pag. 306. 
// ':*°) Lftudaii? parstefc und Begr.f pag. 60. 
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a odtud pro s = -= známá transformace Landenova, Poněkud obec­
něji jest 

F(-m,-n,l,x) = l + (";)(»)x+(<Z)$x> + ... 

= R č.--[(l-+]/xe^)m(l+]/xí~ifP)nd^; 
o 

pokud m + n + 1 >0, řada konverguje pro |x |<l l . 
Specielně jest 

mn,M) = (i + i ) ^ , 

F ( l , ± , 1 , 1 ) = 4:», 

a 
F(— m,m—-1, 1, l) = sinrcm: m(l — m), atd. 

Nesnadnější jest stanovení součtu řady 

• . '-(7)(;)+(?)@-(?)(5)=^-»'.-».'.». 
m-fn + 2 > 0 . 

Parsevalova identita dává „ 
2 

F(—mf — /i, 1, — 1) = \ cos/m —n-| )cosm9>sinrt<jpd(p, 

*° m + 1 > 0, n + 1 > 0. 

Integrál v právo nelze as v zakončeném tvaru vyjádřiti; pro m~n 
snadno odvodfme 

F (— 2 m, — 2 m} 1, — 1) = cos m TI F (— m, — m, 1, 1). 

4. Je-li s čislo celistvé záporné = — n> jest F (s, s, 1, x) = 
= F(—nt — fl, 1,x) polynom stupně ntého 

F(-n,-\,x) = —\(\+2]/x cos y +x)nd<p = 

= 1 + ( » ) ! ^ + ( » ) V + . . . ( ; ) V . : : • ' • • 

' 2* 
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Je-li xx kořenem rovnice F(- n, — n, l,x) = 0, jest jím i — ; 
z — 1 *i 

substituce x = • . ^ převádí takové rovnice v rovnice, jež máji-li 
kořen zlf mají i kořen — zv V našem případě jest 

0 

-*»(*), (*+!)" 
kdež Xn (z) jest /i-tý Legendreův polynom. Jest tedy 

F ( - a, - n, 1, x) = (i - x)« X, ( ^ ) U ) ; 

poněvadž 
F(-/7,-n, l ,x ) = (l - x ) 2 n + i F ( n + 1 ) n + 1 ) l j X ) ) 

jest též 

/7/ , ^ (t — x)2rt + 1 f d(f F(—nt—nt Lx) = ^ - V -r-—- . 
n • )(l—2^XC0S(p + x)n + l 

/ O 

Z diferenciální rovnice pro F(— n, —n, l,x) a z okolnosti, že 
F(— n, — /z, l,x) jest specielní případ tak zvaných Jacobiových 
polyíiomů definovaných vztahem 

F(—n,á+n,r,x) = 
__ xx~-v (l — x)y-~« dn [xv+n-1 (1 — x)a*n-Y] 

?(?— l )ď+/I— 1) d*n 

— a to pro y = l , a==—2/z — lze odvoditi podobné vztahy, 
které platí pro Xn(x); zde budiž uvedena jen vytvořovací funkce 

; , ; k=CO 

y\^2(l+x)r+{\+xyr* éo 
4 _ • 

F(-/i, ^nf\t]0^-ij^^^O~xr , 0<lx|<l, n + oo, 

*l) O £ebyševových polynomech Cn (x) platí na př. tento vztah 
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o 
C F(-m, — m, \,x) F(-n,—n,\,x)dx^/0, m^n, 
J ( 1 — x)m" ' ( 1 — x ) " + 1 \2n+\,n = m: 

~oo 

tvoří tedy fTkTTF(—k, — k,hx), 
0 - x)k l 

ortogonální normovaný systém.12) 
5. Pro další potřebu nutno si Parsevalovu identitu přepsati 

do integrálu funkce komplexní proměnné: značme 
oo oo 

/(z )==2 f l m ; 2 : m * Vi?)=:^bmzm, 
0 • o 

pak oo 

F{x)=^ambmX" = ^y(z)<p^y-f, 

při čemž integrál jest vzat v kladném směru po křivce neprobí­
hající žádným singulárním bodem funkce 

/ ( *Mf/7' 1 3 ) -

Pincherle14) poněkud obecněji klade: 
oo , 

nz) = a0+^a„z" + ^, 
1 

oo 
U1 

«p(̂ ) = ô0+2(^ г п +4 ! L ) 
, Л Z xt ì 

12) Tohoto symetrického tvaru Leg. pol. a rovněž tvaru — \ í —cos2<p + 

+ — sin2 <p\ d(p = Kn ~-[~ +~w)\ Wo v literatuře užito zřídka : auto­
rovi jest tvar F(— /z, — n, í,x,) znám použé z Hilbertovy práce v Cřellově 
Journalu 103, pag. 342. — V témž ročníku jest jedna z prací Lerchoyýich: 
byl by tento ročník a H*ova práce onou knihou a prací, o nfž-L, vç.gn&mé 
anketě Fehrově (pag. 39/40) píše : „Je me rappelle cependant un rêve très 
vif que j'ai trois fois, à des époques très différents et souš la même forme: 
je voyais un livre allemand où se trouvaient des théorèmes d'Une beauté et 
d'une élégance suprême, concernant certaines intégrales analoques atix fon­
ction sphériques. — J'attribue ce rêve à quelques impressions reçues et que 
le sommeil avait exagérées." 

£) Hadamard: La sér. de Taylor. Scientia no 12, pag. 69. 
u) Pincrierle: Acta mathem. VII, p. 381. 
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» A + 2 ( - W 4 ^ ) = ^ / H 1 ) ^ 

Buďtež a0,av...a„..., b0,bu...b„,... čísla komplexní a za­
veďme tato označeni: 

f(x) = a0+a1x + aix* + ... +c n x" + ..., 
/„ (x) = o0 + ot x + a, x2 + . . . + a„ x", 
<p(x) = b0 + blX + bsx* + ...-{-b„x* + ..., 
<Pn (x) = bQ+bix + bsX

2 + ...+b„x", 
1<P« (X) = ft> + A X + /J, X* + .. . + /?„ X" + /J'„ X"+1.. 

_ = y „ ( x ) + ^'„x»+»+... 
V(?>) X = y- (X) + /*"„+, X»+» + /3"B+2 X»+2 + . . . 

/(x ) budiž p r o | x | < l regulérní a konečná,16) t. j. |/(x) | <: 1; <p(x) 
nechť konverguje pro | x | < l . 

Pak jest 

Í70 b„ + 0 l ř„_, + . . . + a„ b0 = - i - \ f (x) <p„ (x). d~ = 
2nij X 

= — ţ 
2яi J 

X » F 1 

nebof bn + řn_i JC + . . . + b0 x* == JC* 9>n í—j; C jest kružnice o stře­

du (0, ó) a poloměru r< 1. Dále máme 
. 2TÍ-

G„'== |i70 6, + at W + . . . + a„ 60 | ^ ^ . — f i/^ <*e*)| <ty -

> 2íT A*J 

- - . . - • • ° ' 

^-T^'í f t < r e *>- p »< r H *) r f *'>' 
dftJ** J 

.; ., : • . •., •' • ..,. > c 0 

pH čemž Máčfme ^ (JC) polynomu mající koeficienty komplexně 
sdružené s koeficienty polynom Ptt(x). Poněvadž levá strana 
rovnice netávfsf na ř, nezávisí ani pravá a lze psáti 

' *'"<- /••'., V>:. ' > * ! V \ •> /.*;,'. <"•• - - '"• • ' , ' \ : 

.^; ..v • ,• /#J ',.•;. *: - .,..-.,.' , "' . . 
yvv-':"'" •; o <\v..y''*- v -v • ' : " •' ••. - \- •.•,•"-. v " 

, » Lanrfáu; OařsteJ. unď Begriindttng, pág. 7; beschrankt Víz Petr: 
t>pč0t tíif. pag. ©7f / V:'-";--' '•; \ •'* f 
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Lze též říci, Že Gn dosahuje nejvýše hodnoty součtu prvních (n+1) 
koeficientů v mocninném rozvoji funkce definované integrálem 

2n 

2^yV tyx ei(P) y (1/x erW)d<p. 
o 

Dokažme, že znaménko rovnosti ve výrazu pro Gn platí, když 

\H) A(i) 
při čemž ve všech mnohočlenech v tomto vztahu se vyskytujících 
nutno podržeti jen (n+ 1) prvních členů; | c | = 1. Nutno především 
dokázati, že/„(x) jest pro | x | < l regulérní. Stačí předpokládati, 
že <pn (x) nemá uvnitř kruhu (0, 0, 1) žádných nulových bodů. 
V oboru čísel reálných, poskytuje tu kriterium věta Kakeyova, 
pravící, že jest tomu tak, když 

b0>b±>b^> . . . > b „ > 0 . 

Funkce fn (x) jest i konečná: neboť pro \x\ = 1 jest 

l/.W|.- i * * ^ 
takže pro | x \ > 1 jest 

<Pn {&) 

fn(x)\šh c. b. d. 

= Ь 

Potom jest 

a0 Vn + at bV-i + . . . + a„ b'0= 
ìяl Г V 9ш (x) • x* ' * 

c = (0,0,r<l) 
2л 

Щ^PЛx)Ч=tSp-ШPЛre*)d* 2ni 
c 0 

Levá strana opět nezávisí na r, tudíž ani pravá a jest 
a0b

f
n + a1b^i + ..:anb^^(p0^ + (}1^ + . . ^ n ^ n ) 1 

čili 

6. Z posloupností 60, bv S 3 , . . . byly již některé studovány: 
velmi obecný případ jest 
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Zde °H( І)A-.( ð^+.-^f.^o 
jest nanejvýš rdvno součta(/z + l) prvních koeficientů mocninného 
rozvoje funkce 

- f d<P_ = . « f j У : = f - / 
л J|l-Уxt?<>|* я J(l —гУxcoSÿ + xJг' \ 

І. І. 1 . 
2 ' 2 ' ' X П 

tedy 

o \ k 

2 1 oo /л 
7Г 

Je-lí s = l , jest16) 

... Gn — \a0 + al + . .. +a„\^y,\ 
o \ kt 

je-H s = 2, jest") -
\(n+l)a0 + naí+ ... + a n | - j s 0 + s, + s2 + ... + sn\<tn+\, 

při čemž s/c = aa+a1 +... a*. 

Výrazy ( > „ - ( > , . , + ...±(-)a„ 
úzce souvisí18) s Césarovým součtem S (S — l)h0 řádu po-

n 

sloupnosti s0,s,,... s n ; a sice jest 

\sn. I . - Í Í F Í - ^ T F Í - Í 2 ' 

*=o\ A:/ 

pouŽijeme-H výsledků odstavce... 3), máme pro s> — 

• |sS-'l< 
(S-Dfi(fl) 

60,6X, 62,«., mohou býti funkce jedné proměnné; uvažujme na 
př. rozvoj ^ 

y *••»#{**<*[ f; •'•;•-• 1 v í , i : ^ ,'!.»-• ' . *"- \ '• . '* •-
1«) Landau: Darstel. únd Begr., pág. 20. 

; **) Fejér: ftendiconti di PaL 1914, XXXVIII, pag. -. 
**) Viz na ph Rychlík: Časop. 1917* XLVI, pag. 314; Szász: Mathem. 

Zeltšchřift, 1918, pag, 174. 
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1 •« (•) 
[1—2 (1 +x) r+r 2 (l — x)*]s ~ 2iF" w ' r * 

»=0 

kdež F(x) jsou polynomy v x stupně v. 
Zde jest: 

frrn .(i). i a0F
(č\x) + a1F

inSLl{x)+... +anFti){x)\^%Fr'\x). 

Abychom odhadli výraz v právo pro x <10, položme x = — tg2 9; 
poněvadž 
1 — 2(l + x)r+r2 (1 — x)2-=(l — rcos2 ye2í>) (1 — rcos2 yr 2 ^), 

jest PSS) (x) koeficient v-té mocniny v součinu 
(1 — r cos2 <p e2iv)s (1 — r cos2 y e-^)», 

fí.iříp' / Q\ 

Eis) (— tg2 «jp) = (— 1)" cos2" 9 í „Je2"*'' + 

+( v Zs) (~ í)^^")* + • • • +.("*) - r - 2 , v í ] • 
Pro s > 0 jsou členy v závorce téhož znamení', jest tedy 

lEtVtg*?)!^ 

Poněvadž 
(-*H=í)(~í)+- +Г*)Һ*"«»-

V-XJ 

L -_ —l = 2Eis) (0) r\ 
( l - 2 r + r 2 ) s (1—r)2s ** ' f * 0 

'-2s\ jest F<S)(0) = ( - 1 Y ( - 2 ^ ) , 

takže pro x<0 máme 
v=n fs\ v=n , v=n 

S^)s5»r*(-3=-S(-í)í 

v=0 V=-íO V=0 

Znaménko rovnosti platí jen pro x = <JP == 0. Tak jsme zárovefi 
rozhodti o konvergenci resp. divergenci a asymptotickém vy­
jádření řady v±?oo y 

2 ^ ' (*X. xr̂ O. 
v=0 
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Pro s = 1 jest na př. 
v=n. 

lim [ 2 F% ("- v» - ">*»*)] : " , +* = °. e>0, x ^ 0 , n -• oo.") 
v=0 

Stanovme ještě horní mez výrazu 
G'n = | &0 <fc+«p + bx av+np-p + . . . + bn av I 

uvážice, že 
l _ f / ( * ) M * p ) / / 60ay + r t p + 61av+np~p + . . . + * n a v = : H r r j xnp+vti *' 

c 
Postupem týmž jako dříve obdržíme, že Gn jest nejvýše rovno 
součtu prvních (n + 1) koeficientů rozvoje 

n 

— {\9 0/xeP^)\d9t 

o 
čili, že jest G'n = Gn. 

7. Naskýtá se otázka po horni mezi gn výrazu 
| a0 b0 + ax bx + . . . +anbn\. 

Zde jest * 

' c 
a známými obraty 

gn = |fl0 6i + a t 6t + . . . +0« &/i | < ; — \ \9n(e^)\ dy -= 
\ ^ J 

o 
' H & ř + I&lf + . . . • ^. + !^í2 + |/í'n+i|

2 + !/ínt2|2 + ..., 
jest tedy gn > Gn* — Zde však neft! možno obecně stanoviti funkci 
y(z)$ pro kterou by bylo v platnosti znaménko rovnosti; gn jest 
promnožstyíkonečných funkci horni mezi výrazů \a0b0+alb1+... 
...+ anba\ a nemusí býti maximem, jak tomu jest přiG*. O tom 
nás přesvědčí jednoduchý příklad b0 = bt =- bt - = . . . =- bn = . . . = 1. 

Tento příklad jest i jinak zajímavý; zde jest 
' 2#» T /« 2" 

iWf fiidL^^-ipjfeistja^ 
• 2»j: H-Jt -...• "J 5""° 

i?) Pro polynomy l̂ guerrovy platí podobná věta: Wiarda Crelle 1924; 
153, pag* 48. 
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Pišme tu 2/i místo n; pak integrál v právo jest «tá Lebesgueova 
konstanta Q„, pro niž Szegčso) odvodil vztah 

1 1 1 
oo 1 +•— + — + _ 16 V 3 5 2v(2n+\) — \ 

Qn—~~í2i \v*-\ 

Poněvadž 
Qn+l — Qn ~ 

1 . 1 1 
16 m̂ , 4nv + 2v + 1 4nv + 2v+Z 4nv + 6v—\ 

2v. 
16 — 4nv + 2v = 1 6 1 J _ - S t ! _ _ _ _ _ } _ _ \ 

<
O T 2 _ 4 ^ - í ~ w »- 2 n + l " 2 _\2» '— 1 ~ 2i>+17 

8 
(2n+l)a* 

jest ^ , 8 
(2/2 — 1) 7t* 

Napišme tuto rovnici pro n = 1, 2 , . . . n a sečtěme: 

* < 1 + ! ( 1 + Í + "- + 21Í-M)' 
na druhé straně jest Gzn<Qn, 

2n . 1 \« . 
fc-2("í) 

takže pro veliká n jest 
i/2„< ( , n <l+A^ Z ( 2„-, ) , 

č,h V 1 < r^ < «+/^ = 1 2 7 3 * , -+/^-
*°) Math. Zeitschriít IX, 1921, pag. 165. Si) Jiný odhad viz Fejér: Crelle 138; 1910, pag. 30. Gronwalb Math. 

AnnaL 72; 1912, pag. 248. • 
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Proti námitce, proč v tomto odstavci nebylo <pn (x) nahrazeno 
Pn2(x) jako v odstavci 5., lze uvésti toto: jmenovatel integrované 
funkce v odstavci 5. xn + l způsobuje, že <pn (x) lze nahraditi J po­
lynomem vyššího stupně než n, jen když má s <pn (x) (n+\) prvních 
koeficientů společných; jmenovatel integrované funkce v tomto 
odstavci však vyžaduje, aby <pn (x) byla pouze stupně n. 

Tento rozdíl mizí, je-li / (x) pouze polynomem stupně ntého 
pak i při výpočtu gn lze nahraditi <pn (x) polynomem Pn (x) a jest 

2^7-f / ( x ) . Pn* ( | ) í £ - a0b0 + a, M + . . . + anbnz*. 
c 

2n 2n 

Sn^^[\Pn* {€-*)[ d9=^{ \<Pn{]/xeiV)\d<p; 
0 o 

tedy — jako dříve — gn = součet (n + 1) prvních koeficientů rozvoje 
dle x 

2n 

~ [ \ < P (Vxe<>)|a<P, čili Bn=Qn; 
6 

opět předpokládáme | / ( x ) | < : i pro ( x ) < l l . 
Volme na př. y (x) =-0 + 0 . x + 0 . x 2 + .. . 0 . x 5" 1 + 

+ s ! x s ( l -zx)~s-1; potom 

: , - - : , ( 5 + 1 ) ! . 0 s + 1 , s + 1 + . . . + ni anz= 
" " 5 ~ ' 1! " 5 + , ~ : ' (n-s)\ 

^/^-!J/W^( i-{p^; 
jest tudíž \f(s)(z)\ nanejvýš rovno součtu (n+l) prvních koefi­
cientů rozvoje v x 

2n / 

o 

= ~ Cx*(l-z]/xě'?)-»-1 (1 - z]/x e-1*)-*-1 d<p = 

Z*Ž*X*+ . . . 1 = 

^ ^ ^ ^ i i + i ; V ' | z f ! ! , X ) | ; 
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čili |/(s)(2)i jest nanejvýš rovno součtu (n— s+\) prvních členíi 

řady s l F ( £ + l , í + \ , , | ' z | , ) . ' ' > 

Když 5 = 1 , |2| = 1, dostaneme známou větu Rieszovu o maximu 
absolutní hodnoty první derivace trigonometrického polynomu: 

\f(e**)\^n**) 

Sur une identité de Parseval et son application 
à la théorie des fonction continues. 

(Ex t ra i t de l'ar ti c 1 e précédent . ) 

I. Les fonctions /(x), F(x) étant données, respectivement, 
par les séries 2 am xm et 2bmxm , désignons par al9 a2... et par 

o o 
pt / i 2 , . . . leurs points singuliers. D'après un théorème de M. 
Hadamard, les points singuliers de la fonction tp(x)=2ambmxm 

ne peuvent être que akfli (k} 1= 1, 2,. . .). ° 
Si x est un point ordinaire de la fonction y (x), on a, 

d'après une identité de Parseval 

V(x) = ^\fQ/xe<»)f{]/xe-">)d&, 
b 

pourvu que cette intégrale existe. On peut appliquer cette formule 
au calcul des valeurs de plusieurs intégrales et de quelques 
limités. — Les résultats respectifs sont donnés: 

1. par les formules (2), (2*) (3), où F désigne la série hyper-

géométrique, n, a des entiers positifs, — une fraction. 
a 

2. Formules (4), (4*) où n, a, - sont des entiers positifs. 
a 

3. Formule (4) où n, a9 — sont des entiers positifs^ 
a 

4. Posons 

o,=/+(-ř)V...+(-)* 
a2) Jiný odhad v případě s ==; 1 pomocí maxima absolutní hodnoty / (z) 

v intervalu — 1 . . . 1 viz Riesz: Acta math. XL*, 1916, pag. 337. 
») Riesz f. d. M. Ver. 1914, XXIIL, pag. 354. - Viz též Časopis 1925, 

LIV, pag. 9. 
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Gk \ Gk 1 
on a lim — = ^ pour $ = - - , k+oo ; Hm — -= fr(^)* pour 

4 2 A:* 25 — 1 

5. Pour f-> 1 —0 on trouve 

, ;m____Ai^___nL l_ ) 0 <« + ^- y <i 
•£(-_B_ / î_, , + l) r(a)r((l)' -

limF(aJ,y,t) = 1 _ a + fi-_y = 0. 
l(\-f) B(aJ) 

Hm (1 - fy+t-r F (a, ft y, Q = g (y' " + ^ ~ y ) , a + / i - y Z l 

£ désignant la série (5). 

6. n étant entier, considérons le polynôme 

F(- n,-n, l,x) = l + \^x+ g) x*+ . . . + (jjj'x»; 

Xj/AT,, . , . étant des polynômes de Legendre, on trouve 

^(-«.-«./.xj^a-x)»^^). 
II. Soit C une courbe fermée, entourant le point O; on peut 

mettre l'identité de Parseval sous la forme 

' %»Kzm=£\fH-y 
m=0 C 

et appliquer cette formule à généraliser quelques résultats de 
M. Landau (Darâteluog und BegrOdung, p. 7); Posons 

f{x)^ £àkx*f | / < x ) | g S V | x | < l ; ?>(*) = -I M*,sPn(jt):= 

^Jkhx*]/^)^ X pkx* + Fk+t xk+* + ... ; on trouve 
teo ; teo 

:; v o * ^ 
G* ne surpasse pas élévateur la somme des (tf+1) coefficients 
dans Je développement suivant les puissances croissantes; de 

2 * 

x dela foitetion^lifiyxe1*}] dy> 
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8. Applications. Posons bk = (— !)*("" f\ .-La limite supérieure 

de Texpresion |boay+np + &ifly+np-p+... +bnay \ est Gn. 

9. Posons 
gn=\aQb0 + a1b1 + t.. +an bn | ; 

on a 

gn^-\\9n(é*)\d9 gn>Gn. 

A l'aide de cette inégalité on trouve 

1 < ^ . < 1 
I2n 

Qi> Qti • • - étant les constantes de Lebesgue. 

. l < f ř L . < | O T + ñ . 
I2n ln 
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