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 Parsevalova identita_a jeji uZiti v teorii
o funkcich koneénych.
Napsal Karel C‘z_zpr.

1. Znakime-li al., Q... Q.. body; ‘v nichZz jsou singularity
funkce defmované fadou v ' , o

)= 2 i 27,

a podobné By by
body, v nichZ jsou singulanty funkce defmované fadou

F)= Zb,,,x ,

nemﬁie dle véty Hadamardovyl) miti funkce

90 (x) Zam bm
smgulanty neill v bodech o _
o x~—a“3,, ;_:.'- "k;l 2,.
1—12 e T
. :"Je-ll x: obyéelny bod funkce ? (x), ;e dle Parsevalovy identity 2)' -

: 2:1 . -

f’pokud ov§em integrﬂl v pravo existuje T T
Jsou-h am b,,, -—~m =0, 1, 2, ,.;— vesmés E_i‘sla‘.._'realna,;:. jest -



V prvé éésti svého pojednéni budeme se zabyvatl pfipady, kdy
O iby — m=20, 1, 2,. .. = jsou Eisla reélné pak ]est -volime-li

‘ x~x";~Vx, P

w(x) Sf G%ew>FxVxe~w)d3—-~
0’. .

?P

= l Sf(l/xe"’) F(Vxe—re) as ... .09
L 7!
S SO ’ o‘ J.
ldentitu Parsevalovu lze polatx obecngji: Plat{-li 0 funkcich

fl (x), fs (x); fs (x),.
P, (X), P, (x), Ps (x), ce

fk(x)w(x)dx——o k:|:l

e

fk (x) ‘Pk (x) dx — mk

h&/}é Qt/

: a konverguli-h fady '
Qfm Zmﬂ@,

érch ; ‘tomuto.pi‘;padu bliin se aph- L
_eor_\Fo rlerovyc -fad$) .- '

B ,?,

pomoct: Parsevaiovy:,
zl,gekoneénymi fadami a2 ome-
ruhé" istf udeme  identitu Parsevalovu aplhi- -




kovatx nateorii koneénych funkci pouziva]ice Vztahﬁ odvozenych
v prvni &4sti. :

2. Budiz |x|<1; n, a, budtei Ssla celistvé kladn4 a takové
Ze n:a nenf &islo celistvé, Pak v rozvoji

e e R e &

Koeficienty vSech mocnin jsou rovny 1a jest dle - 1*)

18 L QReiny 14 (fre=io)

[1+ (Vxew)"]s - +(Vxe—'9°)"]"‘ 9=

dy =
(1 ~}-2x2 cos a g+ x9)s

o ___ —S$ a_ [—S a snin
SiSnenes
'2 2 :
. +xn‘+(—,-]9) xa+n +(“‘g) XUAR o=
= F .81, 59+ Fsis,1,x0)=(1+x) F(s, 5,1, x3);

pfi Cem? F zde i v dal¥fm ‘ném. bude znaliti Gaussovu hyper-
geometnckou fadu. Pro n > oo méme

l 3 1—|—2x2cosmp+x"
T
0

T

!—S . . . . d‘P . : =F(S,S, l,x“),_l.’C1.<1;- p k (2)
& o (14 focos ap + x9)* - ‘ ;
~ a jednoduchym obratem
S , cosnt}’d‘P =0, X< L. @)
Q +2x2 cos a«p+x“)‘ I R ‘ :

i .Polozme V. (g) 29 misto q>, a misto 2a x misto Vx, a Jest |

'd‘p--‘

C..a,'.sn

: , F(s,s,l x“), .x <1 (2*"') _
(1+2x2cosaq1+x")‘ L '

{.t-Pts'eme.uv - (2)a (2")x==; 1 y{>1 a opétx mfsto y, mame:-','




UC e de '
;S P : ~‘~x—“s F(s, s,l x= "), ;x{>1 ()
o(l+2x7cosaqa+xﬂ)* S AN

(s cos S o
fmms o s
0(1+2x7cosaq>+xa):, Cob o

.“.‘ . . L . | . __V' L “'
Je-ll a -..l pol_ol-nrx‘e x=(z—+—g-) ; po snadné tipravé plyne

S dp -~ 2”-‘ ( 1 (p 4—-0'2).
o(pzcos’rp+q2 shor gy (piq)” R

dle toho, je-lllp q|,|p+q,-—-.~v | .

- Pongkud slointé;ﬁ[ jest ptipad, kdy ‘n ca xest éislo celistvé
znaéme je ». Tu pro Ix] <1 jest .

B e A

. (1 + x")‘ . _ |
= :Q o + ( — f) x("-‘l)“ - xa,((—3)+(_:)) + | .

'l >




| Odsud s ohledem na :..(2) plyne

§‘ cos np.do '-=

: J (l+2xicos ap 4 x°)s | _

. _;_.“'S n o - :

L=TX ( ) (s+ ‘a—-{—l,x"), Ix|<l <. .. (4
' a : -

a tymi obratem jako dfive

T

S . cos ne dtp .
% (I'-i—2x2 cosaq>+x")’

:ﬂx_as_—';‘_‘( 5)F(s+§,-s,%+l,x—‘a,); |x|>1. (4%

a

Subshtuce a=1, x= (p———i) vede k integralu

cosnpdy
p’ c:os2 (p+ q? sm";) ,

228 n pP¥q ’ p Fq )2

—— ° y 1 . i)

- o)y (p+q)( ,,) (s+" > "+ (piq)

:tdle toho, zdaZ | p—q | = | p+q|- ' o
Odsud snadno odvad{me Fourierovu i‘adu“)

) . 2s—2 g

: 1 =2 F(s,sl(””)+

(P2 cos? - X +q2 sin? = 'P) (o)™ piq ‘
2 S

+zz<—s> enarrs(E) (Tg omee

Jednoduchimi zménamn lze vzorec 4) pfepsah do tvaru




T

Volme s = ;—; pon&vadZ

1\ n i
—2 w7 (E et z)
n =(-1) te P =
ate r(Gtet e

§+'e' T2
~ (=D .SSiﬂa Cpdy,
b2 L .
jest S‘ cosn(p do— '
o(1+2x cosaq>+x“)§

‘—x 2 (— l)aZ( )Ssnn'a’:pi(—— xasintp)edy.

e=0

w

Ffoi‘ad stitdni a integrovdni lze zamé&niti ; tak obdrZime
2n

a cosnyd - sina |
{ 4y =xz(-1)a SVT__-;‘,—.‘:E d9, (4
' ol/l+2x2cosacp+x" ' q) :

X! <l,n:a ]est Cislo celistvé kladné.

- Substituce — x?: ¥, a;:l vede ke zndmému vztahu Legendreovu.
3. Zab)"vejme se nyni fadou

! \ ' dq) | - __. v ay —
3 S(1+2 xt COSan+xza)s F (s $ 1, x29) =
2 2 g
*l+( ) = S

L Pro x=1, 25 —. 1 Z0 fada ta diverguje. Budeme v dal3im
O potfebovati asymptoﬂcké vylédl'eni soultu

| G,..,1+( )’+(" ;) + - +(",§)

. lff*jbr'é;vél,ikg s Plimeu P

A
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(i) =ratyre

pomoci Stirlingovy- formule zjistime, %e pro rostouci k chovd se
—2

posledni vyraz jako

(st jest tudiZ
l n=k
—2
GkN F(S)2 2 n2s—2,
. n=1
R . O
Kdy: s = X jest lim Tk_n,ﬂ) k> oo,
G 1

kdyZ s> % jest lim 1), ko> oo

k25T~ (2s - DI (s)®
VySetfme je3t&€ asymptoticky vyraz pro |

F(s,5,1x9, x>1—0. »

VyZetfovani lze provésti obecn&ji: Hypergeometrickd fada

a.p  a(@+1) ﬁ‘(ﬂ--l- 1)
1 r@+1 1.

konverguje, kdyZ Og a+[3—y<l alt| < 1; sje-li g=1, dwergu;e
TouZ vlastnost md i fada

F(t)—1+ + ...

- . t 2
g('_a_[j-{— )’+ ],t):l + 1—"‘_?.'*'7'*" + 2—0&—3+’;’+l + «ee (5)
: 1
PongévadZ lim I’(q—l—n) L(g+n) . Ly = pma—s¥rF1 =
I’'(y+n) L(n+41) I‘afs
I(y)

| Tm pron-> oo,
jest dle v&ty Césarovys®) ]
_F(@) () :
, = , 1>1—0.
T(—a—p+y+1,0 " T@I@
Je-li @ 43—y =o0, jest ' - ,
_rm ( ) 1 ) S
1
r@re\' T SR Bap -t
%) Laudau: Darstel und Begriindung,, pag. 23.
7) Stolz-Gmeiner: Einl. in die Funktionenth pag. 387.

¢) Pélya-Szegb: Aufgaben und Lehrsé.tzel pag 14, Lerch: Rozpravy‘
C. Ak. 1Lt IIL ro&, & 2, pag. 3.

Casopll pro péstovﬁnl matematiky n tyslky. Rotnik LV. 2

ilim

-. F(yeoss777377<



18

Specieln® pro a =g = —12- t = k* jest ddno asymptotické vyjddteni

uplil;égto eliptického integralu prvniho druhu, kdyZ k> 1—0; jest
totiZ ¢

dy
V1 =& sinzg’

Ehp(l' 1, i, k2)=
2 2 2

Kdy ¢4 p—p=Z1, srovnejme hypergeometnckou fadu
s binomickou ¥adou (1 —-t)—“—ﬁ“‘ obé& fady pro |#|<<1 konverguji
a pro f=1 diverguji. Pon&vadZ

C@et+nI@B+n I'(y) .(—a—ﬂ-i-?):
I'(y+n)I'n+1) F(a)P(ﬂ) n
e - _B@getB-v)
| B(a, )
Jest tedy v Ltomto pfipad&:

oty y

lim

" lim(1 — he+i—r F(a B, 7, b= B(”}g“("'g) 7.

{:»li atpf—y=1, lze uiiti o koefncnentech F(e,B,7,1) véty
ardy-Littlewodeovylo) Pro velikd k jest

B(a,f) 2" C@atn) T @dn

B(a-i—ﬁ—-l N T@t+p—1+4+nrat1)
Fa+pg—1
T'(a) L(H)

.““‘ i" T@tn M@

“T(@tp—14mT(n+1)
Ve tvaru F(s,s,1,f) jsou obsaleny ngkteré dileZité funkce:
o s _5 byla jiz uc‘.inéna zminka; pro s == — —% obdrfime dplny

. elipticky-. integrél dmhého druhu. — Kvadratick4 transformacev
;Kummerova v tomto pi‘ipadé anf - ' .

FOs LA = (s ..(lf}-xx):)

;Na oF. Petr' Diferenc rovmce, pagb 211; Petr: Polet: int. pag. 306.
[0 Lan i Darstel und Begr pag. 50. . - o
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a odtud pro s :% zndm4 transformace Landenova. Pon&kud obec-
ndji jest :
F—m —n1,x) =11 (’;’) (’l’) x+(’g) (g)x2+. .
’ 2n
~R & S (14 Vxewym (1 4 Vx oy dy;
T

pokud m + n-41>0, fada konverguje pro 1x1 =<1
Speclelné jest

Fmn1, 1)_('1"!' 1>B(r‘n n’

F(—l—,—}— 'l,' 1):4:n
2 2

L

4’

F(%’ & ) V2. SV1—44

F(—mym—1,1,1)=sinwam: m(1 —m), atd.

Il

Nesnadn&jsi jest stanoveni soultu fady _
(m\ (n m\(n\_(m\[n\ _p- .
1_,(1)(1)+(2)(2) ~(3) (3} =FEm—n1,
m--n-42>0. "
Parsevalova identita divd

2m+n+-l

F(—m,—n1,—1) = cos (m—n +'12§)cos”’q>sin"q>dqa,
’ m-4+-1>0,n4+1>0.

Integrdl v pravo nelze as v zakom‘.eném tvaru vy;édi‘lti pro m=n
snadno odvodime

F(—2m, —2m,]1, ——I)=cosmnF(-—m—m 1 1)

-4 Je-li s Cislo celistvé zdporné = —n, jest F(s,5 1,x) =
= F(—n, — n, {, x) palynom stupn& n-tého .

T

Oy V[ R

F(=m—1,%) = S<n+zvxcosqp+x)"d¢—'

=1+ (i) +()x2+--f(::) -
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Je-li x; kofenem rovnice F(— n,—n,1,x) =0, jest jim 1%

- substituce x —gj—}_— pfevadi takové rovnice v rovnice, jeZ malx-h

kofen z,, maji i kofen —2,. V nalem pfipadé jest

z—1

z+ 1) ﬂ(z—{-l)"

= — Z),
T @
kdeZ X, (2) jest n-ty Legendrefiv polynom. Jest tedy -

F(—nm—n1,x)=(—xnX, (H—x)

X

F (-—-.n, —n, 1, S -+ V22 =T cos p)rdp=

ponévadz .
F{(—n,—n1,x)y={( -—x)2"+‘F(n+l n—+1,1,x),
jest téZ

) — y)2n+1 A
F(—rz,——n,l,x).—_(1 X) S = d9 .
7 ; (1 —2Vx cos px)n+!

Z diferencidlni rovnice pro F(—n, —n, 1, x) a z okolnosti, Ze

F(—n,—n,1,x) jest specielni pfipad tak zvanych Jacobiovych.
polynomﬁ defmovanych vztahem

F(—” a+n) 7tx) -
_ xl—y (l _x)y——a. dn [x}'fll—‘ (1 _.._.x)u+fl—)’]
y@—=D@E+n—1 dxn

‘

— ato pro y=1, a=--2n — lze odvoditi podobné vztahy,

© které plat( pro X, (x), zde budiz uvedena jen vytvoi‘ovacx funkce

l . k
V“*Z(l—l—x)r-;—(l_]_x)zrs *%F( k—k 1,x). 1%,

F(-—n,—-n,l x)c\vv_vl——x(l——x) s O<Ix!<l n- oo,

]

o u) 0’ Ceby§evovych polynomech Cn (x) plati na pf. tento vztah
14x T T (2i) !
(1 _..x)n Cﬂ (—.:.t_x.) ____2_;_1:.} [! +(2”)x+ (2”) xl+

R +(§ﬁ)x‘]' [(1+Vx>2n+u—vx)2n]
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Slg(*m,——m,l,x) F(——n,—n,l,x)dx_/o, m=+n,

(1—x)m+1 T (1 —x)utt  \2n+4 1, n=m;
tvoti tedy Vek+1F(—k—k1,x),
: (1 —=x)F1

ortogondlni normovany systém.?)

5. Pro daldi potfebu nutno si Parsevalovu identitu pfepsati
do integrilu funkce komplexni promé&nné: zna¥me

f@ = Xanzn; <P(2)=ibmzm,
(U 0

pak

S\ 1 x\dz
F(x):Zam bm x™ = i Sf(z)‘l’(;)7,

0 e tLoe o ’
pfi Sem¥ integrdl jest vzat v kladném smé&ru po kfivce neprobi-
hajici Zddnym singuldrnim bodem funkce

x\ 1
rae(Z)7m
2] z :
Pincherle?t) pongkud obecnéji klade:

_ N n 2’2‘
f@—%+;@ﬂ+ ).

Z'n

¢@=m+i@w+%)

T
. 0 ) .
12) Tohoto symetrického tvaru Leg. pol. a rovnéZ tvaru ;S(% cos? ¢ -+
q . n. 1(p 4 - o O
-} — sin? (p) do=Xn _*2* 7 -+ };) bylo v literatufe uZito zfidka: auto-

rovi jest tvar F(—n, —n,1,x,) zndm pouze z Hilbertovy prace ‘v -Crellové
Journalu 103, pag. 342, — V témZ rocniku -jest-jedna z pract Lerchovych:
byl by tento roénik a H-ova price onou knihou. a praci, ‘0 nfZ L. ve,znamé
anketé Fehrové (pag. 39/40) pise: ,Je me rappellé cependant un réve trés
vif que jai trois fois, a des époques trés différents et sous la méme forme:
je voyais un livre: allemand oul se trouvaient des théorémes d’une beauté et
d’une élégance supréme, concernant certaines intégrales analoques aux fon-
ction sphériques. — J’attribue ce réve a quelques impressions regues et que -
le sommeil avait exagérées.” : ' ,

13). Hadamard:.La sér. de Ta&or. Scientia no.12, pag. 69.

14) Pincherle: Acta’ mathem, VII, p. 381, - T



L ——

22

00b0+$(é;"b"#n+ a’x'f)'n‘)= 2ni Sf()qp( ) -

* *
*

Budiez a,,a,,...a5..., bo,by,...ba,... Eisla komplexni a za-
_ -vedme tato oznaleni: '

f(x)::a.,—}—alx.—}—a;x*-{—...+a,,x"+...,

faX)=a+ax+ax+...4anx",

(X)) =by by xtby x4 by x4,

Pn (X) =bo+ b, x by x2+... by x?,

Vou () = B0+ By x4 B4 X2 + ...+ u X7 + flp x4
= yn(x) + Bnx"¥4 ..

V(‘P)x*ﬁ’u(x)"}‘ﬂ”n+l xn+l+ﬂ ‘w2 X124

f (x) budiZ pro |x|<1 regulérni a koneln4, ) t. j. | f(x)]<l P (x)
necht konverguje pro [x{<1. -
Pak jest

a?b,. +ayboat. .t an b, =._I_~Sf(x) 'P;(x) ) ‘,gf':
&Uﬂmu

nebof by +bp1x + .+ b, Xt = x" Pn ( 1 ),C jest kruinice o stfe-
x
du (0, 0) a poloméru r<u Déle mime
2n
' Ga= bt @y bor .+ b 1<r51--——S:fm(veW)1dw ~
T

. . . 0

. . 27
— SP,,(re9°)P,,(re—’9°) dg,
_ 27:
0

N pH Eemz znac‘.ime P,, (x) polynomu majici koeficienty komplexn&
- sdruzené- s koeficienty polynom P, (x). PonZvad levd strana
‘Tovnice: nezdvisi na 7, nezdvisf ani pravé a lze psati

2::

”“v:fa,g?‘-gpn(efv)f’w)d«p m..12+|ﬂ,t2+ il

0

g 15) Landan Darstel “"d B undnng g 7:..beschrankt. Vii Petr:
L;,Poéet . pag 9. e ’ ?‘ e T
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Lze té% Fici, Ze G, dosahuje nejvyse hodnoty soudtu prvnich (z+1)
koeficienti v mocninném rozvoji funkce definované integrdlem

2z
P

1 _
ESV‘P (Jx ei%) 9 (J x e—i%) dep.
. 0
DokaZme, Ze znaménko rovnosti ve vyrazu pro G, plati, kdyZ

- \Y=(y) P(-)
fay=exn =L < 2an 20— ey U () F s
. +b'n x”+. . .),

pfi ZemZ ve viech mnoheSlenech v tomto vztahu se vyskytujicich
nutno podrZeti jen (n+ 1) prvnich &lendi; |e¢/=1. Nutno pfedeviim
dokazati, Ze f, (x) jest pro |x|<1 regulérni. Stati pfedpoklddati,
Ze @, (x) nemd uvnitt kruhu (0, 0, 1) Z4dnych nulovych bodi.

V oboru &isel redlnych, poskytuje tu kriterium v&ta Kakeyova,
pravici, %e jest tomu tak, kdyZ .

by >b >by> ... >by>0.
Funkce f, (x) jest i koneCnd: nebof pro [x|=1 jest

| P Pa (€79)
|fu ()| = — =
' ’ Pn (%)
takZe pro |x|>1 jest

o)~ "7 Pi(o)

’

() =1, c b d

- Potom jest : n ( 1 ) _ g
2 x
ao b'n‘+ (11 b’n—-l + «on + aﬂ b'o-—__l__. xﬂ’ v L P n (x) L —— == ‘

T 2mi Pa(x) T xt X

¢c=(0,0,r<1)"
2n

€ 5 (1 dx _ & (3 1 ; .
2ni SP"<x)P"(x)_x__2nSP"(re'v’)P"(r.ew)dq"
0

c

Levd strana op&t nezdvisi na r, tudiZ ani pravd a jest
byt a byt 2an by = (B B+ BB, +...00Bn)
Cili ’ , : o _ o
@ ¥nt+a,bnat. .t an o[ =B [P+ |82+ . .+ |Ba |

. 6. Z posloupnosti &,, b,, b,,... byly jiZ n&které studoviny:
velmi obecny pfipad jest S T

=1t (TR e =0—x



"

e oo (Gt (i)l

jest nanejvys rovno soudta (n-+ 1) prvnich koeficientfi mocninného
rozvoje funkce , _

10 do 1 do s s ’
_—JS_———_-—-—‘—T‘ -3 F("" - ? l’x);
noll—-]/xei?’;s L2 (1—2]/xcos«p+ ) 2 2
tedy —~s 2
]e—h s=1, jest1s) '

Gn = Iao+al+ +anl<2( )Nl_ﬂ’

k] "
je-li‘s‘:_— 2, jest) . : A
(n+Da+na+... +af=ls,+s+s+... 4 sp| < n4-1,
pfi Cem% Ssk=a,ta,+...a

W | (Tt A (T

. . . (s=1) . '

tizce souvisi?®) 's Cesarovym soultem S (s— 1)k fddu po-
. n

sloupnosti s,, s;,...8»; a sice jest

s—~/ F . I’ k=n s 2.
| 1sn.'|=;§—2-v§,,,‘_332(—'§)' |

k=0 k

‘pouZijeme-li vysledki odstavce . 3), mdme pro s>~;—

IS‘““!< e
| —oa(z. 3
, bs, by, b,', . mohou b}ti funkce jedné prom¥nné; uvaZujme na
pf. rozvoj . - T - R
“",“*‘“‘""’"‘"‘"”‘ I T

1) Landau Darstel und Begr., p .
. 1) Fejér: Rendiconh di Pal. 1914 XXXVIII pag

© .. 19 Viz na pk Rychlik: CaSOp !9!7, XLVI ag. 314 Szész: Mathem.
Zeitschrift, 1918 pag. 174 L

Lo
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1 <0 ,
N—=—20+x)r+r(—x EFV (x).r
v=0

kdeZ F (x) jsou polynomy v x stupn& .

Zde jest:
y=n ( )
[ aF$ () +a, F& (x)+. .. +anpgs)(x) 1< QR ().
v=0
Abychom odhadli vyraz v pravo pro x < 0, poloZme x = — tg? ¢;
ponévadZ

1 ———2(H—x)r+r2 (a— x)?:(l —rcos? g e%y) (1 —r cos? @ e—29),
jest FY (x) koeficient v-t¢é mocniny v soutinu
(1 —rcost g e?9)s (1 — rcos? p e—2%)s ,

takze © A(—Ss .
F (—tg ) = (— 1) costr g | [ )ermi+

—S\(—S . R\ .
+(1J-—— ]>( ])€2(v—l)¢t+_'_+( ,’_})e—quu]_

Pro s> 0 jsou €leny v zdvorce téhoZ znameni, jest tedy

F g |(T) LT (D (7)) = 0.
Ponévadi - |
(1‘——21+r2)s - (1+ ;(,F(S) O,
jest CFY (0);(e1)"(f2§),
takZe pfo-x< 0 médme .
So=F (=30
v—-o v=0 -

Znaménko rovnosti plati jen pro x =g =0. Tak jsme zéroveil

rozhodli o konvergenci resp. divergenci a asymptotickém vy-
jédfeni fady

ZF( (x), x_s_O.

v=0
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Pro s =1 jest na pf.

v=n.

lim[ZF’ (=»,—n7]1, x)] nte =0, £>0, x<0, n»>o0?)
v=0

Stanovme je3t& horni mez vyrazu
G'n = Ibo av+np + bl av.l..np—-p + + bn ay I o

1 Sf(x)% (x» )

Zni xﬂp+l’+l
c

uvézice, Ze
bo ay+np+b, ag+np—p+o .. +bn av=

Postupem tymZ jako dfive obdrifime, ¥e G', jest nejvySe rovno
soultu prvnich (n-+ 1) koeficientli rozvoje

’%Slw(l/fe""")id%
-0 -

- Cili, Ze jest - Gh=0Gn. .
- 7. Naskytd se otdzka po horni mezi g, vyrazu
_ @y by +a, b+ ... Fanby
. Zde jest ©

, o 3 o , ‘ d
0 byt asb,+ . a,.b,.:,z—mgf(z)%(f).—;-

c .

a zném)"mi obraty

= aob+a,b+ Fanbal< S!q:,.(efv)tdq»——

a‘\—-

=B+ B+ Bt m',.+.lz+ Basdt+.

_ jest tedy gx > G,. — Zde v§ak nenf moZno obecn& stanoviti funkcl

9 (2), pro kterou by bylo v- platnosti znaménko rovnosti; g, jest

pro mno¥stvi kone¥nych funkel horni mezf vyrazi |a, bo ~+—a1 b, +..
..+ an ba|-a nemusi byti maximem, jak tomu ]est pfiG,. O tom

nés pFesveddi jednoduchy piiklad b, =b, =by=...=ba=...= 1.
Tento pi‘{klad ]est i finak zajimavy, zde. lest
e - ,’ n-H o 33!
‘ - m“ S‘ﬂ—e ld =3S|sin(n+l)q>|d
IR ﬁ oL 2n |l-e21 b J sing 1

" _153, ﬂ) Pzg polyndmy ﬁmerroVy plati podobné véta Wiarda Crelle 1924;

i
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PiZme tu 2n misto n; pak integrdl v pravo jest nti Lebesgueova
konstanta g,, pro niZ Szegb’“) odvodil vztah

1

S SR

16 35 20 (2n+1)—1
O ="5 ‘ 472 — 1 '
v=1
Ponévadz )
On+l — On =
1° 1 1
16 S 4nv+2w+l+4nv+2v+3+'°'+4nv+6vé—l
s ' 402 — | <
v=1
0 2V. — ! -
16" 4nvt2y 16 1 1@ 11
72 , 42—} nt 2n+1 'ZE(ZV—I 21/+l)
1
— 8 —_—
@n+1)n2’
jest 8
<op—1t+ —m.
e e )

Napidme tuto rovnici pro n=1, 2,... n a seltéme:
8 1 1
o<1 + o (1+~3—+"'+ﬁj);
na ‘druhé stran& jest Gzn << 0n,
’ . 2n l 2
GZn = 2 2 )
. ) k=0 k
takze pro velikd n jest '
Yia<a<it %.%1(2::— 1,

| 7 On i . __’1_")
tili '. l<12n<n+12 ——1273~T+l2n.

*0) Math Zeitschrift IX 1921, pag. -1
) Jing odhad viz Fe]ér Crelle 138, 1910 pag. 30 Gronwall Math.
. Annal_72 1912, pag. 248.
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Proti némilce, prof v tomto odstavci nebylo @, (x) nahraZeno
P, (x) jako v odstavci 5., lze uvésti toto : jmenovatel. integrované
funkce v odstavel 5. xt+! zplisobuje, Ze @, (x) lze nahraditi 1 po-
lynomem vy38iho stupné neZ n, jen kdyZz md s ¢, (x) (n41) prvnich
koeficientfi spolednych; lmenovatel integrované funkce v tomto
odstavci vak vyiadu]e aby @ (x)_byla pouze stupné n.

Tento rozdil mizi, je-li f(x) pouze polynomem stupn¥ ntého
pak i pﬁ vypoltu g, lze nahraditi @, (x) polynomem P, (x) a jest

Sf() Pp? ( )%?x"‘aobo’f“al b12+---+a,,-b,,z",

an
'2n 2

e Sgn\ 1P e dy= 5. (1o Vxem) dp;
0

0

tedy — jakodfive — g» = soulet (n 4 1) prvnich koeficientii rozvoje
dle x

\

2n

1
an p (Jx e"’)ldfp, tili 2,=Gn;
: 0
opét pfedpokldddme [f(x)| <1 pro (x)< 1. ' ‘
Volme™ na pf. P (x)=04+0.x+0.x24...0. x4 -
C4stxs (1 -—zx)*s‘ ; potom
(s+l)!

s +1
s1a,z 45 {1 de+127 4 +(n s)!

=2 0@ = S'Sf(x) -2 df ;

- jest tudiZ }f(s)(z)] nanejvy% - rovno souétu (n+l) prvmch koefl-
cientlt rozvole vV X

2z :

SI(Vx e”’) (l-——sze'?’)—-s—Hd(P__

0 ’ .
N 27 B
37!!: x"(l-—-—zl/xelqv)—s—l(l -*—Z]/x e—iw)——s——ldq)___ |

0

| s ‘ | —s—1\* —s—1\* o
Co=slxsi4l 2 402, zx + 2 z'z2x’+ = -
B = §&!x3-5(‘?‘%" ":Hz_ y 1,{2 ’~x) ')'. .
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Cili |f®(2)] jest nanejvys rovno soultu (n—s-+1) prvnich Clenit
22
s!l‘:'(s—*—1 s+l, 1, |z|’). )

2

KdyZ s=1, |z|=1, dostaneme zndmou vé&tu Rieszovu o maximu
absolutni hodnoty prvni derivace trigonometrického polynomu::

| f' (%) | =< n.*%)

fady

Sur une identité de Parseval et son application
a la théorie des fonction continues.

(Extrait de Particle précédent.)

I. Les fonctions f(x), F (x) étant données, respectivement,
par les séries 57 am X™ et Z'b xm  désignons par @, @, . .. et par

B, ﬁz,. leurs pomts smguhers D’aprés un théoréme de M.

Hadamard, les points singuliers de la. fonction tp(x)_Z’ Am by x™
ne peuvent étre que axf; (k, [=1, 2,...).

Si x est un point ordinaire de la fonction ¢ (x), on a,
d’aprés une identité de Parseval _

2n

(= \ f(Vxe"’)f(l/xe—“’) as,

pourvu que cette intégrale existe. On peut appliquer cette formule
au calcul des valeurs de plusieurs intégrales et de quelques
limités. — Les résultats respectifs sont donnés:

1. par les formules (2), (2*) (3), ou F désigne la série hyper-
géometnque n, a des entiers positifs, — une.fraction.
a

2. Formules (4), (4*) o1 n, a, " sont des entiers positifs.

3. Formule (4) o n, a, T sont des entiers positifs,
a .

4. Posons ' '
C[=—s\? —s\?
Gx =l + ( ) + DS +( )
. ’:) Jing odhad v pﬂpadé s =1 pomoci maxima abSOIutni hodnoty f@
v intervalu — 1, l viz Riesz: Acta math. XL., 1916,

. %) Riesz f. d M. Ver. 1914, XXIIL, pag. 354, — iz tez Casopls 1925 '
LIV, pag. 9. ‘
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on a lim Q’SZﬂ pbur's-_—-l—, koo lim — = —— I'(s)? pour
' Ik ) ’ 2 k 2s—1
S}%—, k»co,
5. Pour #>1—0 on trouve
c F(a, B, 7 8) I'@)
lim - = y 0= e+ —p <1
t(—a—p—7+1) T@IQ@) »
F (e, 8,1 . 1 '
lim = — e+f—y=0
[(1—1) B(a,f)
lim (1 —f=+8—7 F (a, 8,7, =22 OFB=D) g\
B(a,ﬁ) ‘

£ désignant la série (5).
6. n étant entier, consxdérons le polynﬁme

F(—n,—n, I,~x)=1+(1) x+ (2) xt4. ..+ (g)’x";

'Xl,‘X,, . étant'des polyndmes de Legendre, on trouve

F(=n—nl 0= (z—xy'x,.('““i)

Il Soit C une courbe fermée, entourant le point O; on peut
mettre l’identlté de Parseval sous la forme

zam Z"'——*gf(z)«p()

et appliquer cette formule a généraliser quelques résultats” de
M. Landau (Darstelung und Begritdung, p. 7). Posons

 f@)= z"’axx_x, !f(x)ISI xI<1; p= % e Pa(x) =
2 bkx" I/q:,.(x = 2} ﬂgx"—{—ﬁknx"*‘ + ... on trouve.

cn—iaobn+ +a,.b|s.pn|+ﬂ*,1+ 1Bl

G,. ne surpasse pas em,valeur la somme des (n--1) coéfficients
"dans le développement suivant les pnissances croissantes: de

9>(Vxe‘¢; dtp.
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8. Applications. Posons b; = (—1)k (" /ﬁ .~ Lalimite supérieure
de Pexpresion |bo@yinp+b, @yinp-p+. .- +bna, [' est Gn.

9. Posons ,
gn=|aobo+alb1+---+anb_n‘;
on a o
l T
'gng—S!%(e"”)!dw &n>GCn.
0

Q

A Taide de cette inégalité on trouve
7 0n ’ 7
1<—=.<<12734+—.
<_ I12n < +1n

01, 0, ... 6tant les constantes dé Lebesgue.
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