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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Piispévek k teorii normal kuZelosecek.

Jan Schuster, Praha.

V 68. roéniku tohoto éasop. na str. D 121 a nasl. uvaZovany
tlohy o uréeni kuZelose¢ky normalami, a to pifmym vytéenim
vztaht k ohniskim.

Zde chceme o Glohach téchto pojednat se stanoviska jiného,
kde uréujeme koeficienty obecné rovnice. Ukol uvaZzujeme zase
zvla§té pro parabolu, kde nisledkem vétsi jednoduchosti lze
metodu spife objasnit, a pak teprve uvazujeme stfedovou kuzelo-
setku. Soudasné piibereme v Gvahu téz teény.

Zéroveli v odst. 7.—12. pfipojime FeSeni dloh vztahujicich
se k vrcholim a ohniskiém.

1. Budte ddny tfi normdly, vychazejici ze spoletného bodu.
Hled4 se smér osy paraboly a souasné sméry teéen ke kiivce
z téhoZz bodu vedenych.

Zvolme spoleény bod za potatek soufadnic a parabola mé&j
rovnici:

(* + my)* + 2dx + 2ey + [ =0, (1)
takze koeficient m je smé&rnice vrcholové teény, tedy kolmice
k ose, a jeho uréeni staéf k uréeni sméru osy.

Je-li B smérnice teény, mame hned rovnice:
x4+ my +d
mx + miy +e’ -

z &¢ehoz tedy po vyloudeni y plyne: :
Bmx + m?B%x 4+ eB + z+ mBx + d = 0,

y=Bra B=—

tudiz .

eB +d _ eB+d
_ Bm (1 +mB)+14+mB (14 mB)*
Odtud z 4 my = z (1 + mB)
a . (x + mBx)2+ 2x(d +eB)+f=0

a ‘po dosazeni hodnoty za x vznikne:

z=—
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(eB + d)*— 2 (d + eB)? + f (1 + mB)? = 0.

KdyZ slouéime a rovnici uspofdddme podle neznamé B, vznikne
rovnice

B2 (e2 — fm?) 4 2B (ed — fm) 4 d* — f = 0. (3)
Koeficienty této rovnice hraji v dalsim dulezitou roli, a oznaéime je
L=e2—fm2 M =ed—fm, N =d?—f. (4)

Vymizen{ veli¢iny N znaéi, Ze osa 2-ové je jednou teénou,
vymizeni L ukazuje, Ze osa y je teénou, vymizeni M vyslovuje
poZadavek, Ze teény z bodu O vedené stoji soumérné dle sourad-
nych os, &ili Ze soufadné osy puli Ghly teden. Protoze tedy rovnice
L =0, nebo M = 0, nebo N = 0 znadi jen zvlastni polohu os
soufadnych, coZ lze pouhym pootolenim soustavy vyloudit,
budeme nadile p¥edpokladat L, M, N razné od nuly, takze
budeme zbaveni nutnosti v tkolech eliminaénich vénovat pozor-

_nost takovymto moZnostem, které by mohly platnost ukoni
ohrozit.

V daldim pijde o urdeni velidiny m.

Obratme se nyni k normalam.

Je-li smérnice normély A, plati obdobné se (2) rovnice:

Y 4 — mx + m?y + e

T x4+ my+d

vylouéime odtud y, ¢imZ vznikne:

Az + mA%x 4 dA = mx + m?Ax - e,

takze

. e—dA _ e—dA4

T A+ mAr—m(1+mA) (1 +md)Ad—m)
Kdyz dosadime za « do (1), pamatujice, Zze  + my = = (1 + 4m),
obdrzime ' ’ '

x

(e—dA)?
(4 —m)?
a odtud
(e—dA2 (1 4+ mA) 4+ 2 (d + ed) (e—dA) (4 —m) +
+ (A —m) (L + md) = 0.
Pro rozvinuti bude tudiz:
A3 [dPm — 2ed + fm?] + A2 [— d® + 2¢% — 2fm?® + f] +
+ 4 [e*m + 2d*m — 2e2m + fm® — 2fm] 4 e — 2edm + fm? = 0.
Oznaéme A4,, 4,, A; kofeny této rovnice. Jsou-li naopak tyto
hodnoty diny, mozno hledat koeficienty. Zavedeme-li oznadeni:

Kl = Al + Az + Aa, Kz = A2A3 + A3A1 + A.1Az: Ka = AlAzAsa (5)

(d + ed) (e —dA)
(1 + md) (4 —m)

+ 2

+f=0,
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a uZijeme-li oznadeni (4), obdrzime z posledni rovnice podle zns-
mych vztahd mezi koeficienty rovnice a soumérnymi funkcemi
kofenu tyto rovnice:

d?— 2e? 4 2fm*—f N —2L

Ky = d*m — 2ed + fm?  Nm— 2M
K22—62m+2d2m+;‘m3—2fm =—mL—+—2Nm (5a)
d*m — 2ed + fm? Nm —2M
e =—e2+2edm—fm2_—L+2Mm
87 dm—2ed + fm® = Nm—2M

Obdrzime tedy tii homogenni rovnice pro velidiny L, M, N:
2L —2MK, + N (Kym —1) =0
mL —2MK, + Nm (K,—2) =0
L—2M (K; +m) + NmK; =0
Tyto rovnice dovoluji vylouéit L, M, N a daji pro urdeni veli¢iny m
rovnici:

(6)

2, K,, Km—1
m, Kz, sz e 2m = 0
1, K;+m, Kym

nebo odedtenfm m-ndsobného druhého sloupce od t¥etiho:

2, K, —2
m, K,, —2m | =0,
1, K;+ m, —m?

nebo
Kym® + m2 [3 — 2K,] + m [3K, — 2K,] + K, = 0.  (7)
Kdy7 tedy uréime odtud smérnici osy, uréime ze (6) poméry
veli¢in L, M, N a tim hned podle (3), jeZ nyni zni
LB® 4+ 2MB + N = 0, (3a)
smérnice teéen vedenych ke kuZeloseéce z pocdatku.
Dodateéné pak dovoli (4) urdit f z rovnice, jiz obdriime
vylouéenim veli¢in e, d, nebot

(L + fm?) (N + [) — (M + fm)* = 0,
—f = (LN — M?) : (Nm?® + L— 2Mm),
-aZ na neurdity koeficient, ktery plyne z toho, Ze délenec je kvadra-
ticky dle L, M, N, kdezto délitel linedrni.
Posléze se uréi e a d, oviem zase az na jisty neuréity faktor,

coz ukazuje, Ze vysledek jest urdeni paraboly aZz na homotetii
o stfedu O.

coz da
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2. Uvazujme ted ptipad, kdy dany dvé teény B,, B, a jedna
normala 4,, jez vedeny z poéatku O (0, 0). Jde tedy o urdeni
normal A,, A, a koeficientii rovnic (6).

Nyni jsou poméry veli¢in L, M, N znamy, nebot

2M N
B, + B, = I B,B, = "
Rovnice (5) dovoli vylouéit 4, + 4, a A,4,, takie (5a) daji:
N —2L —L+2Mm 1
4o+ 4y —h A=y )

~ Nm—2M
a tyto dosazeny do stfedni z rovnic (5a) daji pro m rovnici:
A N —2L )+ — L+ 2Mm 1 —mL—}—ZNm
\Nm—2M Nm —2M A, Nm —2M
. Odtud plyne pro m linearni rovnice a zni:
L—2MA3+ A2 (N —2L) 9
L+ 2M—2N—NA2 (9)
Kdy# dosadime tuto hodnotu do (8), obdrzime A, i Aj. Ostatm
vypodet je stejny jako v 1. odstavei.
Konstruktivné je tato tloha velmi prosta.
Kdyz sestrojime k normale A4, kolmici, obdrzime pro jednu
z parabol homotetickych podle stiedu O jakoito urdujici prvky
tii teény, totiz B,, B, a kolmici B*, k 4,, a dotykovy bod na této,
t. j. pruseéik B* s 4,, tedy celkem &tyii prvky. Paty prvek je
tetna v nekoneénu. Dotykovy bod této teény uréen piimkou,
ktera je rovnobéznd s osou. Tedy vidime, Ze tloha tim prevedena
na uziti Brianchonovy véty pro pétithelnik opsany kuZeloseéce.

3. Budte jeité diny dvé normdly 4,, 4, a teéna B,. Hledaji
se tedy m, 4;, B,. Rovnice (3a) da:

m =

LB*+ 2MB, + N = 0. (3b)
Vylouéenim A; z rovnic (5a) pak vznikne postupné:
AA2+A3(A1+Az)_AA2+—N—§§I(A1+A2)—
— (4 Agp =t 2 (5b)
1%37 — it d)= Qanizgum AllAz' J
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Rovnice (3b) a (5b) jsou podle L, M, N linearni. Oznaéme

A, + A, =P, 4,4, = Q.
Pak bude

L (m—2P)—2M (@ — P?) + N (P + mQ —mP?—2m) =0\
L (1—2Q) + 2M (PQ —m) + NQ (1— Pm) — 0 } (5¢)
a po vyloudeni L, M, N ze (3b) a (5c) obdrzime:
B2, — B, 1
m — 2P, —(Q P2, P+ mQ —mP2—2m | =
1—2Q, PQ—m, @ (1 — Pm)

Tato rovnice d4 pro m dvé hodnoty, (5¢) daji poméry velid¢in
L, M, N, dalsi uréeni veli¢in 4, a B, plyne z rovnic (3b) a z rovnice
nasledujici. Tim kol roztesen.
Kdyby 8lo o sestrojeni hledaného sméru osy, je vyhodné
specialisovat ponékud dané veliéiny. )
Teénu B, zvolime za zakladni smér, t. j. uéinime B; = 0.
Pak je podle (3b) N =0, a smér druhé teény dan pomérem:

=0  (10)

B = -7 Nyni se rovnice (5¢) zjednodudi na:

L(m—2P)—2M (Q —P2) =0, L(1—2Q)+ 2M PQ—m) =0.
Odtud vyloudime m, coz dai:
CL*(1—2Q) + 2MLP (Q — 2) — 2M? (Q — P?) =
M

B .
a dosazenim 7= ‘vznikne

B*(Q — P*)— 2BP (Q — 2) — 2 (1 — 2Q) = 0.

Kdyz tedy na teénu B,; od O naméiime vhodnou Gsetku A, sestroji-
me-li v jejim koncovem bodé kolmici k te¢né, vytnou na ni normaly
dvé tsedky

hy = Ajh, by — Ajh, takie P — + hy Ty

Q="

Bud jesté & = Bh. Znisobme posledni rovnici veli¢inou k% Odtud
bude

&2 (hlhz—{h1+ hz}z) —2& (h1+k2) (h1h2— 2}"2) — 2h? (hz_ “)"klh‘.l) =0

nebo
hyhy — 22 h? — 2h.h.
2— 28 (hy + B L2 — 2h? L2 =0.
e N e s
Koeficienty této rovnice se daji sestrojit, a tedy dle znamych
principi lze sestrojit téZ & co do velikosti i sméru. Spojnice obou
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koncovych bodii nalezenych tsedek &, & s bodem O uréuji hle-
dané teény =, a Z,.

Dale se uréi osa paraboly stejnym zptsobem jako v odstavei 2.,
nebot teény B,, &, a normala 4, daji jedno feseni, teény B,, 5,
a normala A, daji druhé FeSeni. Normala 4, se d4 ovSem beze
zmény vysledku nahradit v obou konstrukeich normalou 4,.

4. Obdobny tkol pro stiedovou kuZelosetku

ax2—{—2bxy—}—cy2+2dx+2ey—|—f=0 (11)

vvvvv

na sdéleni planu Fedeni. Jde totiz o urdeni smérd os, dany -li Bty
normaly, vychazejici z bodu O (0, 0).
Pro teénu z pocéatku bude nyni:

y = Bz Bz_w

bx 4+ cy+e’ (12)
z &ehoz
Bbx + B%cx + Be + ax + bBx +-d = 0,
tedy
_ eB +d
T T BoctrWBta
Z (11) plyne jednak ‘
x? (@ + 2bB + ¢B?) + 2z (d + Be) + f = 0,
jednak:
eB+d?  2(d+ Bep f—o
B +2Bb ta BoteBbia T/
nebo
(eB 4+ d)2—f (B%c + 2Bb + a) = 0,
tedy
LB* + 2MB + N =0, (13)
kdyz -
L=ce*—fc, M =ed—fb, N-—dz—af o (14)
Pro normilu plati jako svrchu:
_ bz +tcy+c
Yy = Ax, A= m, (15)
z ¢ehoz
Axa+A2bx+Ad—bx+Acx—l—e
. e— Ad
2 YT At A@—o—b"
Dosazenim do (11) obdrzime:
(e— Ad)? (c4% + 2bA4 + a) + 2 (— Ad + e) (de + d) . (16)

(A% + A [a—c]—b) + f [4% + A4 (@ — c) — b]2 = 0.
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Usporadame-li tento vyraz podle mocnin smérnice 4, vznikne:
. A* (d% — 2bde + fb%) + A3 (2be? — 2eda + 2fb [a — ¢]) +

+ A2 [ee? + ad® + 2 (e —d?) (@ —c) + f (a— ) — 2/b*] + (16a)

+ A [— 2cde + 2bd? — 2fb (a — c)] + e?a — 2bde + b*f =0

Oznadime-li jesté

ac— b2 = D,

bude

d?*c — 2bde + fb%® = ¢N — 2bM + fD,

2be? — 2eda + 2fb (a — ¢) = 20L — 2a M,

ce? + ad? + 2 (e2—d?) (a—c) + f (@ —c¢)? + 2fb2 = L (2a — ¢) +

+ N (2¢ —a) + 2fD,
— 2cde + 2bd? — 2fb (a — ¢) = — 2Mc + 2Nb,
e?a — 2bde + b*f = aL — 2bM + fD.

Polozime-li jesté soumérné funkce korenid rovniee (16a) na roveii:
4 4
K, = ZA"’ K, =Z A4, K, =z A;A;4k, K, = A1 4,44,
i=1

ih=1 ik
bude
— K, (cN — 2bM + D) = 2bL — 2aM

K, (¢cN — 2bM + fD) = L (2a —c¢) + N (2¢ — a) + 2fD| (17a)
— K;[cN —2bM + fD] = — 2¢M -+ 2Nb

K, (¢cN —2bM + fD) = aLL — 2Mb + {D.

Prepi¥me tyto rovnice podle veli¢in L, M, N, fD:

2bL — 2M (@ + bK,) + NcK, + fDK, = 0
L(2a—c¢)+ 2MbK, + N (2c—a—cK,) + fD(2— K,) =0 (17)
— 2M (¢ + bK;) + N (cK, + 2b) + fDK; =0
La—2M (b—bK,)— NcK,+ fD(1—K,) =0
Odtud vyloudenim tychz velidin:
20, — (@ 4 bK,), cK,, K,
2a — ¢, bK,, 2c—a—cK, 2—K, —0
07 - (C + bK3)7 CK:; + 2b: K3 o
a, —b(1—K,), —cK,, 1—K,

Pokud jde o moznost, Ze by selhala eliminace, upozornuji, Ze

o vymizeni veli¢in L, M, N plati zminka udinénd v 1. odstavei,

a kdyby vymizelo f, §lo by o kuZelosetku, kterd prochédzi bodem O,

tedy by S§lo o uréeni kuZeloselek s mensim poétem dat. Teény

z bodu O vedené by splynuly v jednu, nebot rovnice (14) by daly
L =e2, N =d?, M:-_edzj:]/LN

a rovnice (13) by znéla (Be 4 d)? = 0.
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Vymizeni D by pak-dalo podminku ac — b2 =0, t. j. hledand
kiivka (11) by byla parabola, a piipad by se fesil podle odstavce 1.

Pri¢téme b-nasobny &tvrty sloupec ke druhému a odeétéme -
tyZ c-nasobny od tretiho. Tim obdrzime:

2b, —a, 0, K,

|24 —¢, 2b, —a, 2— K, -0
0, —c, 2b, K, -
a, 0, —c¢, 1— K,

Tato rovnice je homogenni stupné tretlho dle koeficientt a, b, c,
a da se prepsat na tvar:

K, [4ab®? — ¢ (a — ¢)?] + 2K,b (¢? — a?) + Kia (@ — ¢)?
+ 4K,b[202 + a (a —c)] — 4b [202 4 ¢ (c —a)] = 0.
Tim jsme vyloudili koeficienty d, e, f.
Druhou rovnici pro veliéiny a, b, ¢ nam daji rovnice (14)
a (17). Prvni t¥i ze (17) daji:

T (18)

L:M:N:fD=
—2 (a‘ "l’ bKl); CKD Kl
20K, 2 —a—cK, 2—K,|:
— 2 (¢ 4 bK,), cK; + 2b, K,
2b, cK,, K,
i—|2a—¢, 2c—a—cK,, 2—K,
0, cK, + 2b, K,
2b, — 2 (a + bK,), K
i 2a —c, 20K, 2—K,
2b, — 2 (a + bK,), cK,
:— | 2a—c, 2bK,, 2¢c—a—cK,| =
0y — 2 (¢ + bK,), cK; + 2b
—a, O, Kl . 2b, 0; K].
=2|b, —a,2—K,|:—|20—c¢, —a, 2—K,
—c, 2b, K, 0, 2b, K,
26, —a, K, 2b, —a, cK,
| 2a—c, b, 2—K,| 5 (2a—c), % (2¢—a), 2c—a—cK,
; o .
0, —c, K, 0, — ot —, cK; + 2

Kdyz tyto determinanty oznaéime «;, x,, &g, &4 resp. plyne ze (14):.

(2oc1 —2—61%) (oca — 2%"4) _ (.+ & + 2-%‘-‘2)2= 0. (19)
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V této rovnici jsou «;, &y, 03 @ D stupné druhého dle a, b, ¢,
stupné tietiho, tedy rovnice (19) stupné osmého dle vytéenych
koeficienti.

Smér osy kiivky zavisi jen na &lenech stupné druhého v rov-
nici (11). Kdybychom tedy psali rovnici (11) ve tvaru pfevedeném
na pocatek

ax® + 2bxy + cy® = h, (20)
kde % je veli¢ina od O rizna, a uréime-li osy jako dvojné p¥imky
patiici svazku kiivky (20) a soustfedného kruhu x2 + 2 = 2,
dvojnasob se dotykajictho kiivky (20), plynou osy z homogenni
rovnice, vzniklé z obou poslednich vyloudenim pravych stran:

(ar? — h) 2% + 2br2xy + (cr* —h) y* = 0.
Polomér r odpovidd nulovému diskriminantu:

b2t — (ar? —h) (cr2—h) =0
~ nebo :

74 (b2 —ac) + hr? (@ + ¢) — h% = 0.
Kotentum 7,2, 7,2 odpovidaji smérnice m,, m, os, pro které plati:

" — br? _ bry2
LT T —h T T arg—h
Jezto
h(a -+ c h?
7P = — bg —+ac-) , P =— b2 —ac’
obdrzime .
. 2abr, 2,2 — bh (1,2 + 752) .
M T T g Ry g — )
_ — 2abh? 4 h?b (@ 4+ c)
~ —a*ht 4 a(a +c)h? + h? (b2 —ac)
tedy
bla—c a—c
my + my = (1)2 )= = m (21)
Soudin
2p 290 2 —_ 2
“mgmg — bry?r, bh_:_1

(ary®—h) (ar,2 —h)  bh?
ukazuje jako samoziejmy vysledek kolmost obou os kiivky.
Tim pfevedeno dal¥i ¥eSeni na vyloudeni veli¢in a, b, ¢ z rov-
nice (18) stupné ti¥etiho, z (19) stupné 8. a z linearni rovnice (21),
¢imz vznikne pro m rovnice stupné obecné 24.
Dalii postup by zase dal L, M, N a fD, odtud pak e,d.
(P¥isté dokondeni),
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