Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Jan Schuster
Prispévek k teorii normal kuZelosecek. [II.]

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 69 (1940), No. Suppl., D141--D161

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120968

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1940

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/120968
http://project.dml.cz

CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

- Piispévek k teorii normal kuZelosecek.
Jan Schuster, Praha.
(Dokonéeni.)
5. Nyni uvazujme piipad, Ze z O vychazeji tii dané normaly
a jedna tedéna. Uplatni se tedy piedevsim rovnice (3b):
LB+ 2MB, + N = 0. (22)
Vyloué¢ime pak z rovnic (17a) smérnici A,, kterd je nezndma:
Ay =K, — (4, + 4, + 4,).
KdyzZ oznaéime k,, k,, k3 kombinace veliéin 4,, 4,, 4, v kombinaéni
souéty soéind t¥id 1, resp. 2 a 3, bude
Ay = Ky —ky,
Agky + ky = Ky, Agky = Ky — ks, Ak = K,
Vylouéeni smérnice 4, da tedy:
Kk, — Ky, = k2 —ky, Kiky— Ky = lyky— by, Kiks — K, = kyky.
Sem dosadimie hodnoty K, z rovnic (17a), éimz vznikne:
— (2bL — 2aM) ky, — L (2a — ¢) — N (2¢c — a) — 2fD =
= (ks> — k) (¢cN —2bM + [D),

— (2L — 2a M) key — 26 M -+ 2Nb = (kyky— k) (cN — 2bM + {D),
— (2bL — 2aM) key— aL + 2Mb — fD = kyky (cN — 2b6M -+ {D).

Usporddanim obdrzime rovnice:
L (— 2bk; — 2a + ¢) + M (2ak, + 2b [k* — kp]) +
A N(—2+a—cl[k?—k)]) +[D(—2—k*+ k) =0
— L2bky + M (2ak,— 2¢ + 2b [kyky— ks]) +
+ N (2b— ¢ [kyky — kg]) — fD (kyky — k) = 0 (22a)
L (— 2bky — a) + M (2aks + 2b + 2bk;ky) — Nekyky —

— fDkyky = 0]
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Vylouéeni veli¢in L, M, N, fD d4 determinantni rovnici

B2, By, 1,
—2bL —2a +c, ak1+b(k2—-L1) —2¢c+a—c (k2 —L,),
— 2bL aky,—c + b (kyky— ks, 20 —c (kyky — k),
— 2bk3 —a, a-lc8 + b + bkyks, — ckyks,
0
—2—k2+ k| =0.
— kyky + ks
— kykey

PriGteme-li étvrty sloupec b-nasobny ke druhému, a zase —c-nasob-
ny ke tretimu, obdrzime: :

B2, B, 1. 0
~—2bk—"a—|—c aL—2b a, —2—Fk2+Fk|=0. (23)
— 2bk,, ak2 —c, 2b, —kyky + Ky
— 2bky — a, aks +b, 0, — kyk,
Rovnice (22) a posledni ze (22a) dovoluji urdit zase poméry:
L:M:N:fD=
2 1 1 0
2 (aky — ¢ + b [kky — k3)), 2b——c(kk—l) — kyks + ks
2 (aks + b + bkks), — ckyks, — kyks
B2, 1, 0
— | — 2bk,, . 2b — ¢ (kyks — k), — kyky + kg
— 2bk; — a, — ckyk,, — kyks
| B2, 2B, 0
: | — 2bk,, 2 (aky — ¢ + b [ky — ks]). — kykey + ks
— 2bk; — a, 2 (ak; + b + bkk,), — kyks
B2, 2B,, 1
T — | — 2bk,, 2 (akz—c + b (kyky —k3)), 20 —c (kks—k3) | =
— 2bky—a, 2 (aky + b + blyky), - —ckyksy
B, . 1, 0
= 2|aky—c + b (kky—k;). 2b, — kyky + Ky
aks + b + bk, ks, 0, — kk,
B2, 1, 0
: — | — 2bk,, b —kk2+k
— 2bky —a, O, k1L3
B12’ . B 1 O

: 2 | — 2bk,, aky—c, —kky + k3| :
— 2bky; —a, aky + b, — kk; .
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B12J Bl +—r 1

b
P — 2k, (aky—o) 5, B—c bk —1y) | =
— bk, —a, (aky 1 b) % ek,
= 200y 1 — &y 1 205 1 — 2014, ,
Kdyz dosadime tyto hodnoty do (14), z nichz vyloudeny e a d, bude
204C 20,0 24D\ 2
(2o¢1 — %) (2“3 — 7)4—) — (— Xy — 1)4 ) =0, (24)

ktera je formalné totoznd s (19), ale vyznam determinanti je ted
jiny. Determinanty o; jsou nyni vesmés stupné druhého, tedy
rovnice (24) stupné Sestého, nebot ve &lenech, kde vystupuje
- jmenovatel D2 se po slougeni jednou D zkrati. Urgent veliéiny m
vyzaduje nyni vyloudeni @, b, ¢ z rovnic (21), (23) a (24). Dalsi
postup da pak L, M, N, f a posléze e, d. Veli¢ina B, plyne ze (22)
a A4, z rovnice A, = K, — (4, + A2 + 4,), kdyz K, dosadime
z prvni rovnice ze (l7a).

6. Budte dany dvé teény B, B, a dvé normaly 4, a A,

Teénami uréen pomér velicin L: M :N=1:—% (B, + B,):
: B,B,. Vztahy normdal pak daji , ' _
A+ A, =K, —A4,— A4, =K, —P, ()
- A3A4 + A1A2 + (Az + A4) (Al + Az) = K‘.H
7z niz
- A4, = K,— (K, —P) P — @, o (ﬂ)
d; A3A4 = (A1 + Az) + A1A2 (A3 + A4) = 1‘3
4
A3A4P -+ (As + A4) Q = K:z'
Koneéné

Az 4,0 = K,.
Vylouéenim veli¢in 4, + 4, a A;4, vzniknou dvé rovnice:
K.,P— K, (P*— Q)+P3—2PQ KB,
K.Q — K,PQ + PQ —@Q*= K
Do nich dosadime hodnoty K; z rovnic (17a)
L[(2a—c¢c)P + 2b (P?— Q)] — 2M [a (P*— ]
—b(P3—2PQ)]+N[(2c—a)P+Qb+c(P3—2PQ l
+ (D24 P—2PQl = 0 oo
L[(2a —c) Q + 26PQ — a] + 2M [— aPQ + b— -
—bQ (P*— Q)] + N[(2¢c—a)Q + cQ (P*— Q)]
+MD[2Q—1+Q(P*—Q)]=0
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Odtud se vyloudi fD a veli¢iny L, M, N se nahradi amérnymi
hodnotami

1:— 4§ (B, + By) : B,B,.
Tim vznikne linearni rovnice mezi a, b, c.

Kdyz pak vyjadiime f odtud jako veliéinu tmérnou s jednou

z veli¢in L, M, N, vznikne ze (14) rovnice

(L + fo) (N + of) — (M + fb)* = 0. (26)
Jezto f jest Gmérné linedrni funkei veli¢in a, b, ¢, jsou fa, fb, fc
vesmés stupné druhého, a posledni rovnice je stupné &tvrtého.
Pribranim (21) obdrzime zase t¥i homogenni rovnice, z nich% lze
a, b, ¢ vylouéit.

Nyni moznd urdit K; (1 =1,2,3,4) ze (17a) a velié¢iny
Az, A, plynou z (x) (B). Ostatni dopoéitani jest uz prostinké.

7. Jako vySe uvazované piipady urdeni kuieloseéky aZ na
homotetii vytkneme dal$i tkoly &asteéného uréeni kuzeloseéky
i geometrickd mista vyznaénych bodd s nim souvisici.

Hledejme kuZeloset¢ky uréené dvéma pary rovnobé&Znych
normal. V tomto pitipadé opisuji ohniska a vrcholy jisté kiivky,
které uréime.

Hned miZeme soustavu soufadnou specialisovat uzivajice
soumérnosti normal podle st¥edu krlvky, ktery uéinime pocéatkem
soustavy. (Ukol je totoZny s uréenim kuzelosetky ze stfedu a dvou
normal.) Normdly maji rovnice:

y=A4,x 4+ m, y= A.x + n.

Uzijeme posledni rovnice z odst. 16, uvedené v 68. roéniku tohoto
¢asopisu na str. D 126, a uéinime v = 2x, v =2y, s =0, t =0,
a, =m, ay=—m, a; =n, a, =—mn. Ohnisko bud (z, y).

Obdrzime rovniei: ’ ’
4R%(1 4+ A2)4m? = 4 (4 x — y)? (42% 4+ 4y24,2 + 4m? + 8 4,xy)
nebo Bem? (L + 4,%) = (A —y)* [(@ + Ayp)* +m2]] ()
a podobné R2m? (1 + 4,%) = (d,x — y)? [(z + Ayy)? 4 n?] )
Piejdeme k polarnim soufadnicim. Bud o = Vx2 + y? pravodié
ohniska, ¢ polarni Ghel. Dale bud 4, = tg «;, A, = tg «,, a oznaéme
P = m cos oy, ¢ = M cos &, vzdalenosti normal od stfedu. Rovnice
nabudou tvaru
R*p? sect o, = sect x;02 sin? (¥ — ;) [0% cos? (¥ — «;) + p?]
nebo R?p? = o%sin? (¢ — &) cos? (& — o) + 0%p? sin? (& — «;) )
a Rz2=g4sin2(19——zx2)cosz(z‘}—oc2)-{—Qp sin? (¥ — o)
Tyto dvé rovnice dovoluji uréit R? a 0? jako funkce thlu . Déle-
nim obdrzime
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P> @*sin? (¥ — oy) cos? (§ — oy) + p?sin? (§ — &)
g% p%sin? (9 — «,) cos? (9 — &) + ¢%sin? (§ — ay)
tedy kiivku stupné 4., opsanou ohnisky. Jinak
‘ sin (o, + oy — 299)
q?sin? 2 (o, — J9) — p?sin? 2 (x, — IJ)

0® = 4p*¢®sin (& — &y) .

K uréeni R vyluéme g z rovnic (8), pfi demz

R*p?3? [sin? (& — &) — sin? (& — oy)]

4 .
e sin? (¥ — &) sin? (& — «,) [¢% cos? (¥ — ;) — P2 cos? (F — x,)]
0t — R2?[g?sin? (9 — &) cos? (& — o) — p? sin?(P — o) 082 (§ — )]

sin? (& — &) sin? (& — ) [¢2 cos? (& — ;) — p? cos? (F — o,)]'
Odtud

R2 = 16p?q?sin (o, — ox,) Sin (209 — ~; — &xp) sin? (§ — ;) sin? (§ —«,) .
[92 cos? (§ — ;) — p? cos? ( — a,)]
"[?sin®2 (0 — oy) — p2sin® 2 (9 — o) 2

Podobné bychom mohli uréit geometrické misto vedlejsich vrcholi.
K tomu staéi v rovnicich (f) nahradit R? hodnotou 72 4 g% a ¢
thlem ¢ + 90°.

(r® + 0?) p? = ¢* sin? (§ — &) cos? (& — «;) + 0%p? cos? (¥ — «,),

(2 4 0%) ¢% = p*sin? (§ — «,) cos? (& — «y) + 02¢2 cos? (¥ — «y).

z Gehoz

r2p? = p%sin? (& — ;) cos? (& — ;) — p*p? sin? (¥ — o),

% = g* sin? (¥ — ) cos® (§ — a,) — % sin® (P — ).
Tyto rovnice jsou totozné s rovnicemi (f) az na —p? misto g2
Tedy davaji pro vrchol (pii vyloudeni —g?) tyz vysledek jako
prve. Lezi tedy vSecky vrcholy na téze kiivce. Ale pro vyloudeni
72 je vysledek jiny, odpovidd geometrickému mistu vedlejsich
(imaginarnich) ohnisek.

8. Kdyby byl didn par rovnobéznych teden a par rovnobéz-
nych normal, byly by zakladni rovnice

y=Ax £ m, y= Bz 4 n.
Rovnici platnou pro teénu vyjmeme z citované prace na str. D 125

fadek 3. shora (ve druhém ¢lenu t¥eba pfi R? doplnit &initele 4)
ve tvaru:

(4y® — 4R?) B® | 42° — 4R® | 8By — — dn?.
Po zkraceni lze tuto rovnici psat:

R* (1 + B?) = (x + By)® + n*.
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Zavedme zase ¢ = ncosf, B = tg f. Bude
R2? gec? B = sec? fp? cos? (¢ — B) + n2

Kdyz piibereme prvni z rovnic () bez indexu, budeme mit dvé
rovnice: :

R? = p2cos? (0 — f) + ¢*
R?p? = p%sin? (¢ — «) cos? (¢ — &) + *p?sin? (§ — ) )

Nyni je vyloudeni zvlasté jednoduché. Pro o3, tedy pro geometrické
misto ohniska, midme rovnici 4. stupné:

o%sin? (& — «) cos? (& — «) + p%*p? [sin? (¢ — x) — cos? (& — )] —
~ —p’¢* = 0.
Pro geometrické misto hlavnich vrcholt obdrzime
R%sin? (¥ — &) cos? (& — &) — R2 {2¢?%sin? (§ — «) cos? (§ — «) +
+ p? [cos? (& — f) — sin® (& — «)] cos? (¢ — B)} +
+ ¢*sin? (9 — «) {g* cos? (§ — &) — p? cos® (¥ — B)} =
Pro vedlej&i vrcholy piepiSeme rovnice (y), jak vy$e vyloZeno, na
r“r 0? = ¢?sin?® (9 — ) + ¢%,
(r? + 0% p? = p* cos? (§ — «) sin? (ﬁ—a) + 0%p? cos? (¥ — «).
Odtud pak
rt = —g*cost (0 — f) + ¢,
r2p? = 0% cos? (¥ — «) sin? (¢ — &) — p2g? sin? (¥ — «)
a vyloudenim p? se zase obdrii tidz kiivka jako pro R2 Oboji
vrcholy lezi na témz geom. misté. Vyloudeni veli¢iny 2 da geo-
metrické misto vedle]swh ohnisek.

Rovnice tvaru prvni z rovnic (y) by res1ly tkol pro dany
stted a dvé teény, je tedy zvlaité jednoduchy.

Jistou zajimavost mize mit piipad, kdy dany dva pary
teGen a normédl vesmés spolu rovnobéinych. Pak nutné musi
tvofit dva pasy rovnobéiné se spole¢nou osou soumérnosti. Kdyz
zvolime stied na této ose, staéi v rovnicich (p) uéinit « = 0,
f = 0, a obdrzime ‘

R? = p?cos? ¢ + ¢2, R%0* = p*sin? J cos? & 4 p?p?sin? 9.
Vysledky jsou: ‘ '

0*sin? ¢ cos? & 4 p?p? (sin% ¥ — cos? J) — p%g2 = 0
nebo
2?y? + p* (y* — %) — p°¢®
jako geometrické misto ohnisek, coz je kiivka kiizova, a pro geo-
metrické misto vrchola

R*sin? 9 cos? ¢ — R2 {2¢2 sin? 9 cos? J + p? (cos? & — sin? J)} cos? 9+
+ ¢2%sin? 9 (g2 cos? & — p?sin? §) = 0.
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Zkratme &islem cos? 9 a znasobme velitinou R? — a? -+ y2. Bude
(2* + 9°)* y* — {2¢°2°* + p* (* — y*)} + ¢ (¢ — p*) ¥* = 0.
Zkraceny ¢initel odpovidd odstépeni dvojné osy poradnic z geo-

metrického mista, coz snizi stupen kfivky o dvé jednotky.

9. Jako dalsi kol ponékud p¥istupny feSeni uvaZujme p¥i-
pad, kdy t¥i normély a jedna teéna tvoii obdélnik. Aby se prace
zjednodusila, zvolme dvé normdly rovnobéiné s osou usedek ve
vzdéalenostech -+ a, tfeti norméla bud v ose y. Tedna s touto
rovnobézna méj na ose tseéek tsek b. Kiivka musi byt soumérna

dle osy z-ové, stfed jeji bude v ose, tedy ¢ = 0. Smérnice obou
normal je nulova, coz dé prvni podminku:

16 R2a? = v? [u? + 4a?]. (x)
(Odkazuji na citovanou rovnici normaly, kde se poloz1 A =0,
ar=a, t =0.)
Pro t¥eti normalu bude 4; = 0. t = 0, tedy zbudou v rov-
nici normaly jen koeficienty nejvys$si mocniny smérnice Ay:
4R?%s® = u? (s* + v?). (B)
Rovnici teény napied upravime tak, Ze zavedeme by = bB; a zase
vyjmeme jen koeficienty nejvy¥8i mocniny By, coz da:
82 + v2 — 4R? | 4sb 4-4b% = 0. »
Tyto tii rovnice mezi veli¢inami u, v, s, B mohou slouzit k urdeni

hledanych geometrickych mist. Vyloudenim velidéiny R? vzniknou
rovnice:

’ ‘
s*u?v? = 4a? (u?s? 4+ u? — st?)

up? : )
Z rovnice ¢t = 0 plyne y, = — ¥,, tedy v = 2y, = — 2y, déle je

§+u = 2%y, s —u = 22,
Prvni z rovnic (6) d4 se piepsat na:
u?s? (v — 4a?) = 4a%?* (u? — s?)
a po zavedeni soufadnic:
(%9 — 2,%) (yo* — @®) = — 16a*y,’y,,.

Drubd d4 ihned: =z, + x; + 2b = + (—x%l)y“. (e)
V téchto rovnicich obsazeny soufadnice ohnisek a vhodné vy-
loudeni dé geometrické misto. Kdyz vypoéteme =z, z posledni,
_ o (£ ?/o—“) — 2ab
a+tYo

0 = , a nahradime-li hned y, hodnotou — ¥,

D 147



Z (F o —a) —2ab
a-+y
pro geometrické misto ohniska (21, ¥,) rovnici:
(F 22,9, — 2ab)? (— 2ax; — 2ab)?
(@ F wn)* (@ —y,®) =
F 2y, — ax; — 2ab
a+

tedy x, = , obdrzime z piedposledni rovnice

= 16a2y,2z,

nebo
(&£ my; + ab)? (2, + 0)? (a* — y,?) =
= — y:’%; (2ab + ax, F 2y,) (4 vy, —a)’

V této rovnici patii k sobé zvlasté znameni horni a zvlasté zna-
meni dolni.
Vylouéime-li z;, bude

(= Zoyo — ab)? (zo + ) (a* — y,®) =
= Yo’ %o (4= XoYo — axy — 2ab) (a =+ 7).

Porovname-li obé posledni rovnice, vidime, Ze se druhi
s dolnim znamenim ztotoZni s prvni rovnici pro horni znameni
a naopak. Vidime tedy, Ze postadi uvazovat jen jednu ze ziska-
nych rovnie, takze druhé z rovnic (¢) dava reseni pro ]edno ohnisko
s hornfm znamenim, pro druhé ohnisko s dolnim znamenim, nebot
oznadeni soufadnice indexem nemé pro obecnou kiivku vyznamu.

K uréeni geometrického mista hlavniho vrcholu uzijeme Gmér-
nosti rozdili soufadnic vrcholi a ohnisek s poloosou a vystied-
nosti, ktera da:

Ty + 2, (g — ;) B s uR
xr = 2 _—_t = — =,
Vwo—a) + (go—w)* 2 Jurtor
y:_?/o’f‘?/l:t (Yo—y) R =04+ vR .
2 Vlwo— ) + (o—90)? Vur v
Nyni uZijeme rovnic (), dosadice napied druhou do prvni,
g2 4q2
Ut — 2 = 8‘—824(1— (s + 2b)2, u?® = 4a? (s + 2b)2.
Jsou tedy u2, — v? koFeny rovnice
. S dd? 2b)2 2z + 4a? (s + 2b)% = 0
z——sT“(S—*" )2z + 4a® (s + 2b)* = 0,
kterd da: :
2 ___
S aua PR I s )
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kdyz 8% = (s2 — 4a?)? (s + 2b)2 — 16a2s%. Pro horni znameni veli-
diny w? plati:

5)
Ut =2z, V2= —2,. W+ 02 =12,—2, :8_—';2.—_1) S
Déle je podle (y):
§* — 4a® s+ 2b
2 e % T 2h)2 — =
4R (s + 2b) 52 (s + 2b) 52 S
— (s — 2] —2,

tedy
) (s + 2b)2 (s + 4a%) s+ 20
2 P
B = 8s2 reat
Mdme tedy pro geometrické misto hlavniho vrcholu parametrické
vyjadreni:
x = —‘;— :I:%V(s + 2b)% (s2 + 4a®) — (s + 2b) S
V(sz_—%%‘ +2b) + 8
. - - g - T

Y=+ ZIEV(S + 2b)% (s 4 4a?) — (s + 2b) S

V;—(sZ“— 4a?) (s 4 2b) + 8
: X :

Pro vedlejsi vreholy plati, jak se snadno usoudi ze vztaht platnych
mezi osami a vystiednosti,

= w xl I . —y—‘ﬁ - .
? V To—,)? ?!1)2 '
Yot Y1 | Xy — X,
y= + ,
2 Vo m) + (e
Ale
r2 = R2— (o— 2,)24 (Yo — #1)? B (s + 2b)2 + o? -
= : _ )
w40 (s + 213)2_&
——= &
tudiz
_ S -+ v _l_ T
Gl R iy AR
u B
= —_— S + 2b Z_Z')
/ = V112+ 2 2 V( ) 2

D 149



nebho

& == F)(s + 2b)2 (s + 4@%) + (s + 25) S .
.V- (s2—4a?) (s + 2b) + S

S

y =4 /(s + 2b)* (s* + 4a®) + (s + 2b) S.
|/ (s> —4a)® (s + 2b)2 + 8.
S
Uvazime-li, ze uréeni kfivky v soufadnicich z, y by k vylouceni
veliéiny s vyzadovalo uvést napied vyrazy na raciondlni tvar,
vidime, %e vSechny vrcholy lezi na téze kfivee.
Smér osy moind také vyjadiit veli¢inou s. Jeji rovnice zni:

z, Y, 1 x, Y, .1

Zoo Yoo 1| =0= |8+ u, v 2! = 0, nebo
x17 ,’1/1, l s—?t, '—’U, 2

| & y, 1 z, y, 1 -
s+ u, v, 2|=0, tedy |u, v, 0| = 0.

s, 0, 2 s, 0, 2

Mame tedy
200 — 2yu = S,
coZ lze prepsat na

2ylfz, = (20 —5) [z; & 292, = (22— ) V212,
nebo

s L 2b

— [(s2— 4a?) (s + 2b) + 8] = (22 — $) 2a (s + 2b)

52
a po upravé .
y [(s2 — 4a?) (s + 2b) + S] = (22 — s) 2as®.

10. Predeslému obdobny piipad, ponékud jednodussi, jest

obdélnik ze t¥i tefen a jedné normaly. Osa x bud osou pisu rovno-
béznych teten, coz vyzaduje ¢ = 0, By = 0, by = b:

u? — 4R% = — 4b2, ()
Treti te¢na mé&j asek by = aB;. Kdyz pak By = oo, je
4R2s% = u? (82 + v?). (B)

Normalu polozme do osy y, ¢imz plyne az = 0, Ax = o, t = 0.
Odtud ' :
82 + v2 — 4R? 4 4as + 4a* = 0. (y)

Z rovnice (x) dosadime R? do ‘ostatnich, takie
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82 (u? + 4b%) = u? (s® 4 v?), nebo 4b%?* = uzvz}
(s + 2a)? 4 v? — u? = 4b2
Jde tedy o TeSeni soumérnych rovnic
u?— v? = (8 + 2a)*— 4b2, u? = 4b2%s2,
jejichz koreny odpovidaji rovnici
22— [(s + 2a)? — 4b%] z — 4b2%s2 = 0,
z1,2= 5{(s + 2a)2— 4b% 4+ T'}, kde T? = [(s + 2a)? — 4b?]* 4 16b2s®

(9)

a proto 4R? =2z, + 4b% w2 + 2 =2, —2, =T
x:ﬁ)-L%V(S_*_Za _2b2+TV(s+2a)2—4b2+T
- = ‘)T
y =% /s + 20 —2b2+TV— s+ 2P+ + T
27

Vypoéty pro vedlejsi vrcholy jsou zcela obdobné s hofejsimi.
K uréeni geometrického mista ohnisek vyjdeme od rovnic (9).
Zase je

v =2y, = — 2y, U= '2550— s, resp. u = s — 2x,, takze
(8 + 2a)? + 4y® — (25 —- 5)2 = 4b%, 2bs = + 2y, (2o — 8).

Prvni rovnici piepiSme na (o + @) (s + @ — %) = b2 — y?, z éehoz

b2__y2
S =1xg—a + ——2—,
o + 7 Fa
X 2x
Druhd rovnice da s = w

b+ yo
Je tedy hledand rovnice '

F 224y, (2o + @) = (x> —a® + b* — y?) (b F ¥o)-
Pro druhé ohnisko mame :

(s + 2a)* + 4y®> — (s — 22,)® = 4b2, 2bs = + 2y, (s — 2x,).

Vidime, Ze aZ na znameni pii y a zménu indexu jsou obé
rovnice totoZné, takze predeild rovnice udava geometrické misto
druhého ohniska . pro dolni znameni.

11. Jako dalif jednoduchy piipad vySetfme geometricka mlsta
centrickych kuZelosedek, kdyZz dvé normily jsou dvé sousedni
strany obdélnika, a dvé teény zbylé dvé strany téhoz obdélnfka.
Polozme norma,ly do os.soufadnych a teény méjte rovnice y = b,
x = b,. Pak v rovnicich v odst. 16. polozfme jednou ar = 0, Ak =0,
po druhe Ap = oo, azy = 0, a mame
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4R%? = v? (u? + 12), 4 R2%s? = u? (s + v?). (x)
Pro teény pak plati dle odst. 15 jednou B; = 0, by = b,, po druhé
Bk = 00, I)k == szk, tudiz
u? 4 12— 4R? — 41b, = — 4b,%, s* + v2—4R? | 4sb, = — 4b,> ()
nebo
u? + (1— 2b,)* = 4R2, (s 4 2b,)* + v? — 4R®. (8,)
Dosadme do (x), psanych ve tvaru
w? = {2 [4R® — v?] = s? [4R? — u?]
hodnoty 4R? z (8,). Tim vznikne
12 (s + 2b,)% = s (t — 2b,)% = u®2. (»)
Tato rovnice davd jako geometrické misto stfedu kiivky
(x = }s, y = §t) rozpadlou ktivku
(st + bt — by8) (bst + bys) = 0,
nebo (zy + by y — $b; @) (by + byx) = 0
ktera se skladd z hyperboly a pfimky.
K urdéeni ohnisek pt¥ibereme veliéiny u.v. Z (f;) obdriime
odedétenfm ‘
w2 — 02 = (s + 2b,)2 — (s — 2b,)?

a rovnice (y) da
ut? = 2 (s + 2by)*
Nyni se feSeni §tépi. Vpravo vylouéime ¢ bud hodnotou ¢ = —%’—S,
2

nebo ¢ = a obdrzime wu?, v? jako kofeny z,, z, kvadratické

bs

s+ by
rovnice, a dale soufadnice ohnisek jako funkce parametru s. -
Mame totiz pro ohniska

. 20,1 = § 4= Va, 2y0,1 = Vz__ +t
Pro vrcholy pak plati rovnice
s Ru t Rv
+ i V=t V7
2 Vu2 + 02 Y 2 Vu2 4 v?
Ponévadz vypolty jevi znadnou sloZitost, spokojime se s témito
adaji.

12. Do okruhu téchto tvah zapadé i parabola. Uloha jest,
uréiti geometrické misto ohniska paraboly, dany-li te¢na a normala
spolu rovnobézné, a dal§i normdla nebo teéna. Do osy usecek
polozime normilu, k niZz je rovnobéina tedéna, a dalsi primka
prochézej podatkem. Podle odst. 9. a 10. citované prace mame tedy

xr =
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rovnice
—uB —y, =10, u = B (y,—b). (x)
Pocéatkem jdouci normala da rovniei:
u (4;— B) (1 + 4,%) — (1 + 2BA4,) (yo— 2¢4;) —
— B24,* (yo— %od,;) = 0.

Z prvnich dvou rovnic vznikne

—]/ Yo u=—|y, 06—y,
b—y,

dosazeni do treti da:

_ AI]/_?/_o_ [0 — o) (1 + A7) + 2 (yo— z0dy)] +
b— Yo

?/o__] —0. B)
— Yo

Dvojznadnost zahrnuta do znameni odmocniny a racionalisaci
zanika.

Kdyby druhé normala byla kolmé k prvé, t. j. kdyby splynula
s osou poradnic, stala by se smérnice 4; nekoneénou, z rovnice
by zbyl jen koeficient pii 4,3, a kiivka by presla v kissoidu

(b — yo)* = 22y,

s bodem tvratu v priseku teény s normalou (0, b).
K uréeni geometrického mista vrcholu (x, y) pri¢teme k x,

c P P
prumét veli¢iny 5 ( -
2 2|1+ B

+ Yo (1 4 A4,%) — (yo — 294,) [1 + 4,2 b

z citované price na str. D 96), t. j.

_ _ v 3z Yo . ys
pro Ay =0, a; = 0, coz da —_—_—B(l T By Mimo to lezi vrchol
na ose ¥y — Yo = B (x — 2,). Je tedy
o Yo _ B?
-’”—10_ ( +B2)7y y01+B2 (6)'
Jezto podle hotejsiho je .
bB? b

Yo=1TFrp> TB1+ BY
plati:
b . bB*
BOUFBY Y7 (01 By
Kdyby viak dalsi dany prvek byla teéna, pnbyla by k rovnicim («)
rovnice:

xr =

w (1 + By?) = (yo— %B,) (B — By).
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Dosazeni hornich hodnot di pak kubickou k¥ivku:
Yo [0 (1 + B,?) — y,B,2 — %oB]* = (yo — ,B,)? B,? (b — o).

Kdyby te¢na splynula s osou y, bylo by B, = oo, ktivka je pak
kruh z4* 4 y,2 = by,. Pro vrchol plati rovnice (6). Dosadime-li
do rovnice kruinice B2 (b — y,) = y,, bude
. yo v ~ _ b-B . sz
) B—E,ZcehOA xo_TJ[—__BT’ yo—T—f—Bﬁ-
tedy dle (6)
. bBs _ B
OB YT B
nebo (22 4 ¥)2 = by3, t. j. oval.

Poznamky ke Gaussovu pentagrammatu.?)

Em. Klier, Plzeri.

Stereograficky primét. Abychom piehlednd zobrazili cely
povreh koule, uzijme stereografického primétu koule. V obrazei 1
je polednikovy fez, v obrazci 2 stereograficky pramét. Zakladni
pravidla tohoto promitani jsou:

1) Clanky o pravidlu Neperovs a Gaussovs pentagrammatu uvefejn&né
v posledni dob& v tomto Casopise:

1. Klier: Gaussovo p.m.v Lobadevského geometrii. 62 (1932/3), 164.
2. Vaviinec: Neperovo pravidlo. 64 (1934/5), D 123.

3. Friedrich: Jing cesta k Neperovu pravidlu. 64 (1934/5), D 124.
4. Friedrich: Pavod jednotnosti v pravidle Neper. 64 ( 1934/5), D 151.
5. Klier: Ditkaz a zobecndni pravidla Neperova 66 (1936/7), D 15.
6.% Klier: Sférické a hyperbolické pent. mirif. 67. (1937/8), D 173.
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"~ 1. Na povrchu koule zvolme bod C. Sestrojme v ném rovinu
tetnou 7. Z diametralné protilehlého bodu C’ promitneme kazdy
bod povrchu koule do roviny 7. UZijme vi8ak misto této rovm)
roviny rovnobézné, jdouci stfedem koule. Na pi. bod M méjz
prumét M.

2. KruZnice, v niZ zobrazovacirovina protina kouli (rovnik), je
zaroven stereografickym primétem téze kruZnice.

3. Promitani zachovava Ghly nezménény. Kiivky na kouli
a jejich stereografické pruméty se protinaji pod tymiz thly. Po-
ledniky protinaji kolmo rovnik na kouli i v obraze.

4. Kazda kruznice na kouli, na p¥. &, zobrazuje se jako kruz-
nice. Stied obrazu neni v8ak obrazem stiedu na kouli. Hlavni kruz-
nice (jejichZz roviny jdou stfedem koule), na p¥. k, promitaji se jako
kruznice protinajici obraz rovniku v diametralnych bodech. Jejich
obrazy puli rovnik. Naopak: kazda takovd kruinice je obrazem
hlavni kruZnice. Svazek hlavnich kruznic jdoucich bodem C pro-
mita se jako svazek piimek o stfedu C. Stereograficky primét
bodu C’ je abéZny bod kterékoliv pf‘imky tohoto svazku.

5. K danému obrazu bodu — na p¥. N — sestrojime diamet-
ralni N', povazujeme-li N za ,,nejvyssi‘ na hlavni kruznici a v ro-
viné ster. primétu provedeme konstrukei, jaké je zfejma v poledni-
kovém Fezu (obr. 1). T. j.: Obraz N spojlme s C, vztyéime kolmici,
jeji pruseclk (C) s obrazem rovniku spopme s obrazem N, kolmice
v (C) uréi N'.

6. Obrazy dvou bodu spojit obrazem hlavni kruznice. Sestro-
jime k jednomu bodu protilehly a hledané kruznice je dana tfemi
body.

7. K obrazu hlavni kruZnice sestrojiti obraz péla. Na p¥. P’y
ke kruznici k. Konstrukei jevici se v polednikovém Yezu provedeme
v roviné prumétu. T. j. (C) spojime s obrazem ,,ne]vvééiho“ bodu
(nejbliz§iho k C v obrazu) N. Pruseéik této spojnice s obrazem
rovniku spojime s C, kolmice v C protne obraz rovniku v bod¢, jejz
spojlme s (C) a dostaneme P’ a obdob- b
né P".

Trojhrany. Budlz din trojhran o
vrcholu O, hranich a, b, ¢ a thlech «,
B, y. Na hrang b volme bod S a spust-
me z ného kolmici a) na rovinu ac, b)
“na hranu e, ¢) na hranu ¢. Tim po-
vstal novy trojhran o vrcholu § a hra-
nach SP, SM, SN. Prumét lomené éary
ONPMS do libovolného sméru lze vy-
jadiit jako primét asedky OS nebo
jako soudet priméti jednotlivych tse-
Sek. Promitneme-li tuto linii do hrany Obr
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a, bude
OScosc=OM = OM, + M,M = ON cos b + PN sinb =
= 08 cos a cos b + OS sin a cos y sin b;
dostavame tedy prvou vétu cosinovou
cos ¢ = cos a cos b + sin a sin b cos .

Promitnutim téze lomené ¢ary jednou do sméru kolmého k a,
po druhé do sméru kolmého k b (v roviné ab), dostaneme dvé rovnice
o péti prvcich a primét do SP diva vétu sinovou.

Tak dospéli bychom k zdkladnim rovnicim sférické geometrie.
Uzitim jich na polarni trojhran (t. j. piSeme-li v nich misto stran
uhly a opa¢né a F cos misto -+ cos) prejde prva véta cosinovi
ve druhou vétu cosinovou, dvé véty o péti prveich daji dalsi véty,
kdezto véta sinové piejde sama v sebe. Mame tedy 7 rovnic. Cyklic-
kymi zdménami prvki nebo volbou bodu S na dalsich hranéach ¢, a
vzniknou dalsi rovnice.” Celkem dostaneme 21 zikladnich rovnic.2)

K nim pripojme dalsi tii o Sesti prveich. Vyjadtime-li totiz cos
ahlu MSN jednou z trojhranu S(OMN), po druhé z trojhranu
S(MPN), bude

cos MSN = sin csin a + cos ¢ cos @ cos f =
= sin y sin & — cos y cos & cos b.

Cyklickou zdménou prvka obdrzime daldi dvé rovnice. Ponévadz
thel MSN je spoleény pavodnimu a polarnimu trojhranu, nemeéni se
posledni rovnice uzitim jich na polarni trojhran. Pravi a leva strana
jejich se pouze zaméni.

Prechod ke kouli. Misto na hrané b mohli jsme volit bod S
na hrané a a ¢. Volme vSechny t¥i mozné body S totozné v bodé O.
Pak mame v O: a) hrany a, b, ¢, b) t¥i kolmice, a to: narovinu ab, na
rovinu be¢, na rovinu ca, ¢) v roviné ab kolmici na hranu a a kolmici
na hranu b. Déle v roviné bc kolmici na b a kolmici na ¢. V roviné ca
kolmici na ¢ a kolmici na a. Celkem .3 hrany a 9 kolmic. Pro pravo-
ahly trojhran redukuje se podet kolmic na 7.

Uéinime-li O stfedem koule, protnou vsSechny tyto piimky
jeji_povrch: a) ve vrcholech, ABC resp. A'B'C" sférického troj-
thelniku a jemu protilehlého, b) v pélech P’,, P"y; Py, P"y; P, P,
stran trojihelniku ABC, ¢) v bodech, které s predeslymi vhodne
spojeny tvoii zobecnéné  Gaussovo pentagramma * mirificum.
Vsechny body této konfigurace jsou pruseéiky stran trojihelniku
pivodniho a polarniho.

Tim je dana souvislost odvozovani relaci sférické geometrie
z trojhrand s odvozovanim p¥imo ze sférickych trojthelnikiu dopliio-

2) L. de Ball: Lehrbuch der sphéarischen Astronomie.
J. Svoboda: Astronomie sféricka.
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vanim stran na pravé ahly. Riznym kombinacim kolmic v troj-
hrany odpovidd mnohem prehledn&j&i spojovani bodi v obrazce na
kouli, jak dile uvedu.

Prechod od sférické geometrie k hyperbolické (o imaginarnim
poloméru) je snadny, jak jsem ukdzal v dfive uvedené prici 6.
Roste-li polomér koule nade viechny meze, ptejde povrch koule
v teénou rovinu v uvaZovaném bod& a obé geometrie prejdon
v rovinnou. :

Obr. 4.

Sechema pro 21 zakladnich rovnie. Bod (' diametralny
k vrcholu C sférického trojihelnika volme za pél stereografické
projekce. Z ného promitime do roviny rovnikové kolmé k CC'.
V obr. 4 zvolme kruZnici o sttedu C za obraz rovniku. Strany a, b
sférického trojuhelniku vychézejici z vrcholu C zobrazuji se jako
piimky s Gbéinym bodem C’,. Protneme-li je kruznici, ktera puli
obvod rovniku, budou pruseéiky A, B dalsi vrcholy obrazu sfé-
rického trojuhelniku ABC. Pély P’y. P"y; P's. P"y stran a, b lezi
samozfejmé na rovniku na primérech kolmych k a resp. b. Pély
P’,, P", strany c sestrojime podle prvého odstavce tohoto ¢ldnku
konstrukei uvedenou ‘ad 7. Cely obrazec se skladd ze 3 stran pi-
vodniho - trojthelniku a-.3 kruznic, jakoZto stran polarniho troj-

. .
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thelniku. Silné vytazena ¢ast obrazce je zobecnéni zminéného
pentagrammatu.

Na zakladé konstrukce miizeme stanowt nékteré ahly a ob-
louky. Na pi.: Od C k rovniku je 90°. Je tedy od B k rovniku
R — a. Mezi poledniky svirajicimi thel y je na rovniku oblouk .
Pii pélech vznikaji Ghly 2R — a, 2R — b. 2R — c. Pii vrcholech
pivodniho trojahelnika vznikaji &tyrthelniky o dvou pravych
thlech, atd.

Nad kazdou stranou daného trojahelniku 4 BC povstal sedmi-
ahelnik. Vyjadfenim thlop¥iéek téchto sedmitihelniktt a zminé-
nych &tyrahelniktt prvou vétou cosinovou ze dvou prllehlych
trOJuhelnlku dostaneme 3 serie rovnic. Pomoci prvé véty cosinové
odvodime z obrazu vSech 21 zikladnich rovnic a jesté tii rovnice
o 6 prvcich.

Naznaéme postup pro stranu ¢ a protilehly vrchol C. Zminény
sedmithelnik je dan prvky: ¢, R—a, R— y. P",P'; = x. P',P"y =
=pf. R—y, R—b a ¢tyrahelnik pfi vrcholu C prvky R —a.
R—pB. R—«&, R—0D.
' 1. serie.

1. Prvni véta cosinova vyjadfuje stranu ¢
cos ¢ = cos @ cos b + sin a sin b cos . (1)

2. Z trojahelntkd o stranach ¢, R—a a y, R — b vyjadiime
spoleénou stranu cosinovymi vétami a dostaneme vétu o péti
prveich

€0s ¢ sin @ — sin ¢ cos @ cos f = cos y sin b. (2)

3. Z trojahelnikt o stranach ¢, R— b a y, R — a vyjadiime
cosinovymi vétami spoleénou stranu a dostaneme dalsi vétu o péti
prveich ~

- cos ¢ sin b — sin ¢ cos b cos o = cos y sin a. (3)

I1. serie.

1. Prvni véta cosinova pouzita na polarni trojahelnik P”,P",P",
ddva druhou cosinovou vétu

cos y = — cos « cos f§ + sin « sin B cos c. (4)

2. Z trojahelnika o stranach R— 1y, PP')'/=x a R— y +
+ y = R. P",P', = B cosinovou vétou vyjadiens spoleéna strana
dava dalsf vétu o péti prveich

sin y cos « + cos y 8in & cos b = sin f cos a. (5)

3. Jesté jednu vétu o péti prveich dostaneme obdobné 7 troj-

D158 ¢



thelnikii o straniach R —y. Pa”P’c =f a R—y+y=R
PP’ = «:

sin y cos 8 + cos y sin f cos @ = sin « cos b. (6)

ITI. serie.

1. Ze &tyrahelniku pii vrcholu C vyjadiime Ghloptitku jdouci
vrcholem C z obou sousednich trojahelnikiéi opét prvnimi cosino-
vymi vétami a dostaneme vétu sinovou

sin @ sin § = sin b sin «. (7) -
2. Vyjadfeni druhé thlopticky dava vétu o Sesti prveich
sin @ sin b 4 cos @ cos b cos y = sin o sin f — cog o cos f cos c.. (8)

Stejnym postupem vzhledem k ostatnim strandm a, b nebo'.

prosté cyklickymi zdménami piibudou ke kazdé rovnici (1) aZ (8)

" dalsi 2, takze celkem dospivame k 21 zakladmm rovnicim a k 3 rov-
nicim o Sesti prveich.

Priklady. Rtznym kombinovanim zakladnich rovnic OdVOZUjl
se daldf dilezité vztahy: Véty pro poloviéni strany a uhly, Gau-
Ssovy rovnice (Delambreovy) a Napierovy analogie. Jako pfi-
klady uvedme odvozeni nékterych méné znamych vztahu.

1. Z druhé véty prvé serie vylouéime sin b sinovou vétou
. sinc . -
sinb = sin
- sin y

a dostaneme vétu se ctvrlm prvky s tg a cotg:
sin @ cotg ¢ — cos @ cos § = cotg y sin f. . 9)

2. Znisobenim dvou cosinovych vét pro cosc, cosa a 'dosa-
zenim cos? b = 1 — sin? b dostavame vzorec

tg c cos & + tg a cos y
1—tgatgccosxcosy’

tg b = . (10)

ktery uvadl prof Svoboda ve svych prednaskach bez ditkazu. -
Cyklickou zdménou a uZzitim na polarni trojihelnik vzniknou dalsi .
vztahy.

Poznamenejme, Ze obdobny vzorec dostaneme promitnutim
plasté jehlanu S(OMPN) do roviny ac (obr. 3). Dostaneme:
20MPN = OScosc.0OScosasinb -+ OSsinccos « .
.OSsinacos ysinb =
= dvojnasobnému primétu pladté =
= 08 cos ¢ sin ¢ cos o + OS2 cos a sin @ cos y. .
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¢ili po apravé -
sin a g
0 cos «
cosc 7T Gosa

sinb = 14+ tgatgccosxcosy’ (11

3. Do druhé rovnice t¥eti serie o 6 prveich znasobené cos y cos ¢
dosadme z cosinovych vét vyrazy

sin @ sin b cos y = — cos @ cos b + cos ¢
sin x sin fcosc =  cos xcos ff + cosy
a dostaneme
cos2 ¢ — cos @ cos b cos ¢ sin? . = cos? y + cos x cos g cos y sin®c,
éili
sin2 ¢ (1 + cos « cos f cos y) = sin?y (1 — cos @ cos b cos ¢).
K tomu ptipojme daldi dvé obdobné rovnice
sin?a (1 4 cos & cos f cos y) = §in? « (1 — cos a cos b cos ¢)
8in2 b (1 4 cos o cos B cos p) = sin? § (1 — cos a cos b cos ¢).

Sedtenfm téchto t¥i rovnic a po malé zm&né obdrzime
sin? « + sin? B + sin®y =
14 cos acos fcos y

1 — cos a cos b cos ¢ (sin?a 4 sin?b + sin®c).  (12)

To je poucka analogicka ke zndamé pouéce z rovinné geometrie.

Nahradime-li. totiz siny stran poméry —%—. %— %— a cosiny stran
, a? T op2
vyrazy 1 — 5 Rz’ 2R2’ 2R2 (t. j. pocateénimi clenv rad

sin a cos), prejde pro nekoneéné velky polomér R posledni rovnice
~ve tvar
sin? x 4 sin? f + sip2y = 2 (1 4 cosoccosﬁcos »)- (13)
Gaussovo pentagramma mirificum a Neperovo pravidlo. Obr. 4,
eventualné schema podle tohoto obrazce a soubor zakladnich
rovnic je uplné zobecnéni G. p. a N. p. Tésnéjsi obdobu docilime
tim, Ze misto étyrthelniku p¥i vrcholu C volime &étyrahelniky pii
vrcholech 4 a B. Tak dostaneme ke kazdé strané konfiguraci, kterd
pro pravouhly trojtahelnik y = R piejde piimo v G. p. Pak totiz
redukuje se zmmény sedmithelnik v pétithelnik, nebot B — y = 0.
Ctyrthelniky pn A, B zméni se v pravouhle trojthelniky o pre-
ponich R—b, R— a. S nimi souvisi ve vrcholech P”,, P"; dalsi
pravouhlé trOJuhelmky o preponach g8, «. Pavodni (pravouhly)
trojiihelnik a 4 pravé zminéné tvoii fetézec péti pravothlych troj-
thelntkd zvany Gaussovo pentagramma mirificum. ,
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Oznacéime-li kterykoliv z téchto trojahelnika jako i-ty, bude
{7 & 1)-ni trojuihelnik sousedni. Dva sousedni trojahelniky maji
]eden thel spoleény. Uhly oznaéme tak, Ze B; = a;.;, Gili také

= Bi_1. Trojthelnik (i 4 2)-hy bude k i-tému protilehly. Z obr. 4
je ziejmo, ze (pii y = R) plati vztahy

a, Citr1 ag ;
}: R—{ : }: Chss. (14)
bi Ci—1 1315
Prva a druhi véta cosinova pro i-ty trojahelnik ma tvar
cos ¢; = cos a; cos b; = cotg «; cotg B;.
Podle (14) bude
cos ¢; = sin ¢;4+1 sin ¢;—1 = cotg ¢; 2 cotg c;i—a. . (15)
To vSak je pravidlo Neperovo. Pfepony c¢; péti trojihelnika tvoii
totiz pétithelnik .

a rovnici (15) lze vyjadfit slovy: cosinus kteréhokoliv prvku péti-
thelnikového schematu je din souéinem sint prilehlych prvka
nebo soudinem cotangent protilehlych prvki.

Podle toho dostdvame pro pravothly trojahelnik dvé serie
rovnic

cosc=cosacosb=ootgcxcotgﬂ
sin @ = sin xsin ¢ = cotg B tgb
cos x = sin fcosa = tgbcotgc
cosp =cosbsina =cotge tga
sin b =sincsin f = tga cotg «.

Pravidlo a schema zde uvedené se 1i&i ponékud od pravidla
obvykle uvadéného. Je vsak toto znéni oduvodnéno celou geo-
metrickou konstrukei, kdezto obvyklé znéni je z rovnic pro pravo-
Ghly trojuhelnik pouze odpozorovano.

Kreslil Em. Klier. Archiv JCMF.

Poznimka k mému clanku ,,0 pojmu
pravdépodobnosti®,

Otomar Pankraz.

Do tohoto &lanku (Casopis 69 (1940), se§. 2, ¢ast D) vniklo mi
vlivem Reichenbachovych problematickych vykladd v jeho knize
,,Wahrscheinlichkeitslehre (1935) do axiomt na str. D 80 nedo-
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