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0 vlastnostech Newtonova a logarithmického
potencidlu i jeho prvnich derivaci v nékterych
jednoduchych singularitach hmotnych ploch
o a krivek.

Napsal
Dr. Franti§ek Graf v Praze.
(Dokonéent.)

Chei jesté zabyvati se singuldrnimi body ploch rotatnich
totiz body konickymi i zvld&tnfm jich druhem, kdy teény kuzel
prejde vosu rotatnf &ili kdy merididn plochy md tuto za piimku
oskulaini. JeZto pozorujeme vzdy jen nejbliZif okoli plochy,
kterd se tedy d4 aZ na veli¢iny vy8§iho neZ prvého fddu na-
hraditi kuZelem teénym (obr. 1.) a ponévadz ddle s veli¢inami
fddu prvého uplné vystatime, plati naSe analyse vScobecns

o vSech rotatnich plochdch.

7

0

)Obr. 1.) )Obr. 2.)

Budiz tedy povrch rotatnfho kuzele pokryt fluidem hut-
nosti u, tato pak budiz funkef mista konefnou a spojitou.
7 ditfvéjsfch vyvodi ndsleduje, Ze potencidl ve vrcholu kuZele
zistane ur¢itym a koneénym. Myslime-li si totiz, Ze povrch
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hmotného kuZele jest na pf. dle povrchové pFimky rozifznut
a rozprostien v rovinu, zistanou viechny délky na plofe samé
nezménény. Hutnost fluida v prdzdném vyseku jest nulla, a jezto
potencidl jest funkei skaldrni, jest dle dfive uvedenych vét po-
tencidl ve vrcholu kuZele koneénym a uréitym. Zkoumejme pak
jeho spojitost v okoli o tohoto bodu, které ohranitime prisekem
kuZele s kouli o poloméru », kterd md stfed ve vrcholu kuzele

S (obr. 2.),
Ve /‘ pdw Vo= ude
0

r 7
_ |7 — 1
Vs VPI<|MOfdw e

kde |p| znadf absolutné nejvétsi hodnotu hutnosti na o. Jest
pak:
lr—r|<e
27 r

| Vs — Vp|<esma|mf/d"’dr

a ponévadz:
lr—el<r<|r4e|

27 r
Vs Vel <ssinelu| [ [ 228
: 0o 0

a vycislime-li integral:

| Vs — Vol < 2 sin || lg S

Tento vyraz stdva se, jak jsme difve jiz uvedli, s & ne-
koneéné malym, potencidl jest tedy v okolf bodu S spojitym.

Chci zde uvésti specielni pifpad pro w =1 a vySku kuzele
h z toho diivodu, Zze funkce V stivd se pro vrchol kuZele ne-
urtitou. Jest totiz:

sma zdz
=V
" cosT e f Vatorroge 7

a jest vzddlenost bodu osy od vrcholu 8. Spojitost funkce V
9*



132

ve sméru osy O a vbodé S je dokdzdna, je-li lim V&, a) rovno
a=0

integrdlu, ve kterém direktnd veli¢inu a annulujeme, tedy rovno
2nhtge. Integraci obdrifme:

i NG e % )

T P

2 oy (Yo F P e —a) T
2 cos*a Y(a + ) + 2%y« — z(x + a cos® tx)] h
Via + 2)* + 2%g°e — a)* cos’a— z* ],

+a

Prozatfm budiz «==0. Pro hotej$f mez h zlstane V urti-
tym, pro x =0 pak oba zlomky stanou se neuréitymi. Differen-
covdnim obdrz{me pro argument logarithmu limitu:

cosae—1
cose 41

a druhy zlomek ddvd teprv po dvojim differencovdni limitu 1.
Jest tudiz:

acose, cosa [ V(@ + k) h*g*e — al—h
2 cos « {V(a + h)*+ h*g*e —a }+h
hcos? a V(a - h)> F h¥g*a — h (h + a cos”a)]
(V(a + )2 + h¥*g*e — a)? cos?e — h?
acose, cose—1
— +a ]

—4758111“"—"2 gmﬁ 1

V=4nsin« [

+a

Argument logarithmu posledniho jest zdporny, rovnéz vSak
prvniho; nebof
2 ah cos? & < 2 ah cos a
cos? e [(a + h)? -+ h¥g’a] << (h -+ a cos &)*
cos aV(a + B+ h%tg*e <<h+acose.

Mé-1i se vypoéisti V pro vrchol kuzele, dluzeo @ =0 do-
saditi do naSeho vyrazu. Doln{ mez integrdlu zmizf, prvnf vyraz
stane se vSak pro @ =0 opét neuritym. Differencovanim nd-
sleduje - :

V = 2 nhige,
tudfz t4Z hodnota jako dfive.



Pozorujme nyni prvni derivaci potencidlu ve
(obr. 3.).
vV /ydw N » _reosa—z
%=-J5 i
0

T ) 7’
apro z2=20:

¥ _ f dmclsf‘——cowf@
A . # rr T r?

0
do == r sin a dp de.

Obr. 3.

Znati-li M(p) stiedni hodnotu hutnosti, jest

2z 7

v

] r
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sméru osy

d -
- == — M(u) sin « cos aff q>dr: ~ M(w)2zsinecosa[lgr] .
0

0o 0

Nage derivace jest tudiz logarithmicky nekoneénou.

PonévadZ jsme direktné v integrdlu poloZili z =0, ziejmo,
Ze préveé pifspévek nejblizstho okolf plochy k dotyéné attrakei
jest nekoneénym. PFi tom jest je$td tieba pozndmky ohledné
sttednf hodnoty hutnosti M(u); o této predpokliddme totiz, Ze
nenf nekoneéné malou. Kdyby u se vzdilenosti elementu plochy
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od vrcholu konvergovalo k nulle aneb mélo v nejbliz§fm okol{
vrcholu rozdflné znaménko, bylo by moZno, Ze soudin integralu
v tuto stfednf hodnotu zistal by koneénym. Podobny pifpad
téz uvedeme.

Mysleme si nynf, Ze 2 konverguje v pfivodnim integrilu
k nulle. V8eobecné platf pro konecné z:

2n r
_.___ff - rcos a2 -~---syrsmadq)dr
vou Vr? - 2rzcos & | 2°

27 r

r(r co8 & + 2) .
=—M s gin o dod
(y)(;//Vr"—{—2rzcosa—|—z2 i

a chei urciti mez integrdlu pro lim 2 =0. Jisté jest:

r

. r(rcosa +2)
I>2zsmaaf (r+z)3 dr,

jeito v8echny elementy integrdlu jsou kladné. Tedy téz:

I>2xsina[cosulg(r+z) _Z(lj-it;osa)

+”ié%?_|_i:)szi)—cosalgz—{—(1 — 2c0s @) —%(1—005“)]-

Stavd-li se 2 nekonetné malym, rozhoduje étvrty &len zd-
vorky. Nafe derivace stane se téhoz Fddu nekoneénou, jezto
polozivie cos ¢ — 1 t4d integrdlu jsme nemohli zméniti. Ne-
konecénost differencidlnfho quotientu méiime nynf dle vzddlenosti
pohyblivého bodu od vrcholu.

Blizi-li se bod P vrcholu z druhé strany osy, méme:

W ydwz——rcosa pde

T T s(z-——rcos@,
0 0

viak funkce pod integrdlem stojici méni v intervallu integraénim
své znaménko. Proto rozdélime integrdl, jak ndsleduje:
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I— j r?cos e dr f zrdy e ]
—J e ——Zrzcosa—l—zz Vi = 2rzcosat 2 "

N
cos a »2dy

> eose| Iy (14220 4 FEE

a stivd se tedy I, pro lim 2=0 nekonetnym jako

I, >

1
cosalg;.

Déle obdrZime pro I,:

I <f erdr
2 3
J =2
< —r 1 2vz2—1r?

r—z 2 (r——z‘)—2

a jeho limita zlstane pro 2 =0 koneénou. Tedy vazristd nase
derivace pro # =0 jako vyraz:

2% M(u) sin @ cos « 1g %,
ktery az na znaménko souhlasi s vyrazem difvéj§fm, nebot

differencujeme dle sméru opaéného.
Jest ztejmo, Ze hodnota derivace stane se neurditou pro

a=2 4 pro ¢ = 0. V prvnim p¥ipadé piejde kuZzel v rovinu.

2
Dosadfme-li do rovnice:
a—K——2::M(y)smvc~/‘ rircose +2) sdr
V272 cosa + 22
b4 oV - re
0= -, bude —=—2aMu) | =——=38dz
2 oz 6/ V222

=—2a M| - # (2= 5] |
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a pro limz =0 a velice malé r:

%—:H: — 2mug,
Pro opacny pak smér:
%;_0 =+ 2mus,
z &ehoZ vyplyvd zndmd rovnice:
ﬂi — ?—V = — 47y
% o 2o

Prejde-li kuzel v ptimku, stane se element plochy neko-
netné malym vy$stho neZ druhého fddu. Kdybychom tedy chtéli
od hmoty na ploSe pfejiti k hmot® linedrnf, bylo by nutno po-
loZiti:

2mu,sin o rdr = wdl
a soutin pss8in « musil by zistat koneénym, pro r =0 viak
stéti se nekonecnd velkym. Mohli bychom tedy i vlastnosti
potencidlu linedrné dislokovaného fluida odvoditi, &fmZ viak se
zde nechceme zabyvati.

Uvedu nyni jednoduchy ptipad, kde attrakce smérem
osy ve vrcholu kuZele ziistane koneénou, jelikoZ svrchu uvedend
podminka nenf splnéna.

BudiZ g proportiondlnf vzdédlenosti bodu povrehu od vreholu.
Pak jest attrakce ve sméru osy:

‘2 r

cffsinacosadwdr:ncrsiu2a
o o

tedy konetnou, lezi-li ovéem hmoty v koneénu. Je-li vieobecnd
¢ jen funkef vzddlenosti bodu od vrcholu, zdstane naSe derivace

jisté koneénou, kdyz
f'u(r)dr
r
0
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vykazuje tutéz vlastnost; dle zndmé véty je tomu tak vzdy, je-li
lim u(r) =0

=0

Zbyvd jesté derivace ve sméru k ose kolmém (obr. 4.)

2V 1 Wr’ do — /‘ rsin o cosp — 5 ud
e — 7 f— - — £17]
o PR Vr? — 27 sin @ cos ¢ - 2*

a pro x:O:

2z r

%K:sinzaffp@—%swdq)dr.
® 0 0 r

Obr. 4

Supponujeme-li, 7e w d4 se vyvinovati v okolf bodu S
v fadu:
= g g A e
kde p zdvisi pouze od azimuthu ¢, bude:

27T 7

—sm af‘/[yo—{—yl(q))r-{— ]cosfpdwdr

= sin? aqua [, cos @ (Igr) + @, cos @(r) 4
0
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Ve ¢lenu prvnim ru$f se integrovdnim nekonelné soutty,
ostatn{ ¢leny dajf pak hodnoty fddu ». Derivace dle sméru X
zlstdvd koneénou. Pro smér vSak, ktery nenf k ose kolmym,
obdrzime vZdy derivaci nekonecnou.

Prejdeme nyni k studiu potencidlu hmotné plochy rotaénf
v bodé, ve kterém osa tvoff teCnu merididnu. Jezto opét kiivka
tato dd se aZ na velitiny tfettho Fddu nahraditi oskulanim
kruhem, nahradime plochu &dsti annuloidu, povstivajiciho rotact

P
S

Obr. 5.

kruhu kolem tetny (obr. 5.). Hutnost fluida 4 budiZz opét na
ploSe funkef spojitou a konetnou. Rovnice plochy zni:

6 = Dsina

je-li JQD— polomér otdtejictho se krubu. Element povrchu pak
jest ddn vyrazem:

do = edpds = D?sin® a dpde.
Potencidl V jest:

2T a 27 a
vD? sin? « dod
VS:ff{_______gath_a:ffyD sin o dpda
0o 0 0 0

a je tudiz:
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|Vs|<<2#D|p|[l — cosa].

Tento obnos stdvd se s « nekoneéné malym, md tedy V
v bodu S urtitou a konetnou hodnotu. Chceme-li zkoumati
spojitost potencidlu smérem osy, je tieba tvorit rozdil:

vp--m_fydw[——_] / 0>,

kde 7, = PM; elementy integralu tohoto jsou negativni, je-li
SP=¢ positivn{ (smérem vzhiiru od bodu S), kladnymi v3ak
pro negativni 2.

>0 |Vp— Vsl<fydw~:—,,
0

jezto 6 7,

27 a
| Vo — Vsi<lu|ffzd(pda
0o o0

<27|u|az
a Vi, konverguje tudiZ k hodnoté Vs.

Je-li # negativnf a oznatime-li Gsetku PM = #;, bude rozdil

VP—- Vs—f@bdﬁ)[———-—({?]

r{ =6*— 26z cos ¢ + 2%,
kde dluzno vziti pro #z jeho absolutn{ hodnotu. Mdme pak ddle:

| Vo Vol <] [t 2221
0

<|1Llfdta|6ir'

|V—vst<2n|uuz4/V6

cde
—ezcosat 2

PoloZfme-li cos « = 1, stane se zlomek v&t§fm; déle platf
relace:
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de =\VD? — ¢* da

1 _ 1 1 10'~
VDQ:—G;Z_D
1
2

| Ve— Vs|<<2m|u)|z f _z)”‘)[Jr 5+..7],

0

Prynf ¢len ddvd co vysledek integrace:
27 | u c iz
D A9 (1—_,2_) -G—z}

S x £ X

Obr. 6.

a stivd se tedy pro z =0 nekonetnd malym. Totéz plati pro
ostatni ¢leny, jak lehce se ptresvédéfme na zdkladé formule:

o‘"da G" nz or1 n— 1 re"2de
Uf( z+n——26—z+ J(o’ —2)?

Jest tedy pOteIlClEﬂ ve sméru osy v okolf bodu .S spojitym.
Zbyva smér na ose kolmy (obr. 6.):

Vo Vo= [ wio [%-%]
0
idl

G
= Vsl<|u}0fde—O_r
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a oznacime-li nejmensf{ hodnotu » pro jistou rovnobézku »,:
B S, X
[Ve— Vsl < lul [ do
0
L D e
a je-li AR bude jisté:

. [d
Ve— Vsl <lui f 2,
0

kde z vibec se nevyskytuje. Jest tedy

o
v Vsl <2x|p| D sinade,
0

kteryzto vyraz konverguje i pro koneéné x s okolim bodu S
k nulle.

Chceme-li vSak méfiti tdd této difference hodnotou «,
obdrzime dosazenim
re 06—z

~ c*dpdu
Ve vel<lue f ) 2
0o 0

a zavedeme-li misto « proménnou o:

G— X

L . " odo 1 o?
| Vo — Vs|<~5'1‘|3””3/ l:l"*‘?ﬁ'l‘"]

a prvni ¢len, ktery jest rozhodujicim, dd za vysledek:

fﬂ?‘—:o‘—}—xlg (1-—-—2—),

G—Z

lim x/ ada =0.
z = h G_x

Interessantni vysledky skytd studium prvef derivace poten-
cidlu ve sméru osy Z. Jest totiz:

oV _ /‘ pdo (2 + 6 cos @)
T p N 3
0z Y Yo'+ 20zc0s a |2

Dosadime-li direktné #—=20:
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2n o

oV _ _ /' N2
—a—z—_j;a/‘ycosad(pda_jzafo dede )

oV

o0z

tud{z:

<2zz|—$| G.

Attrakce nejbliz§tho okolf hrotu plochy S ziistane vtomto
bodé konetnou.

Obr. 7.

Mysleme si kruhovy oblouk SB (obr. 7.), protfnajici piimku
O pod thlem a,; jeho rotac{ kolem O povstane plocha, majici
nekone¢nou derivaci potencidlu ve sméru osy v bodé S. Po-
vaZujeme-li % za funkei proménné «,, pti ¢emZ hutnost fluida
u déna je funkef veliéiny e, jak difve uvedené podminky toho
vyzadujf, a hornf mez proménné ¢ mé konstantnf, viak malou
hodnotu, vykazuje tato partielni derivace zvlditni vlastnosti.

Ztstane totiZ jen pro ozo,:’—;E konetnou, kde n» znalf celistvé

¢fslo. Pro sudé » obdrZime hrot plochy difve uvedeny, pro liché
n pak kulovy segment. Pro vSechny ostatn{ hodnoty jest naSe
funkce logarithmicky nekoneénou. Budiz zde uveden jednoduchy
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ptiklad: Pro bod osy rotatni md potencidl hmotné této plochy
hodnotu

_ udo L
V= (/Va?_—k 262c08 (@ | a,) + 2°

a derivace dle osy pro bod S jest

hi 4 - cos ,
U AL Ly

sin «

kde ¢ = 1, « pak znaéf velice malou konstantu; integral tento
dd se psdti ve formé

s1n)(a+a0 1 . * | sip9 X
2‘/__“__._ da = [2sm2aolgtg2 tsin 2 (« + a,) :

Sin «

Prvd tdst jest pro « — 0 logarithmicky nekonetnou, je-li
sin 2a, 3= 0. V pripadé rotaénfho kuZele s odklonem « mezi
pldstém a osou byla derivace nekonetnou jako vyraz

— nmusin 2alg r

a nas integral vazrdstd neobmezené jako
. o
7 sin 2¢, 1g tg 5 Pro 20, = nm.

Tangenta stdvd se vSak nekoneéné malou jako jeji oblouk,
tedy ]gtg% je pro lime = 0 nekonetnym jako lga aneb

jako lg (Da) =1g 6. PoloZfme-li tedy misto oblouku jeho sinus,
znamendme naprostou shodu tohoto vysledku s difvéjSim.

Chceme-li vySetfiti spojitost fedené derivace, jest zkoumati,
jakd je limita integrdlu

.V L. C - Dsi
lim — =lim — [ uD?sin* e dp de _‘__i—{ Dsin 0,‘ s8¢ N
02 o=0  2=0 A VD%in%e 42 Dzsinacos « + 2%

kde #z miZe byti kladnym neb zdpornym.
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N4 ruD?sin? e da ~uD? sin® @ cos «
; .

%

Absolutnf hodnota prvého integrdlu je men3f nez

wnzlfD sin’e

kde | u | je opdt nejvétsf absolutni hodnota hutnosti na dané
¢dsti plochy. Jezto viak

r=> l c—2z l )
kde z znac¢i absolutnf obnos vzddlenosti od hrotu plochy, bude

D? D?
fﬂ sm ad l<\“”z|_/(])sms;n oc) de,

“

D?sin? o t""dt 1
(D 8in ¢ — z)’ —f (t— D\/

t3dt
Df@ e+ 2Dz+

a integraci prvého Elenu obdrzime:
1 Dsin e Dsine 1 D*sin* ¢« — 2z2Dsin«
gl - -2 = "]
[]" (1 ) Dsma——z+ 2  (Dsina — 2)* ]
Tento vyraz, ndsoben velitinou 2, stdvd se pro limz =20
nekonetné malym.

Ostatnf ¢leny jsou pak vysSiho #ddu, limita prvého inte-
gralu jest tedy nullou. Pozorujme nynfi integrdl druhy

D? sms o CcoS «
‘/'y' — d“a

jehoz absolutni. obnos jest mensi nez
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~D? sin® @ cos
| [Tpa 282 g
(D sine — 2)’
0

a substitucf D sin ¢ — ¢ vychdz{ hodnota urtitého integrdlu:
1 . . D sin « . Dsine«
F[Dbllllc—i—.}ﬂlo’ (1 ——z———) —5Zm
+ 2 D*sin*a — 2Dzsin—a]
2 (Dsine — 2)* '

Tento vyraz stavd se pro 2 =0 téze dimense jako okoli
bodu S. Podotykdm zde tedy vyslovng, Ze tato prvni derivace
potencidlu dle osy rotaéni jest v bodé S spojitou.

Obr. 8.

Uvaha tato dala by se téi provésti tak, Ze trigonome-
trické funkce velidiny ¢ bychom vyvinovali v fady, jeZ druhym
Clenem lze ukontiti. Nebof prévé pro velice malé hodnoty «
zlstdvaji vlastnosti spojitosti potencidlu nezménény. v

Uvddim jesté kritkou poznimku ohlednd elementu sily,
kterou pisobi nekoneéné idzké, stejnorodé pdsmo dle rovnobézky
kuzele na bod vrcholu. Differencidl této sily jest ddn rovnicf:

. dr
dK —2nsina cos o 0

10
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. . 4
kde #=1. Pro rovinu jest “ =% a zraizf tu cos e, ktery

charakterisuje polohu elementu ku sméru osy. Jest to tedy po-
loha elementd plochy, kterd pilisobf, %e u roviny attrakce dle
normély jest konetnou. Pro e, =0, tedy pro hrot plochy annu-
loidu v8ak md velikost differencidlu plochy za nasledek, Ze pki-
tazlivd sfla zde zistane omezenou, nebof jest
in2
QK — z 38in* (@ + @)

sin
a velikost plochy kolem singuldrnfho bodu jest nekonet¢né malou
vy88iho Fddu.

Zbyvé koneéné differencidlnf quocient ve sméru na ose
kolmém (obr. 8.). Nazveme-li tento smér X, bude

2V Z — o Sin ¢ cos @
oz y V6% — 2z6 sin @ cosp —f~ z?

apro z=0

27«

——_f dw smacos?_./‘/usmacos<pd<pda

—ff[”°+”' () e+ ...]sinacos g dpda

2
_yo/COSq)dtp/smada—f—Dful co3 @ (Z(p/s1n~acia+

0

Jest tedy naSe derivace i v tomto sméru koneénou. By-
chom se presvédéili o jeji spojitosti, jest urciti pro x =10 Ii-
mltu mtegralu

—/ydw z—osinacosg oy &= O SinaC0SY
¢ — 20rsin e cosp |- ¥ _—/" 3
0

X — G 8in @ ¢oS
P _ = cos ,3. (\\I/_ cos &
7 Y = -

a ponévadz
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—l<<cos ¥ <<—+1, lo—z | <<r<|o+4x|

ndsleduje pro absolutn{ hodnotu integralu:

a integrujeme-li dle proménné ¢:

2

ha% 2:t[y 1 ¢*
Om{ l/(o gl Ty gt ldo

Prvy tlen fady rovnd se

G

c+2%lg (1 ——Z—) —r——

G—ux
a hledand limita bude tedy menS$i nez

AN
2l g,

jezto ostatnf integraly jsou vySStho tadu, jak jsme se jiz diive
o tom piesvédéili partielnf integraci. Derivace potencidlu hmotné
plochy zlstdva tudiZz spojitou v kazdém sméru v okoli jejiho
singuldrnfho bodu.

Véstnik literarni.
A. Hlidka programi.

Vyroéni zprava c. k. vyssiredlky v Ji¢iné za Skolni
rok 1903—4. O linedrni zavislosti kapillirniho napjeti
na teploté. Thermodynamickd studie. Napsal Dr. Arnost
Dittrich. V Jiting, 1904 (10 str.).

Utel uvedené prace jest mnohem dalekosdhlejsi, nez z nad-
pisu lze souditi. P. autor applikuje tu zdkony thermodynamiky
na zjevy kapillirni, aby odvodil theoretickou zdvislost kapilldrni
konstanty na teploté, pfi CemZ vysledek jeho tvah méd ukdzati
netiplnost zdkladnich vét thermodynamiky. Systém, jejz si za
tim dtelem zvolil, sklddd se z tekutinové lamelly pripjaté ke
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