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pak miZeme rovnice (33) psati:

2 a0 °

Ot4ef-li se primka (M) kolem bodu M,, obdrifme rovnici
mista polu P, vyloudfme-li z rovnic (37) proménlivou sméroici

O T

b — o () =0,

kteryzto vysledek je i geometricky patrny, neb je-li C stied
délky OM,, je PC|| QM,, tim je 3 OPC—=90°; délku OC vi-
dime z polu P pod pravym tdhlem, mfsto bodu P je tudfZ kruh
nad OC jako primérem sestrojeny.

17. Otdci-li se pifinka (M) kolem bodu M, (« | B), vyho-
vuji soufadnice jeji rovnici

ue +v3 +1 =0,

o a dle pifbuznosti mezi p¥lmkou (M) a asymptotou A4 vyjddienou
rovnicemi (35) obalujf redlné asymptoty piisluSnych strophoidal

kfivku . ‘
u, v, (ev; + pu) — (u] + v7) =0,
tedy raciondlnf k¥ivku tfet{ tfidy a &tvrtého stupné.

Pozndmka K problému normél u ellipsy.

Napsal

Vilém Jung,
professor c. k. stitni primyslové $koly v Praze.

Body g« (k=1, 2, 3, 4) ellipsy E, jimiZ prochdzeji jeji
normély vedené libovolnym bodem p (x,, ¥,) v jeji roviné, sta-
novi se jednoduSe jako priselfky dané ellipsy E s jistou rovno-
ramennou hyperbolou H, jeZ se zove Apolloniovou.

Je-li velkd osa dané ellipsy osou tseéek X a mald jeji
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osa osou pofadnic Y, maji zmfnéné k¥ivky v pravodhlé sou-
stavé rovnice:

(1) E=b%"+ a%?® — a?* =0,
2) H= ¢*xy 4 b’y,x — a’z,y = 0.

Pii tom znatf a délku velké, b délku malé poloosy,
e = Ya® — b* pak vystiednost.

Tento prastary problém, jenZ jest patrng bikvadratickym,
Yesil prof. J. Solin*) zajimavym zplisobem pomoc jisté kruznice.

Hledané ¢tyfi body gr (=1, 2, 3, 4) dané ellipsy E
tvoii zéklad jistého svazku kuZelosefek; v tomto svazku ne-
existuje Z4dnd kruZnice, nebotf osy hyperboly H nejsou s osami
ellipsy £ rovnobézny.

Prof. J. Solin odvodil centrdlnou kollineac{ se stfedem
ibéZnym (centrdlnou affinitou) ze svazku kuZelosedek uréeného
body g¢: jiny svazek kuZelosetek, a to tak, Ze ellipse E pilvod-
niho svazku piislusf v odvozeném svazku ellipsa £ sama a hy-
perbole H piivodniho svazku pifsludi v odvozeném svazku jind
hyperbola L, jejiz osy jsou s osami ellipsy E rovnobéZny.
V tomto odvozeném svazku existuje pak jistd kruZnice K, jejiz
prisetiky ¢, (k =1, 2, 3, 4) s ellipsou E jsou s hledanymi
body ¢ (k =1, 2, 3, 4) v souvislosti svrchu vyznacené a dajf
se tedy tyto body g: z onéch bodd ¢, rovnob&Znymi affinitnimi
paprsky odvoditi.

V nésledujfcim provedu tuto myslénku analyticky a od-
vodim dosti jednoduchou konstrukci zmfnéné kruZnice K.

Smér affinitn{ budiZz stanoven smérnici

v —=tgo.

Znaéi-li z, y pravouhlé soufadnice pivodniho bodu a &, 7
soutadnice odvozeného bodu, plati

y—m _

x—E v

«) Prof. J. Solin, o Kterak strojiti normdly ellipsy bodem mimo ki wlm
Casopis pro péstovéni matheématiky a fysiky, r. XV, & 1., pag. 1.—T7.
Praha 1885.
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tili

3 vie—§=y—m,
z Cehoz vychdzi
4) v —y =v§ — 1

jezto md ptislufeti v odvozeném svazku dané ellipse E tato
ellipsa sama, musf

(5) b2§2 + a2']2 . a?b? — k (b2x2 + a‘ly?_ a‘Zb‘J)’

kde % jest konstanta, kterou, jak snadno patrno, jest poloziti
rovoou 1. Z rovnice pak (3) a (b) dostaneme:

(6) b’z + valy = — b — va’y.
Z rovnic (4) a (6) plyne

_ (% —0b%) & — 2va’y

(7 - via® | X !
_ — 20b% — (via® — b“)n.
)] y= via? 'i‘ b2

Hyperbola L mé miti osy rovnobé&zné s osami souiadnymi
X a Y, proto musf v jeji rovnici soutinitel Clenu £y rovnati
se nulle, t. j.

(v’a® — b%)? — 4v%a%* =0
cili '
9 a*v? — 64?2 v’} b* =0.

Koteny v, (k =1, 2, 3, 4) rovnice (9) stanovi &tyii affi-
nitn{ sméry, jimiz se pfetvoff dany svazek kuZelosetek v jiny
svazek svrchu vytenych vlastnostf,

ReSenfm rovnice (9) dostaneme

v=(LYexevm={2 1+ 3},
z tehoz '
v=x L1477,

tedy

- b = b =
v1=%(1+\'2), v, = —7(1+V2)y V3 :7(1 —V2),
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S

v=——~1- V2.

Patrno, Ze obdrzime néktery z téchto Etyr affinitnfch smérd,
" spojime-li néktery vrchol velké nebo malé osy ellipsy £ s né-
kterym koncovym bodem

a b)
=) :t—;
e TR

iejl sdruZenych primérd, jeZ jsou k osdm stejné naklonény a
zdroven stejné dlouhy.

s

Volme na pt. affinitn{ smér uréeny smérnici

(10) = (41D
Z rovnice (7) a (8) pak vychdzf
(8) o yz—g—’i}‘ﬂ.

Z4kladnfmi body odvozeného svazku jsou priseciky ellipsy
E s hyperbolou L, tak Ze jest tento svazek stanoven rovnicf

(11) pE+ L=0,

znatf-li p jednoznatny parametr.
Pii tom jest '

) E=0b%+a® - a®* =0,
2 2 — .
(12  L=—"C 5 % T (abs, 0, 8

—H'?_ (a®w, — aby,) n = 0.

V rovnici kruZnice K musf rovnati se sobé soutinitelé pii
tlenech £% a %%, tak Ze

: ub’—l)-e—a=w”+a—62
) a
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z ¢ehoZ

Pro tuto hodnotu parametru g plyne pak z rovnice (11)
rovnice kruZuice )

2 b 2
(13) KE&Z—}—W————V;(% +—a—yl)§—v7)(%xl - yl)_n
a2+b2_
- =0

Obr. 1.

Jsou tedy souiadnice x, y stiedu w a polomér r» kruZnice
K stanoveny rovnicemi:

(14) = \%2* (x, ‘Jr‘ % ?/1)’

(15) y-—-"‘%({}y.—yl),



128

2 2
(16) rt=a"+y'+ “—;5—”— :
Na z4kladé rovnic (10), (14), (15) a (16) d4 se pro kon-
- strukei bodd ¢x pomoci kruZnice K sestaviti ndsledujicf obecné
pravidlo:

Affinitnf smér ur¢ime, spojime-li né&ktery ze ¢ty konco-
vych bodd sdruzenych primérd k osim stejné nakloaénych
na pf. bod ¢ (obr. 1.) s nékterym vrcholem malé (velké) osy
na pk. s vrcholem &, jenz leZl na opacné strané velké (malé)
o8y vzhledem k zminénému koncovému bodu c.

Je-li dany bod p od stiedu o vzddlen&j${ na pi¥. zevniti
ellipsy E jako v obr. 1., spojime jej se stiedem a nalezneme
stted p’ tsetky op.

Z bodu p’ spustime kolmici p’g na pramér c¢’, jehoi kon-
cového bodu ¢ jsme uzili k stanoven{ affinitnfho sméru b’c; dile
uréime prisetik g této kolmice s velkow (malou) osou a ptene-
seme tsecku og od bodu o na piimku A pilicf dhel os, tak
aby bod A leZel na téZe strand malé (velké) osy jako bod ¢ a
vedeme bodem h pt{mku Zu rovnobdzné s malou (velkou) osou.
Potom spustime z bodu p’ kolmici p’/ na druby ze zmin&nych
stejnd dlouhfch sdruzenych primérd, tedy na primér dd’ a ur-
tfme priseéik I této kolmice s malow (velkou) osou; tsetku ol
preneseme od bodu o na piimku A pilfef dhel os tak, aby
bod k& leiel na opacné strané wvelké (malé) osy vzhledem
k bodu ! a vedeme bodem % pifmku ku rovaobézné & welkon
(malou) osou. Priseéfk w primek %w a ku jest stiedem krui-
nice K, kterd prochdz{ bodem v, jejZi obdriime, prenesewe-li
polovinu priméru dd’, t. j. od na primku ov, vztyCenou ve
sttedu o kolmo ke piimce ow.

Kruznice K protind ellipsu E v bodech g;, z nichZ odvo-
dime affinitnfmi paprsky rovnobdZnymi s »’c hledané body g..

V obr. 1. jsou dva z téchto bodd rediné, ostatni dva jsou
imagindrni.

KaZdému ze ¢tyf affinitnfch smérd pkisludi jedna kruznice
K; affinitnf smér volime tak, abychom doecilili co moZni nej-
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presngjsfch priseéfkd konstruktivnich ¢ar a aby body ¢ al
padly na nékresnu.

Je-li bod p blize ke stiedu o na pt. uvnitt ellipsy jako
v obr. 2., vyjdeme p¥i konstrukeci pifmo z daného bodu p. Po-
stupujeme tywZ zpisobem jako predeSle, ¢imz dospéjeme k bodu
u.; stiedem kruZnice K jest pak bod , jenz pili asedku ow’.

Obr. 2.

V obr. 2. jsou v8echny étyii body ¢, redlné.*)

*) Zvolen tu smér affinitni 5'd’ uréenj smérnic
b —
(10’) v=——(1+ V2).

Souradnice x, y stfedu » a polomér » kruznice K jsou pak stano-
veny rovnicemi:

(1¢) p= Y2 — Ly,
: )
(18") y:_yr(_;‘xl'{'yl):

L, a*+ b
(16 ) 1'2::1:’—}—3;‘-}-‘1——;;——.
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