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Budiž Я takové celé číslo. že 

(Я— l ) g < p a Яç>p , 
pak 

Ч—P + Я, î 

kde, poněvadž jest p prvočíslo 

0 < ?i < з; 

a lomená čára by se pokryla při űhlu 

2> 
g^ 2JT 

P 

t j . při úhlu ——, což jest však proti suposici, že q jest nej­

menší číslo té vlastnosti. 
Pravidelných lomených čar jest p — 1, neboť pravidelná 

čára lomená jest jednou spojnicí úplné stanovena a bod na př. 
1 můžeme spojiti pouze s (p — 1) různými body; ^-clených 
skupin nepravidelných lomených čar budiž A7. Pak jest 

(p— \)\=p— 1 -f N> 
anebo 

{p-l)\+ i =p(N+l\ 

čímž poučka Wilsonova dokázána. 

0 jedné větě pro mnohoúhelníky rovinné. 

Dr. K. Petr. 

Ve svém článku „O jisté úloze v trojúhelníku" (viz Časo 
pis pro pěst.mathein. a fys. str. 65) dokázal p. J. Langr tuto 
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poučku o trojúhelníku: Sestrojíme-li nad stranami libovolného 
trojúhelníka ABC jakožto základnami trojúhelníky rovnoramenné 
s úhlem 120° při vrcholu (a to všecky trojúhelníky tyto buď 
na vnější stranu anebo všechny na vnitřní stranu trojúhel. ABC), 
tvoří vrcholy těchto trojúhelníků rovnoramenných tvojúbelník 
rovnostranný. Tato věta, která jest zajímavá již se stanoviska 
„geometrie troj úhelní k.t", jest specielním případem věty násle­
dující platné pro mnohoúhelníky vůbec. 

Buďtez 

(1) aXi a 2 , a,, . . . , aw_i 

různé úhly, jez az na pořádek jsou rovny úhlům 

2TT. 4TT Cm 2 (n—1) TC 

^ } ~n* ~n~" ~n~" ' " ' n ' 

a budiž ABC.. . L mnohoúhelník o n-stranách, Sestrojme nad 
stranami mnohoúhelníka tohoto trojúhelníky rovnoramenné vesměs 
s úhlem aL při vrcholu. Vrcholy těchto trojúhelníků tvoří nový 
n-úhelník ^ J B . C J . . . Lly při cemi budiž Ax vrchol troj­
úhelníka nad stranou AB, Bx vrchol nad stranon BC, . . . , ZL 

vrchol nad stranou LA. Nad stranami tohoto nového mnohoúhelníka 
sestrojíme trojúhelníky rovnoramenné s úhlem a, při vrcholu. do­
staneme analogicky mnohoúhelník A2B2C, . . . L2. Tak po -
stupně sestrojíme z původního mnohoúhelníka ABC . . . L 
(n — 1) nových mnohoúhelníků. A tu mnohoúhelník poslední 
An-\ H„_-i Ow-i . . . Ln_i redukuje se na bod (těžiště vrcholů 
daného mnohoúhelníka): předposlední An—oBn^2Cn—2 . . . LM__2 

jest mnohoúhelník pravidelný. 

K této větě jest třeba několik vysvětlivek. Předně jest 
třeba vytknouti význam slova v ní užitého „úhel při vrcholu0; 
neboť v řadě (1') vyskytují se též úhly tupé. Na obvodu mnoho­
úhelníka původního vytkneme určitý směr jako základní; na př. 
jak chceme předpokládati směr určený postupem písmen ABC... L. 
Na mnohoúhelníku AlB1Cl . . . Lx jest ustanoven směr pří­
slušný zvolenému směru na mnohoúhelníku původním a daný 
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vzhledem k použitému označení rovněž postupem písmen a t, d. 
A tu vyrozumíváme pod slovem úhel při vrcholu^ trojúhelníka 
rovnoramenného AA±B úhel, o který třeba rameno A^A otočit 
ve směru kladném, aby přišlo do polohy A^B. 

Pod mnohoúhelníkem ABC . . . L vyrozumívati jest čáru 
lomenou z bodu A vycházející a v bodě A končící a skládající 
se z úseček AB, BC, CD, . . . , LA. Při tom mohou body 
A, B, C, . . . , L vždy po několika v jednom bodě splývati. 
(Vyjmouti jest ovšem případ zcela nezajímavý, kdy všechny 
body A, B, . . . L v jediném bodě splývají.) Podobně jest po­
jati význam slova mnohoúhelník pravidelný. Mimo pravidelné 
mnohoúhelníky obyčejné a hvězdovité jest přibrati ještě mnoho­
úhelníky pravidelné, kde každý vrchol a každá strana jsou 
stejně mnohonásobný. Na př. obvod jednoho z pravidelných šesti­
úhelníků se skládá postupně ze stran AB, BC, CA, AB, BC, 
CA, jestliže ABC jest trojúhelník rovnostranný. Jeden z pravi­
delných čtyřúhelníků má obvod skládající se ze stran AB, BA, 
AB, BA. V obou uvedených právě příkladech každá strana a 
každý vrchol vyskytuje se dvojnásobně (jakožto strana a vrchol 
dotyčného pravidelného mnohoúhelníka; při tom jest strany AB, 
BA bráti jakožto různé). 

Předeslav potřebné vysvětlivky, přistoupím k důkazu uve­
dené poučky. Důkaz tento provedu pomocí geometrického zná­
zorňování čísel komplexních. Číslo komplexní x -f- iy znázorňuje 
se, jak známo, bodem, jehožto pravoúhlé souřadnice jsou x, y. 
A naopak bod, jehožto souřadnice pravoúhlé jsou x, y, můžeme 
pokládati ustanoven číslem komplexním x -f- iy. Přísluší-li 
bodu A číslo x -\~ iy, bodu A' číslo x' -f- iy', položíme zkrátka 

(2) [ÁA>] = (x' + iy')-(x + iy) 

(2') — a (cos cp -f- i sin (p) 

značí-H a délku úsečky AA' a <p úhel, který svírá s kladným 
směrem osy X. Že oba právě uvedené výrazy pro [AA'] se 
sobě rovnají, plyne snadno z příslušného trojúhelníka právo-
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úhlého. Pomocí výrazu (2') dospíváme jednoduchým počtem ku 
rovnici 

(3) \A&\ = ~a~ ( C 0 S a + * a ) ' 

kde b jest délka úsečky AB' a a jest uhel AB' a AA'. 

Zároveň vzhledem ku (2) platí identicky 

(4) [AB] = [AC] + [CB]. 

(5) [AB] + [_ C] + [CO] + . . . + [Z_] _ 0. 

Mějmež nyní mnohoúhelník ABC . . . L a sestrojme 
nad stranami tohoto mnohoúhelníka trojúhelníky rovnoramenné 
s úhlem ax při vrcholu, označme pak vrcholy těchto trojúhel­
níků, jak svrchu bylo vytčeno. Tyto trojúhelníky jsou vesměs 
podobny a vzhledem k tomu a vzhledem ku (3) bude 

[AAl]_\BB1]_ _ [ _ £ , ] _ . 
[AB] ~ [BC] [LA] — ' 

(6) [_,_!-___- -íLS-„ 
[ÁB]-[BC] [ M - ^ ' 

Poněvadž pak úsečka A^B jest rovna dle předpokladu 
úsečce AXA svírajíc s ní úhel at, jest vzhledem ku (3) 

n) _ _ _ - _ _ _ - - E _ _ ] _ c o s a , í s i n a _ £ 
(V [_,„] - [B,B] [_,_] - C 0 S a i + * s i n CTl - *»' 

Číslo h | i snadno stanovíme. Sčítáním rovnic (6) do­
stáváme : 

A + ^ - l , 

dělením jich vzhledem ku (7) 

я 
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z čehož 
. — 1 f i A = ^т- *=.—т 

Jest pak dále 

[A, _? J = [_,/?] + [BUJ = ,« [AB] + A [i?C] = ídAĚtzW 

a podobně 

[^j=____-i_-af.d. 
f i — I c i 

Úplně stejně zjednáme si výrazy pro A2O, , A2C2, . . . 
Dostáváme ná př. pro [A2B2] 

M B i - «__éi______L___?il _ y .M^|-(*,+^.Xgg |+[^l • 
' 2 í J ~ " « , - ! ~ ~ ^ - 1 ) ^ - 1 ) 

Přesnou indukcí zjednáváme si pak tento výsledek: 

mk [AB\ + nk [BC\ + p* [Co] f . . . 
[_____] - _ _ _ _ - _ - — _ _ - - - _ , 

kde čísla mk, nk. pk, . . . určena jsou vztahem následujícím, 
(srovnáme-Ji součinitele stejných mocnin čísla # na obou stra­
nách) 

(^ — re) (*2 — #) . . . \sk — x) — mk -f- w*a? -\-pkx
z -f-... 

Avšak čísla s._, * 2, . . . _n_i jsou všecky n-té odmocniny 
z jedné různé od jednotky a jsou tudíž kořeny rovnice 

# — 1 ; 

anebo 
xn~l _|_ xn-2 _f- . . ^ _|_ _̂  _|_- 1 ---_- 0. 

Kořenoví činitelé levé strany jsou x — eL, x — s2, . . . 
x — sn^l a jest tedy identicky 
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(8) (x - «,) (X — ř2) ... (x — ««_!) = ÍC"-1 + as'-2 + ... + a; f 1 

a jsou tudíž součinitelé mk, »*., _jt, , . . , když A; _ JÍ — 1 ve­
směs rovny bud -f- 1 anebo vesměs rovny — 1. Takže 

TA fí ,.[AB] + [BC] + [CD] + .._:±[LA] 
[A'-lJ n'X' - ± ( «_ - 1) (._ - 1) . . . (*._! - I ) - ' 

Čitatel tohoto výrazu jest roven O vzhledem ku (5), jme­
novatel jest vzhledem ku (8) (dosadíme-li tam _r = 1), ±_n. 
Jest tedy 

[i«-l5n-l] = [Bn-iCn-l] = = . . . = 0. 

Tím jest dokázáno, že w—1-vý mnohoúhelník skutečné 
se redukuje na bod; neboť, jelikož úsečky _in_i.Bn_1; 

_?,._! 6Y
n_i, . . . mají délku o, splývají všechny body -_w-i, 

-B»-i, . . . v jeden. 

Že pak mnohoúhelník předcházející -4w_2L>n_2 . . . Ln-2 
jest mnohoúhelník pravidelný, jest patrno, uvědomíme-li si způ­
sob, jakým mnohoúhelník následující z předcházejícího jest vy­
tvořen. Jest však též to patrno z výrazu analytického pro 
[_.w_2Brt_2]; dostaneme totiž snadným počtem tento výsledek 

n . \An__Bn_2] = — £„__ [AB] - *i__ [BC] — *„__ [CA] - . . . 

• • • - C i \LA], 

ze kteréhožto výrazu snadno lze uzavírati, že strany a úhly 
mnohoúhelníka AW_2L?W_2 . . . Ln 2 jsou sobě rovny. 

Že těžiště všech vrcholů jednoho každého z mnohoúhel­
níka ABC . . . L, A^Q . . . L!, . . . jest tentýž bod, s nímž 
tudíž splývá bod, ve kterém se sjednocují všechny vrcholy mnoho­
úhelníka An-iBn-i . . . L„_i, lze snadno pomocí (2) dokázati; 
důkaz příslušný přenechávám čtenáři. Těžiště vrcholů mnoho­
úhelníka ABC.. . L (a tudíž také vrcholů všech ostatních mno­
hoúhelníků) má však ještě jednu zajímavou vlastnost, o které 
se stručně zmíním nepodávaje důkazu. 
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Budiž ABC.. . L w-úhelník zcela obecný; mezi stranami 
toho mnohoúhelníka a úhly, jež strany svírají s pevnou přímkou, 
jsou dva vztahy na sobě nezávislé. Mnohoúhelník AlB1C1...L1 

není obecný, mezi stranami a úhly těchto stran s pevnou přím­
kou jsou již čtyři vztahy na sobě nezávislé; podobně mezi 
stranami a úhly mnohoúhelníka A2B2C2 ... L2 jest šest relací 
a t. d. 

Spojíme-li těžiště T všech vrcholů s vrcholy A, F?, (7. 
. . . L, tu lze z přímek TA, TB, TCy .. . TL, zachovávajíce 
pořádek těchto přímek, jich směr a velikost, sestaviti obvod 
určitého n-úhelníka; totéž ovšem platí i pro vrcholy mnoho­
úhelníka AlB1 . . . i 1 , a t d. A tu mnohoúhelník první sestro­
jený pomocí TA, TB, ... jest obecný, mezi stranami a úhly, 
jež strany jeho tvoří s nějakou pevnou přímkou, jsou pouze dvě 
relace. Mnohoúhelník sestrojený z TAX y TB1, . . . jest shodný 
s mnohoúhelníkem, který dostaneme z mnohoúhelníka předchá­
zejícího (sestrojeného z TA, TB, . . .) touž konstrukcí, kterou 
jsme přišli od mnohoúhelníka ABC... L ku mnohoúhelníku 
A1B1 . . . Lx. Jsou tudíž mezi stranami a úhly mnohoúhelníka 
sestrojeného pomocí TAX, TBX..., čtyři relace a to relace to­
tožné (až na označení stran) s relacemi, jež jsou mezi stra 
námi a úhly mnohoúhelníka AXBX . . . i , ; a t. d. 

Na př. Sestrojíme-li nad stranami libovolného čtyřúhelníka 
trojúhelníky rovnoramenné s pravým úhlem při vrcholu, dosta­
neme čtyřúhelník, který se vyznačuje tím, že jeho úhlopříčky 
jsou stejně dlouhé a stojí k sobě kolmo. Tudíž dle předcháze­
jícího, jestliže T jest těžiště vrcholů takového čtyřúhelníka 
^ J B ^ Z ^ , a sestrojíme-li čtyřúhelník, mající strany po řadě 
roznoběžny a rovny s TAX, TBX, TCV, TDX, má tento čtyř­
úhelník úhlopříčky rovny a na sobě kolmý. 
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