Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Vincenc Jarolimek

K theorii imaginarnych kiivek a ploch druhého stupné

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 46 (1917), No. 2-3, 113--121

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120928

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1917

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/120928
http://project.dml.cz

K theorii imaginarnych kiivek a ploch druliého
stupnée.

Podal Dr. Vinc. Jarolimek.

I.

Ve svém pojednéni ,Neékteré druhy kuzelosetek imagindr-
nych“ ') a v Geometrii polohy®*) vyvodil jsem, rozvrhnuv imagi-
ndrné kiivky a plochy 2. stupné na ¢tvero druhd, nékteré zajimaveé
vlastnosti” t&chto utvariv drubu II. a III., jakoz i konmstrukce
jejich elementd redlnych. Ukdzalo se zejména, Zze kiivky téchto
druh@ mohou miti &tyki redlné body a zdroven Ctyfi redlné
teény, plochy pak redlnou povriku 4. fddu L* i redlnou tetnou
plochu rozvinutelnou 1V. t¥idy AV, Mimodék namftd se tu otdzka,
plyne-li nezbytné existence &tyf redlnych teden ze Etyf redlnych
bodd p¥i kiivkich (a oviem i naopak), a souvisi-li analogicky
existence redlnych dtvard L* a ATV pfi plochach. ?) Chei tuto
ukdzati, Ze tomu tak jest skutetné.

II.

Imagindrnad kuZelosetka druhu druhého mé (jako druhu
prvého) obé osy své ve dvou redlnjch pfimkich X | Y, ale
délky poloos jsou vyjadfeny hodnotami komplexnimi, kdezto
u drubu prvého (kde nenf ani redlnych bodiv ani redlnych tecen)
maji poloosy hodnoty ryze imaginirné. Je tedy rovnice imagi-

1) V Rozpravach IL.tridy Ceské akademie véd r. 1912.
2) Svazek IIL., str. 80.—105.
3) Samozfejmé nejsou ony body dotyénymi na tednsch, aniz vdruhém
pripadé L4 dotyénou kfivkou na ploge 21V, .
8
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ndrné kuzelosetky drubhu II. pfedevdim v soustavé soufadnic
bodovych

K=

2

z? y o —
R CE Y A (M

Pro a =0, b =0 pfejde K v drubh prvy.
Pro realné body kiivky I obdrZime ') soufadnice

— (a4 ot \/ bj \
m=@ta) o e @

— (B2 2 / ae |
=0 s sy P

v kterychzto rovnicich lze také poloziti
b3 (a® - ) — ac (b* — %) = (af —be) (ab+ aff). (4}

Realita vyrazi (2) a (3) jest oviem je3t& podminéna kladnou
hodnotou obou odmocnéncii. Jezto jmenovatelé jejich lidi se toliko
znamenim, musi Citatelé ae, b3 miti znameni protivnd.

Soufadnice bodu druhého jsou x, —=ax,, y, = — y,, bodu
tfetiho x; —=—«,, y, —y,, & bodu Cttvrtého z, =—uz,, y, =
— Y-

V soustavé soufadnic pfimkovych jest rovnice téze kiivky

K = (a+ia)* w+ (b +if)? vt — 1 =0, ()

Z této rovnice plynou soufadnice teiny rediné

/ bﬂ
w, = 6
! \/bﬁ (a* —ea*) — ua (b“—ﬂ")’ ©)
—\/ ac
v, = . 1
= Vaw—mowe—a @
Ze srovndni rovnic (2) a (6) vychdzi
I
"= QT_;_‘;E ’ (8
a z rovnie (3) a (7)
' — Y
v = ﬁﬂ_{ y 9)

1) Uvedeme rovnici (1) na tvar 4 4 i8 =0, nate? Fesenim rovnic
4=0, B=0 dle x, y obdrZime rovnice (2) a (3).
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z tehoZ jde, #e w,, v, jsou redlné soutasnd 8 r,, y,, a tedy:
Md-li imagindrnd kuZelosecka druhwu druhého éty¥i rediné body,
md nutné také étyri teémy redlné (a naopak’.
Soufadnice tetny druhé jsou wu, = u,, v, = —v,, treti
My == — Uy, t3 =10, & Ctvrté u, ——u,, v,=—w,.
Imagindrnd k¥ivka K' sdrufend s kfivkou K m4 rovnici
v soutadnicich bodovych

, xm y‘l »
K' = @ — ) -+ O —ip) —1=0, (10)
a v soufadnicich pf{mkovych
K =(a—ia)u®*+ (b—if)%v?—1=0. (11)
Snadno lze se presvédiiti, Ze redlné body a teiny této
kfivky, existuji-li, jsou identické s redlnymi body a teénami
kiivky K, Ze tedy
Dvé imagindrné sdruZené kuZelosecky mohou miti ityri
redlné spoleéné priseéiky a zdrovesn étyri redlné spoleéné teény,
nebo jinak feeno: md-li imagindrnd kuZelosetka II. druhu K

&tyfi redlné body, prochdzi témito i kuZelosetka sdruZend K’,
dotykajic se zaroven Ctyf redlnych teten kiivky K.

III.

Imagindrn plocha 2. stupnd druhu druhého, jejiz redlné
osy jsou osami soufadnic, m& rovnici v soufadnicich bodovych

_ xQ ' y2 22 R
=Gt Tty et 0 @D
a plocha s ni sdruzend
r__ " y* Ll —
P=a—ir T =T ey 1T WY

Tyto plochy pronikaji se v kfivee 4. ¥édu L, obecné preo-
storové. Eliminaci soufadnice z z rovnic (12) a (13) ebdriime
S pomoei stejniny (4) a dalSich identickfch rovnie

¢y (a® — a?) — aa (¢*—p*) = (ay — ca) (ac + ay),

ey (b — f%) — bf (¢*— ¥*) = (by — ¢B) (be + By),
8*
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rovnici primétu bikvadratiky L* na rovinu (XY)
r 1=0

y‘l
il N U RN P
(ay —ca) (ac +ay)  (by —cf) (he + 87)
Eliminaci soufadnice y z rovnic (12) a (13) vyjde') rovnice
primétu kfivky L* na rovinu (XZ2)

L=

& 2 —1=0.
B@ta? T @t 15)

(ap — ba) (ab+-ep)  (cB—by) (cb+ By)

L} =

Z,

N L2 ox
v

-4-

5

~
[
.‘" & Z-_._

Obr. 1.

Jsou tedy priméty kfivky L* na hlavni roviny plochy ¢
kuzelosetky, po pfipadé toliko oblouky jejich, jak na obraze se
jevi, je-li na p¥. L{ ellipsi, L} pak hyperbola.

Aby vSak bikvadratika L* sama byla redlnd, musi byti
oba praméty Li, L} redlny; nesmi tedy byt oba jmenovatelé
ani v rovnici (14), ani v rovnici (15) negativné, nybrz aspoii

1) Anebo touZ methodou, jako v odst. II.: rovnici (12) uvedeme na
tvar 4 4 iB =0, natez eliminaci proménné 1 z rovnic 4 =0, B=0 ob-
drzime rovnici (14) a eliminaci proménné y z iychi dvou rovnic vyjde

- rovnice (15).. ) . -
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jeden z nich v kaZdé rovunici musf byt kladny. Kromé povriky
L?, je-li redlnd, nemize plocha ¢ obsahovati zddného dalsiho
bodu redlného. Nebof kdyby takovy bod m existoval, pak byla
by plocha redlnd ; kaZdd rovina totiZ, proloZzend bodem m, profala
by kfivku L* ve ¢tyfech bodech, bud redlnych nebo imagindrnych,
ale podvojné sdruzenych, které by s bodem m urlovaly redlnou
kuzelosetku, lezici na plofe g.

Taz plocha m4 v soustavé soufadnic 7owvimovgch rovnici
p=(a+i)*ul+ b+ i) v+ (c+ip?w?—1=0, (16)
a plocha s nf sdruzend ‘

g =@—ia)ut+ G- v+ (c—iy)?uw?—1=0. (17)

Jsou to vlastné rovnice dvojmocnyjch svazkd rovinovych,
které plochy ¢, ¢’ obaluji. Pro spoletnou obalovou plochu roz-
vinutelnou &tvrté tifdy AV maji rovnice (16) a (17) platnost
soutasnou; u, v, w jsou pak soufadnice kterékoli spoleéné tetné
roviny ploch ¢ a ¢'. Eliminacf soufadnice w z obou rovnic na-
budeme rovnice proniku obalové plochy iV s rovinou XY
av=@r—caetay) o Gp—cp) Ce+B) . |

T cy ) cy ’ -

(18)
a eliminaci soufadnice v» z rovnic (16), (17) rovnice proniku
plochy AV s rovinou NZ

A= (ap — boczﬁ(’a_b_—l— ap) cut (B— by’)) gbc +8y) i

—1=0,

(19)
Jsou to kiivky IL tifidy, tedy kuZzelosetky.') Aby obalovd plocha

1) Plocha rozvinutelna AIV je symmetrickd dle viech tii hlavnich
rovin plochy ¢. Casti soumérné dle roviny XY pronikaji se v kuZelosecce

111 , soumérné dle roviny X'Z v kuZelosecce 3-?, a soumérné dle roviny

YZ v kuieloseéce lgV, jejiz rovnici obdrZime, eliminujeme-li soufadnici u
z rovnic (16) a (17). Z kuzelosedek ALY, A1V, IV sklida se tedy vlastni
pronik plochy lIV; kiivky ly slusi poklddati za dvojné. TouZ vlastnost ma
na pr. také rogvinutelnd plocha norwmdl, sesirojend ku plose 2. stupné dle
nékteré jeji kiivky kfivosti (viz ¢ldnek autordv na str. 247., ro¢niku 1879
tohoto Zasopisu a obraz na konci ro¢niku pripojeny).
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ATV byla redlnd, musf oba proniky (19), (20) byti redlné. Polozime-li

cy —
(a7 — ) (ac T o) — 20)
¢y _
IR R @D
bﬁ _ 99
(af—ba) (abF o) 7 2
b8 —
@B —0p) G+ 6D — @9)
bude podle rovnic (14), (20) a (21)
4 x* y‘i I -
h=wwrayr tawspr 150 @
podle rovnic (15), (22) a (23)
=2 + s —1=0, (25
2 —“p (a«z + au)ﬂ q (02 + ,},2)2 >
dédle podle rovnic (18), (20) a (21)
AV = nu? + mv? — mn =0, (26)
a podle rovnic (19), (22) a (23)
. M= qui 4 put—pg =0. @7)

Protoze velitiny (a? 4+ a%)?, (b2 4 §Y)%, (¢ + »H*? jsou vidy
kladné, je realita kiivek L3, L, zivisld toliko na znaménkach
initeld m, n, p, q; ale realita kiivek A1V, A1V, tudiZ i realita
obalové plochy AV zdvisi podle rovnic (26) a (27) na tychs
podminkéch '), plati tudiz véta:

‘Obsahuje-ti imagindrnd plocha 2. stupné druhu II re-
dlnou kriwku bikvadratickou, jest také nutné obalena redlnou
rosvinutelnou plochou IV. tFidy (a naopak); dotyénd kiivka
této plochy A’V jest oviem pomyslnd. TouZ bikvadratikou ZL*
prochézi a téZe plochy obalové AV dotykd se také imagindrnd
plocha ¢’ sdruZend s danou plochou ¢.

Krome tetnych rovin plochy A’ nemiZe plocha ¢ miti
z4dné daldi redlné roviny tetné. Nebof kdyby takov4 rovina u

1) totiz: aspoil jeden z &initeld m, n musi byti kladngy, a mimo to
také p, q nesmi byti ziroven negativné. '
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existovala, byla by plocha ¢ redlnd; kaZdym bodem roviny u
totiz bylo by lze poloziti ¢tyfi teéné roviny ku plose AV, bud
reélné nebo imagindrné, ale podvojné sdruzené, které by s rovinou
u uréovaly rediny tetny kuZel 2. stupné, opsany plose q.

IV.

Bikvadratika L* miZe také rozpadnouti se ve dvé kuzelo-
setky a edroves; obalovd plocha AV ve dva kuZele 2. stupné.

To nastane tehdy, kdyz primét L* (rovnice 14.) nebo
primét Lj (rovnice 15.) rozpadne se ve dvé rovnobézky s osou
X, kdyZ tedy jmenovatel prvého ¢lenu v rovnici (14) nebo (15)
je nekonetné velky, kdyZ tedy podle rovnice (14) bud

o
ay = ca, Eili = = %7 (28)
nebo
g @
ac = — ay, tli - = %, (29)
anebo podle rovnice (15) bud
a: @ b .
aB = be, &ili = 'k 30)
nebo
e @
ab = — «f, ¢ili L= -g (31)

V piipadech (28) a (29) jest

= 2 ? 7
Yo == (6" + §7) \/(/)y—cﬁ) e+ By’

tudiz L* rozpadd se ve dvé shodné kuZelosetky (rovmnice 15.),
jichz roviny jsou || (X2).
V piipadech (30) a (31) jest pak
aa=z @+ )\ )
(cB — by) (be + 67)

tak Ze L* rozpadd se ve dvé kuZzelosetky (rovnice 14.) jeZ leif
v rovindch || (XY).

(32)
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Za téze podminky (28) nebo (29) plyne z rovnice (18)

V1,9 = i \/ cy (34)
(by —¢B) (be + B7)’
t. j. obalovd plocha 4!V rozpadd se ve dva kuZele 2. stupné,
jichz vrcholy jsou na ose Y ve vzdélenostech od potétku sou-
. — 1
fadnic = F —-
’vl

Za podminek pak (30) nebo (31) jde z rovnice (19)

Wy oy — = \/ hg ‘ 3D
| T VB — 1) Gotpy)] )
t. j. plocha AV rozpadd se ve dva shodné kuZele 2. stupng,
jichZ vrcholy jsou na ose Z ve vzddlenostech od potatku sou-

. —1
Fadnic = 7% —.
1

Z rovnic (32) a (34) jde

Y= (02 + 9. 10 (36)
a z rovnic (33) a (3H)
z1,2 = (c*? + 7%) w1, 30

z tehoZ vychazi, Ze ;5 & vy jsou zdroveil realné nebo pomyslné,
a Tovné% tak £,,, a 1u,,,, protei:

Obsahuje-li imagindrnd plocha 2. stupné druhw I1. dvé
rediné kuselosetky (jichz roviny jsou kolmy k téze osy plochy),
md také dva redlné teéné kusele 2. stupné (jichz vrcholy leii
na téZe ose), a naopak. :

\

‘7

Véty v odstavei II. a III. odvozené maji vesm&s platnost
také pro imagindrnou k¥ivku i plochu 2. stupné druhu tretiho,
kterd nem4 os redlnych *). Nebot kaZdou imagindrnou kuzelosetku
druhu druhého K lze kollineaci pretvoiiti v kuzelosefku druhu
tfettho Xyp (a naopak), redlné pak prvky touto transformact
nepozbyvaji své reality. A totéz plati o imagindrnych plochdch
2. stupné.

1) Jarolimek, Geometrie polohy III, str. 86.- 103.
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Diékaz. Ma-li kiivka Ky Sty¥i redlné body a, b, ¢, d, jsou
diagondlné body o, p, ¢ Gplného Ctyiihelnika abed vreholy jedi-
ného redlného polarného trojuhelnika kiivky A’y Kollineaci lze
transformovati /\ opg ve /\ o, p, ¢, tak, by thel p,o0,q, byl pravy
a strana p,q, by pfipadla do nekonetna; zdrovei kiivka K
transformuje se v kiivku K1, jejiz osy jsou o,p, =X, 0,,=7Y,,
X, 1 Y,; redlné body «a,, b,, ¢,, d, jsou podvojné soumérny
dle os Kiivka Ky musi miti dle véty hofejsi (odst. IL) také
ttyfi redlné teény T, U,, V,, W,, jez zpdtnou transformaci
daji ¢tyti redlné tetny 7', U, V, W kiivky K. M4-1i imagi-
narnd plocha 2. stupné druhu tietiho gz redlnou povriku 4. ftddu
L%, lze touto proloziti ¢tyfi kuZele 2. stupné'), jichZz vrcholy
0, Py q, v jsou vrcholy jediného poldrného tetraedru plochy .
Kollineaci 1ze transformovati tetraedr opgr v jiny o,p,q,r, tak,
aby vSecky jeho thly pii vrcholu o, byly pravé, a sténa p,q,7,
by pripadla do nekoneéna; zdrover plocha ¢ transformuje se
v plochu druhu druhého ¢, jejiz osy jsou o,p, = X,, 0,4, = Y,
0,7, = Z, ; kiivka L} je soumérna dle hlavnich rovin plochy i
Plocha @;; musi miti dle véty hotejsi (odst. 11L.) také redlnoun
tetnou plochu rozvinutelnou A!Y, jez zpétnou transformaci dd
také redlnou plochu rozvinutelnou AV, te¢nou ku plofe ¢

Poznamky o soustavé paraboloidii prochazejicich
dvéma danyma mimobézkama a o utvarech s nimi
souvislyeh.

Poddva M. Lerch v Brné,
(Pokracovani.)

5.

Uvazujme Fadu paraboloidd A = konst., jichz vrcholové
piimky s, s, sviraji thel stdly; vrcholy jejich ¥ -probihaji na
konoidu (V) uréitou ¢aru 4. Pimky s, tvoi{ urditou plochu
sborcenou, jeji strikéni ¢dra md za plidorys obalovou é&iru pii-
mek ¢, jichZz rovnici lze psiti

z 8in ® — y cos @ = Aa(cos 2a — €08 2w);

1) Jarolimek, Geometrie polohy 1I, str. 64. a 65.
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