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Vypočítávání obsahu šikmo seříznutého kužele. 
Žákům středních škol podává Fr. Granát, prof. reálky v Kostelci n. OrL 

(Dokončení.) 

Krychlový obsah našeho kužele můžeme také určiti jako 
obsah tělesa, jemuž je koule vepsána; potom K= P .\Q, kde 
P je povrch tělesa, Q poloměr koule vepsané. Tento se v Aa2 b2 v2 

jeví jako poloměr kružnice tomuto trojúhelníku vepsané a mů­
žeme jej vypočísti bud na základě některého vztahu, známého 
z planimetrie neb trigonometrie (na př. pro stranu a a protější 
úhel a a poloviční obvod 4s platí, že o =(s — a) tg \a) anebo 
dle rovnice (2) neb (3) a (4). 

Dle rovnice Q =(a -f- é)tg\(yp — p) a rov. (4) je 

Q = all ' 
cos 

! ) t g ! t ø - f t , 

cos p + COS xp , , , 0. 
Q = a cos? - ^ ^ - ^ 

nahradíme-li cos/i -+- cosi^ součinem a upravíme-li, bude: 
2a 

Q = ^ ^ c o s K č + V) Bin|(* — P) • 

Nebo dle vztahu, že o == (s — a) tg \ «, je pro náš případ 
s = \ (2 a + m + n) 

dle rovnice (1) a hodnoty určené sinovou poučkou z Aa2h2v2 je 

2 arin (» + /?) 
sin2£ ' 

a tedy 

čili 
e = [i(2a + m + n) —2a]tg/? 

p = | (w 4- n — 2 a) tg/37 

dosadíme-li za hodnoty m a n a upravíme, bude 

« — ^[sin(» — /?) + sin(y, + P) — sin 2/9]^ , 
£> - g g ^ tg ^ 

a (2 sin ^ cos/? — sin 2/3) sin p 
" 2 sin/? cos £ " cos p ' 
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zkrácením a rozvedením sin 2/3 obdržíme 

2 a cos £ (sin ^ — sin/3) 2a . 1 / f a. 1 / f , ,, 

tedy výrazy pro o oběma způsoby vypočtené stejné! 
P = pl + ss. Plášť určíme z vlastnosti, že známe jeho 

průmět na základnu. Tedy 

_ g - <Mi - M i 
p* ~" sin f > 

ale alsí =a2s2 sin i/; a tedy 

TI a2s2 sin yj . sld1 .* ab sin ip 
P ~ sin^ ~~ sin /3 

a proto povrch 
/sin ty 1 \ 
ysin /? ' /7 

tedy 
K = \P.Q = 

sin i/; + sin /3 2 a sin \ (ty — (f) cos f (z/> + /?) 
sin /j ' cos /3 

& dosadíme-li za a, b hodnoty (1) a (5) a upravíme jednodu­
chým krácením 
K = 

1 _ m 3 . sin 2/?. 2 sin /5 cos /? sin (^ + /?) Vsin (^ + /?) sin (w — /J) 
- . - n  

a tedy zase 

P = 

~ тгab . 

sinҶ^—ß) . cos/3 

K=\тт m3 sin 2 ß sin /У yj sin(^ + ß) 
ún(ty — /J)j 

t. j . výsledek shodný s výsledkem prve vypočteným. 
Důsledky: Je-li u» = 900> musíme obdržeti krychlový obsah. 

úplného kužele. 

K = frcm3sin2/?sin/? \l 

tedy 

sin (R + ß) 
sin (R — ß)_ 

K = 17T m3 sin 2 /? sin £. 
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Ale K = \nr2 . v, kde r = m sin /?; t? = m cos & 
tedy 

# = lír . mQ sin2/? • ™ cos/? = > m 3 sin 2/? . sin/9, (6) 

tedy důkaz proveden. 

Abychom mohli určiti rozměry elliptického řezu na válci, 
který můžeme pokládati za kužel o vrcholu v nekonečnu, určeme 
rozměry poloos ellipsy pomocí poloměru základny kužele, ome­
zeného rovinou kolmou k ose, dotýkající se roviny řezu, Potom 
z da2b2q2 plyne sinovou poučkou 

2« : 2r = cos /? : sin O -f /?), 
tedy 

r cos £ 
a ~ sin (^ + J)' 

Dle (5) 
b ~ c ^ 7 Vsin(^ +JySá(ip~—J), 

tedy 

Bude tedy pro válec /? = O, a proto 

a = -. ; b = r, 
sin \p ' 

kterýžto výsledek je znám ze stereometrie. Zde budiž jen jeho 
potvrzení jako případu zvláštního. 

Chceme-li vyčísliti krychlový obsah seříznuté části úplného 
kužele, jehož základna vytíná na povrchové přímce úsek k . m = sf 

kde k je libovolné číslo větší než 1, obdržíme, označíme-li Kl 

obsah kužele hledaného, K2 úplného a K odříznuté části, že 

Kx = K2 — Kj m : s = rx : r a tedy m : mk = rx : r 

a z toho 
r = krx = Im sin/? 

K2 = \TT rH, kde v = r cotg /?; bude tedy 
Za = f ; rH. cotg/? =\nl3m3sin3/? cotg /? = £.*;i3m38Ín/9sin2/í 
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a proto 

A^ == i Ti X3 m 3s in /? sin 2 ft — | n m3 sin 2 /9 sin /? Wpi-Cv + Á 
vLsin(y — £). 

č sin 2 /? I"*- - \/ r^±Zff 1. Kx = -J- .r m3 sin 

Úloha: Jaké podmínky musí býti splněny, aby elliptickým 
fezem byl daný kužel půlen? 

K = \K2 t. j . 

Ш(1> + ßï = ү̂- я 23m3 sin /î sin 2 ß; 17* m3 sin (S sin 2 /? \/ 
v [_sin (w — /?). 

2\/f s l n i^Z)T==A 3; tedy A = V2"\/ S Í °^+^. VLsin(u< — ř»)J VBin(1l,_0) 

Je-li il>= R — ••?, je rovina řezu kolmá k povrchové přímce a 

K = \nma sin 2/? s i n / 9 \ / [ 8 Í n ^ ~ S f f 

čili 

_sin(Я — ß — ß)_ 

K = \nm* sin 2 /? sin /? \ / ^ , 
v cos32 /9 

K=|яm3sin/Пg 2ß\J- l 

cos 2^ 
Kdyby pro tento případ, kdy w = B — /? bylo 0 = 45°, tedy 
w bude také 45° a rovina řezu bude rovnoběžná s povrchovou 
přímkou a tedy řez parabollický, a 

Z = ^ m 3 s i n 4 5 ° t g B.\/ 
cos B 

ale tg B = oo; tedy krychlový obsah stane se nekonečně velkým 
pro kužel neomezený základnou, kolmou k ose jeho. 

Kdyby w = 2p je 

K = \n m3 sin 2 0 sin /9 X / f ^ M T , 
v [ sin /? J 

po úpravě bude 
K = \nm3 cos /? sin 3čVsin/? sin 3/?. 
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Pro tento případ jsou rozměry poloos ellipsy následující: 

m sin 2p 2m sin p cos p . 
a = — — = —-.-——-= m cos 5 . 2 sin 8 2 sin 5 r 

Dle rovnice (5) jest 

, m COS B . ,——. „ .—„ . /— -rrTT-'' T b = -7- Vsin 3 5 sin p = m Vsin á 0 sin /?. COS /i/ v 

Tedy poloosa hlavní rovná se výšce úplného kužele, jehož pod­
stava jde koncovým bodem úseku m. 

Úloha: Vésti rovinu řezu tak, aby hlavní osa řezu (2a) 
rovnala se nejkratšímu úseku, který tvoří rovina řezu na po­
vrchové přímce. 

Musí tedy dle rovnice (1) 

2m sin 23 
2a = 0 . , , — - — K a 2a = m 

2 sin O — (i) 
tedy 

sin (</> — /j) = sin 2^ t. i. w — 0 = 20 
čili 

tíi = 3/J 
potom dle rovnice (5) 

b = •—- Vsin 4 5 r š in2/ í = rr^—3 \J2 sia"2ďT cos 25 . s i n 2 5 
COS jÉř v K ' 2 cos /? v K K 

, _ m . sin 2/? w 6 -r-5 w 2 sin /? cos 0 . / 5 --
* = — -~ \/2 cos 25 = s — l — - — - V 2 c os 2 5 

2 cos (i v r 2 cos /i v ' 
tedy 

b = ^Fsin /? V'2 c o s 2/1 

Krychlový obsah seříznutého kužele v parabole. 

Je-li tf> = 0 je řez parabolický. (Obr. 2 ) Jedná se opět 
o vypočtení velikosti řezu. Z analytické geometrie j e známo, že 
úseč parabolická z = \a2n2 . n2tx. Pokládáme-li průsečníci ro­
viny osového řezu s rovinou a za osu A* a tečnu vrcholovou 
v bodě a za osu Y pravoúhlé soustavy souřadné, je potom 
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a2n2 = x1 a n2tx = yx, kde . r ^ jsou souřadnice určitého bodu 
paraboly. 

aж z z/ n2a2q2 2 " 2 ~ 2 * sin/3 

^ 2 n 2 = 2m sin /З; 

n2q2 = 2r — 2m sin ß = 2 (r — m sin /?) 

* ~ 

a tedy 

a0w, 
r — m sin /? 

~~~" sin /? 
n 2 č a

2 = # 2
n

2 . n 2g 2 = 2m sin /i . 2 (r — m sin |8) 

íh^ zzz: 2\jm sin /3 (r — m sin £) 
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a tedy 

Z = | r ~ ľ Ѓ ß- • 2 V^Гsin ß (r - m sin ffľ ' sm ß к / 

v _ i \ / w < r — m sin ft)3 _ _8\ /m (Im~šiň /3 —- m sin #>3 

z - ' V s i n * - 3 V — ^ 

= |mfisin/3V(^ — l ) 3 < 7 > 
kde 

r = Ar_ = Xm sin /J. 
Krychlový obsah části kužele odříznutého řezem paraboli­

ckým musíme složiti z kužele o základně rovné úseči kruhové 
ř7j a vrcholu daného kužele a kužele (obecně řečeno) o základně 
rovné parabolickému řezu Z a vrcholu v. 

kde co je výška celého kužele. 

Ys , 8 \ m ( r — m srn tíY . n n K = i . | V — j — 3 — — . m sin 2/3 3 3 v sin /3 ^ 
+ Uús"'* • V — ?r* • s i n 29>) r c«tg P 

při čemž úhel 9 je dán podmínkou, že 

pro 

bude 

sm w = 
r 

r = Яm sin /З 

Zf = f m3 sin /3 sin 2/3 V(* — l) 3 

+ 1A»«- sin3 /3 . ^ | [-&* < - i sin 2«p] 

a tedy po jednoduché úpravě 

JT = > • sin /J sin 2/? {f V P ^ T ? + | A3 [ ^ * <p° - i sin 2q>]\ 

Příklad: ( 8 > 

Eovná-li se /} = 45° je pro řez parabolický \p = 45°. Po­
ložme rovinu řezu průměrem základny t. j . <p = 90°, potom 

JT = | »w3 sin 45° sin iJ {f \J(j^Tf + ^ i" [ ^ * • 90° — £ sm2B]\ 
-Y = im»|V2{§V(X=lp +|,'[{»]} 

Z = >3V2{fV(^-l)3 + Í « ^ 
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ale X v tom případě = 2 a tedy 

K = \m*ÝÍ{l + \n.8} = \m*\j2(l + 2n). 
Plochu parabolického řezu můžeme opět stanoviti užitím 

poloměru o, jako pro ellipsu. 
V téže soustavě analytické dá se úseč paraboly vyjádřiti 

(y y Y* 
též výrazem Ž7= - y i - při čemž je třeba položiti y2 = — yx 

t . j . přihlédnouti, že druhá pořadnice je záporná.*) 
Parametr dá se snadno určiti. Z Ao2a2f2 (obr. 2.) je 

\p = Q tg /3, ale 2o = v = m sin 2/9 tedy 

Q = \ m sin 2/9 
a 

\p = \m sin 2/3 . tg p = > . 2 sin /J cos /? . ^ | 

| p = m sin2 /? 
a tedy 

p = 2m sin'2 p 

kterýžto výraz možno také určiti z hodnot známých pro ellipsu. 
b2 

Je totiž p = — tedy dle rovnice (5) bude 

p = č o Š ^ SÍn ^ + V;) SÍn ^ ~~ ^ 
a dosadíme-li za a (1) bude 

1 m sin 2/9 . /z> , x , , 
p = — - - . -——~ . sin (p + ip) . sin (ti; — (f\ 
* cos2/J 2 sm (i/;— 0) ^ H ' 

1 2m sin /? cos /? . ,„ , 
|, = 5 i ř ř - — š — • s i n ( ! 3 + )̂ 

p =-.: m tg p sin (/? -f- ip) 

a tedy pro \p = /i bude 
# = m tg 0 sin 2/? = m 3 . 2 sin 3 cos 0 

r cos /3 r K 

čili 
|)-.-:2m sin2 /i 

výraz shodný s výrazem přímo odvozeným. 
*) Viz J. Vojtěch, Geometrie pro VII. tř. reálek str. 
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a pro 

Dle dříve stanoveného je 

y2 = — y1 = n2tx zzz 2 \jm sin jí {r 

r = X . r2 = Km sin /3 

m sin /?) 

je 

Tedy 

= — yx = 2 V*игsin2"/Ï (A — 1) = 2w sin ß \jí — 1. 

U = Z : [4» sin 0 VU — l)]3 

m2 s i n / î V ^ ^ l)3 

12 . 2m sin2 /3 

tedy výraz shodný s výrazem prvým způsobem odvozeným (7). 
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Nehledíme-li k omezené části kužele, potom krychlový 
obsah kužele seříznutého v parabole __ oo. To vyplývá ze vzorce 
pro seříznutou část kužele řezem elliptickým. Bylo tam odvo-
veno, že 

K __ k m 3 sm 2/9 sin /3 . \/ . , a( . 
6 r r \ ^ s m ^ _ £>J 

Položíme-li v tomto výraze ty — /9 bude 

. _ \/rsin2/9l3 

v L sin 0 J K* = \n m3 sin 2/9 sin 

tudíž zlomek pod odmocninou stává se oo a tím i celý výraz. 
Uvažujme případ, kdy rovina základny kužele dotýká se 

také vepsané koule. Potom lze zase jeho krychlový obsah určiti 
jako iP .Q. (Obr. 3.) 

P = pl + U1 + U; kde Ux je úseč kruhová omezená 
tětivou 2 . w2^ a U je úseč parabolická tvořená rovinou řezu 
a rovinou základny 

u, + u, pl sin ß 
ale 

ü* _ 
sin ß 

= £7 

tedy 
p = s-E7+ í7+^ + t 7 = ^ ( ^ + 1) + ^ 

p=\m « + 4-18in (4fí - *>](ab +*) + 2 ř 7 

/ ^ r 2 , ! 2 . 0 \1 -r-sin/3 8\/w r-msiná 3 

\ 180 y 2 v sm /9 á v s l n ^ 

7T — 1 l > /__L 1 sin 2«)\ 1 + S i n ̂  K~ž[r (r8Ó _ ^ S l n 2 < 3 P j sin/8 

+ ţ , V й - = ^ Æ ] - . — v 
* = « r*m sin 

sin /? 
no(ntP° 1 • o \ ! + s i n 

^ ( r 8 ó - ^ m 2 ^ T í 7 
sin ß 

• 8 • o o \ lш (Г — W 8ІП ß)3l 
+ î~-»vV—аìлß } 
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Položíme-li opět r = Árx = km sin /3 bude 
1 + sin ß K = ^V*' sin'/? sin 2/?(g£ - \ sin 2 9 ) ^ ^ 

+ f»t3 sin 2/3 sin|3V(^ — 1Y] 

K = i [|i2w3 sin /3 sin 2/3 ( ^ V - i sin 2<jp) (1 + sin /J) 

+ § m3 sin 2/3 sin /3 V(i — 1)3J 

ÍT = > a sin/? sin 2/3 [ A * ( ^ «©/ - i sin 2<jp) (l + sin /?) 
+ !V(^-i)3]. 
Výraz tento shoduje se s výrazem prvně odvozeným (8) 

až na to, že f *2 (1 + sin p) = f A3 t. j . musíme ukázati, že pro 
uvažovaný případ je X = (1 + sin /í). 

rf 

pro uvažovaný zvláštní případ platí 
r = (w -f <v/2) sin /?, 

je-li 

tedy 

ale 

tedy 

čili 

tedy 

m = Vnd, 2 ^ 2 

a9бři o 

cos p cos /? 

r .= (m A ~ i sin 8 
\ T cos pj r 

Q = £ m sin 2/? 

, m sin 2/?\ . 
r = (m - f -zr £ sin p v ' 2 cos p ) r 

r = m (1 -f sin p) sin /? 
rx = a2o2 = m sin /3 

^ m d + s i n ^ s i n ^ . 
w srn p \ r 

jak bylo dokázati. 
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Potom je 

K = \m3 sin 0 sin 20 [\(1 + sin p)3 ( ^ V — £ sin29>) 
+ fV(T+"sin^—l)3] 

Z = i m3 sin /3 sin 2/3 [{ (1 + sin /S)3 (^ «g>° — sin 2<jp) 
+ fVsln^] 

ale 
1 + sin 0 = sin li + sin /? = 2 sin (45° +1/9) cos (45° — i/9) 

ale 
cos (45° — i 0 = sin [iř — (45° — i/J)] = sin (45° + i/3) 

z toho 
1 + sin /3 = 2 sin2 (45° + -J /?) 

tedy 
K = | m3 sin 0 sin 2/í [{ 8 sin6 (45° + A /?) (& wg>0 — sin 2q>) 

+ lV-faV] 
a 

Jř = |m88in/J sin 2/3 [sin6 (45° + f/J) (&»9° — sin2y) 
+ |Bln/?Vffi-71. 

Kužel seříznutý v hyperbole. 
Přepokládáme-li, že /? > ^ je řez hyperbolický (obr. 4.}. 

Z /\ v2a2b2 plyne e*2&a: m = sin 2/?: sin (/.? — i/j) tedy 

a _ m sin 2/? 
sin (/? — V ) ' 

Pro hyperbolu platí b2^ = e2— a* z A «2/2o3 plyne 
e — a = ^cotg(7ž — i(/j + ^)) 

z A62Á^2 Plyne 
^ + a = í)COtg|(/9 — V ) 

tedy 
í = (« —a)cotgf(ip + /J) 
ř = (* + a) tgH/*-v) 

z toho 
(e —a)cotgi(v + ^) = (c + a)tgi(/J —v) 

a obdobnou úpravou jako pro řez elliptický dostaneme 
e . cos /J = a cos ^ 
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a z toho 

e = a 
COS гfj 

C O S ^ 

a tedy 
Ûѓr4. 

»=V-"S?-< =^,va-í=5-7 COS»/9 cos/î 
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a konečně nahradíme-li opět polovičními součty a rozdíly bude 

1 = Í S 7 ^ S Í n {^ + ^ S i n W~^' ' 
Pro hyperbolu není možno tak jednoduchými výpočty vy­

čísliti plochu úseče hyperbolické a zabývá se touto úlohou počet 
integrální a docházíme jím k výsledku, že 

tj = xy — abllA—yl 

kde x = So,n2; y=m2t^ hodnoty tyto vyčíslíme obdobně jako 
pro případy dřívější. 

s2n2 = n2a2 + a; n2t1 = q2n2. n2p2 

z A Pi^2 plyn0 P2^2: n*a2 + %a = sin (P — y): cos p 

— - _ 0 y ^ 4 - 2a) sin (/? — ^ 
M - žos7 

z A ^ag2
a2 P-yne 72w2

: w2a2 = s í n (0 + VO : c o s 0 

— - _ ^ . s i n ( / 3 + t x ; ) 
^ 2 _ ^ 7 * 

a tedy 
—2 _ waaasin(/g + ^) (n2a2 + 2a) sin (p — rl>) 
not« — ~ . -2 1 ' cos P cos fl 

"&— ^íl ^V*á + 2cř) • *áa~* s i n C/* + V) s i n (0 — V) 
Z /\ n2#2a2 plyne n2a2 :(s — m) = cos 0 : cos ^ 

(5 — wa) cos /í (s — m) cos p , 
n2a„ = a s2w2 = r a-

2 2 cos I/J 2 2 cos x(J ' 
Krychlový obsah obdržíme zase obdobně jako u řezu pa­

rabolického složením z kužele o základně řezu a výšce 
v = w sin (/3 + t/>) 

kde m = v2a2 a krychlového obsahu kužele jehož základnou je 
úseč kruhová Ux a výškou výška celého kužele. 

Čtenář sám dovede si dosaditi hodnoty potřebné dle pří­
kladu předchozího. Rovněž lze výsledek touto cestou odvozebý 
zkontrolovati výsledkem získaným pro kužel odříznutý, jehož 

17 
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rovina základny dotýká se vepsané koule, pofcítáme-li tento obsah 
opět jako | součinu povrchu a poloměru koule vepsané. 

Některé důsledky: Pro m = o je a = o ; 6 = 0 tedy 
Z = Ú = x . y = 6*2n2 . H2f, tedy 

cos ^ • cos /? * V c o s * / 

= í l i j ! J VsMČT^rOsín^ 
COS2 ip Y v T y V í ^J 

t. j . plocha A vzniklého řezem roviny vrcholové, při čemž úhel 
při vrcholu řezu o je dán podmínkou, že 

sin co = £— \/sin (ft + tb) sin (/i — u/). 
k2 cos2 </> 7 v r ' y 

Položíme-li pro m = o ještě podmínku ^ = /3 bude 
Z = Ú = O 

t. j . rovina řezu dotýká se povrchové přímky. 
Pro \p = o a m = o bude s2tt2 = $ cos /? = výšce úplného 

kužele a 
>?„£. = — - - yn.al sin # . sin /? 2 1 cos /? 2 2 

waa; = s2 cos2 /3 
tedy 

n X = V*2 cos2 ($ sin2 ft = 5 . sin p 
2 1 cos fi v f ř 

ale 5 . sin /? = r jak musí býti, neboť je to řez rovinou vrcho­
lovou kolmý k základně. 

Roentgenologická stanice. 
Dr. Viktor Teissler. 

Koncem roku 1895 uveřejněna byla první zpráva sdělující 
s veřejností objev wtirzburského univ. professora W. C. Roent-
gena. Po jeho prvním pojednání „O novém druhu paprsků" uve­
řejněném v prosinci r. 1895 následovala v lednu 1896 přednáška, 
provázená demonstracemi ve fysikálně-lékařské společnosti ve 
Wftrzbtirku. Od prvé chvíle ujala se objevu nejen fysika, ale 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T15:54:32+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




