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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 nejjednodussim Feeni rovnic kubickyeh.

Pro studujici napsal

prof. dr. F. J. Studnitka.

Prehlédneme-li rozvoj nauky o rovnicich algebraickych,
shleddme, Ze nynf jest ve stadii tfetim, z nichZ prvnf koncilo
roku 1545 vyddnfm Cardanove spisu ,Ars magna“, druhé pak
r. 1851 uverejnénim klassického pojedndni Sylvestrova ,Essay
on canonical forms“. Z ¢ehoZ jde na jevo, Ze kaZdé reSeni zvlast-
nfch dkold sem pripadajicich m4 jiZ svou literaturu, z nfZ se
pozndvé, jak se postupné zdokonalovalo i co do theorie i co
do prakse.

Kdo by chtél miti struény toho doklad, nechf vystopuje
nauku o FeSenf rovnic kvadratickych ve stadifch v8ech; obdrzit
tu nejjednodudSfm splisobem obraz ptislusného postupu a poznd
podstatu soucasného pokroku.

A podobny, a¢ mnohem sloZitéj§f zjev poskytuje FeSeni
rovnic stupné tretého,*) o némZ tuto hodldme podati struény
navod, jak s hlediska modernfho jej mozné oddvodniti spiisobem
jednoduchym, uéinéné pokroky ptedpoklddajicfm. Neb kdo dnes
m4 Fesiti urcitou rovnici kubickou, chce miti recept k tomu co
mozné nejkrat’f.

Obecny tvar takové rovnice jest, jakoZ zndmo,

x® -+ 3px 429 =0, 1)
takZe ddme-li hledanému kofenu vyraz
3 3 3
@ = Vp [Va, + Ve, @)

*) Viz na pf. Matthiessen ,Grundziige der antiken und modernen Algebra
der litteralen Gleichungen.“
13
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nové veli¢iny e, a @, nutno tak uréiti, aby = vzorce (2) uvedlo

levou stranu rovnice (1) identicky na nullu. Z tohoto vzorce
jde tedy napted v

2 =3z . Yo, a,p® + p (&, + @),

takze poi’ovnanim s danou rovnici obdrZfme

ooy, =—p, 3
2
“1+“2:"’"pi, 4)

z ¢ehoz plyne, Ze nezndmé tyto hodnoty jsou kofeny rovnice
stupné druhého tvaru*)

a’—i—%a——p::o. )
ReSenfm si pak snadno zjedndme

poy =—g¢+Vi* 77, ©)
pay =—q—Vg* +p°,
¢imZ vzorec (2) obdrzi podobu znémého vzorce Cardanova.

Znajice takto jeden kofen rovnice (1), ustanovime ostatnf
dva, zredukujeme-li ji zndmym splisobem na rovnici kvadratickou.
Kladouce totiz

@, = Yoyp + Youp = u+v,

z CehoZ se zfetelem ke vzorei (3) jde

8
Voapp?=—p=u.v, ()

uZijme zndmého**) schematu

*) Ze tu vyskytuje se Hesse-iv kovariant pifsluiné formy, budiz jenom
mimochodem pfipomenuto.

**).Viz Studnitke ,0 duchu mathematickém a nékterych jeho zjevech.”
Casop. VIIL pag. 89.
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1, 0, 3p, 2q

utvl 1, vudv, (u4v)?43p, O

)

nace¥ obdrZfme pomoc{ vzorce (7) p¥islusnou rovnici kvadratickou
2+ (u+v)e + 6 — w4 0v* =0,
jejiz kofeny jsou

==ttty ®)
x, =1 5 v—z%—i’% . )

Pokud jest tedy p positivni, predstavuji vzorce (6) veliciny
redlné, x, pak jest kofenem redlnym, kdezto x, a «, jsou ko-
feny soujemné a sdruZené. VSeobecné tu konené platf

@ + @, + 2, =0,

@@,y = — 2,

jakoZ snadno se pomoci vzorce (4) pozni.
Jakmile vSak p jest veliCinou negativni, vzorce (6) majf
tedy tvar

o, = q— Vg% —p3
e 0
nutno rozezndvati piipady % a to:
a) Vyhovuje p a ¢ podmince
q*>p*, (11)

natez mime pifpad tyZ, jaky,poskjtuje positivn{ p, Ze totiZ
vzorce (10) obsahuji veliCiny redlnf jako vzorce (6).

b) Vyhovuje p a ¢ podmince
¢’ =p*, (12)
nacez jest ve vzorcich (10)

poy =poy =q 5 |
13*
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a tedy ze vzorce (2) plyne pro koten prvni, uzijeme-li vzorce (12),
3—-
w,=—2Vq=—-2 P, (13)

kdeito ze vzorce (8) a (9), protoZe tu plati
u=v,

obdrif se pro kofeny ostatni

Ty = Ty = Ve=Vp. (14)

Ziroven tu pozndvdme, Ze pro negativni g platf

3
o =2Vg =2Vp, (15)
3
w, =xy = — Vg =—\p, (16)
jako% i jinym splisobem moZnd objasniti.*)
¢) Vyhovuje p a ¢ podmince
*<p®, (17)
nate? mozn4d vzorcim (10) dati tvar
e, — a — i Vpd — gt -
p o, — q 1: V1_°_3 q ] (1 8)
poy =gq+iVp*—¢*,
z néhoz patrno, Ze velitiny pe, a pe, jsou soujemné a sdruZené.
A ponévadZ podlé vzorce (2) tfeba vziti jich odmocninu tieti,
nutno provésti takovou jich proménu, aby tato tfet{ odmocnina
se objevila té% byti éfslem soujemnym, co% nejsnadnéji prove-
deme takto:
PoloZfme-li
q=0«, VP - q'z =0,
bude patrné
' po, =a—fi, po,=a-pi;

*) Viz Studmitka ,Prispévek ku grafickému rozboru kubicky’ch rovnic“
Casop. XXII pag. 81.
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a ponévadZ platf, jakoZ zndmo,*) v8eobecné ku periodé nehledfc,

(o ) =5 L@ B - iaretg £,

obdrZime v tomto piipadé

! (pey) = - 1p3+ darotg 12

| ¢,
q

zavedeme-li tedy krat${ oznacenf

3 __
V_ ¢ =9,

arctg
z néhoZ plyne

3_
tgtp_.v_ ¢ csp=-L (19)

’ Vp?

zjedndme si z posledni relace napfed
1 1 X
3 L (pm) =5 p+is,

a vratime-li se od logarithmiiv, konetné

i 2

3
- 3
Vﬁ‘z = Vl—’- e 3
a podobné obdri{me pro soujemnou veli¢inu sdruZenou
VP"‘l = VP € 6 )

takZe soucet jich bude
Y.
'3
e

Vom -+ Vom =2V L + .

a tedy podlé vzorce (2) prvni kofen na$f rovnice jest

=2Vpcos ¥ 3 )

@, =— 2Yp cos '?31 (20)

*) Viz Studnicka ,,Vy‘;klady o funkcich monoperiodickych pag. 144.
*+) Ibid. pag. 88.
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Ostatni dva obdrZime pak nejrychleji, sniZfme-li pomoct
této hodnoty kofenové rovnici (1) na stupen druhy pomoef zn4-
mého schematu

1, O, ._.-_31), 2q
b
—2Vpeos | 1, —2Vpeos, 4pcos“i§-—3p, 0

takze prisludnd rovnice kvadratickd bude
®?—2\p. cos%.w—i—llp cos’%—Sp:O,
jejiz koteny jsou, jakoZ snadno se zredukuje, '
@, = Vﬁ[cos % -+ Vgsin—;i] ,

I o .
acz::Vp[cos—a—— 3sm%—].

@1)

Uvéaifme-li pak, Ze plati

cos 60° = -—;— , 8§in60°= %V?T,

obdrzfme ze vzorch téchto téZ, coZ jinak byvé odvozovéno, )
@, = 2 Vp cos (% — 60") , (22)

z, = 2 Ypcos (%’— + 60°) ) (23)

takie vSechny tfi kofeny anebo vzorce (20), (22) a (23) moZné
zahrnouti spoletnym vyrazem

®ras=—2\p cosﬁ—aﬁ’f’-‘ , k=0,1,2). (24
A z téchto vzorcl moZnd takté ptejiti ke vzorciim (13) az
(16), platfcim za podminkou (12).

Pak jest pro positivni ¢ dle vzorce (19)
cosp=1, tedy ¢ =0,



199

a pro negativnt g dle téhoZ vzorce
cosp=—1, tedy o =m;

v prvnim pf{padé plyne tedy ze vzorce (20) pffmo vzorec (13),
ze vzorcl pak (21) vzorce (14), kdezto v ptipadé druhém plyne
ze vzorcl (20) a (23) dvojvzorec (16), ze vzorce (22) konecné
vzorec (15).

Pozndmka 1. Mame-li na zfeteli zndmou poucku,*) Ze bi-
narni formé stupné lichého

(@ @y Ay« oy Qpa G, y)2n i

pifslusf kanonicky tvar
nt1
Z by (x - euy)*ntt,
k=1

kdeZ e; predstavuje (n - 1) kofen rovnice kanonisujici
ertl, ey el L, 1
an+1 3 Ap 4 Ap—1y 0.y A,
Ontay, Ont1, On, .., @ | =0
Uont1y A2ny A2p—ly seey Ay

a koéfficienty b+ urCuji se soustavou rovnic linedrnich
. n+4-1
’flbka,’;:al, (*=0,1,2,...,n),

obdrZime v naSem pfipadé jednoduchém, kde

n=1, a=1, =0, a=p, a=2,
co kanonicky tvar

by (@ )+ b, (24 ay)?,

kdeZ «, , «, jsou kofeny rovnice
o, a, 1
p, 0, 1
2¢, p, 1

=0, (25)

*) Viz Fad de Bruno ,Théorie des formes binaires,“ pag. 108.
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kdezZto soucinitelé b,, b, urCujf se rovnicovou soustavou jedno-
duchou
b, 4+ b, =1,
by, 4+ by, =0, (26)

takZe se zdd, jakoby YeSenf rovnice kubické spfisobem timto
nejmodernéjsfm bylo krat3f neZli splisobem di{véj§im. Ale pro-
vedeme-li v8echny substituce, jichZ tfeba, aby se pFiSlo k na-
Semu vzorci (2), pozndme, Ze tato cesta, na dokonalejif theorii
zaloZend, neni krat$f. Neb naSe rovnice (25) jest tu

a"—-%ga—p:(), @

takze prisluSné kofeny e,, «,, o nichZ platf

o, =—pP,
-jsou tu patrné

1 _
@, ==+ + 9,

Gy — ? (q—Vs—l_’TP_’),

zérovein pak se obdrzi feSenfm linedrni soustavy (26)

(@8)

]

(29)

takZe z kanonického tvaru plyne napred

“’[Vb—x +V52]:—'al W’_n—““zvb_z,

a dosadime-li tam ptisluSné hodnoty za @, &, b,, b;, a zkrd-
tfme-li, co moznd, obdrZfme koneén& pro prvni kofen rovnice (1)
vzorec :

T = VE;[ V‘;l +V"~‘—z] ’ (30)

ktery md tyZ tvar, jaky vzorec (2) uddvd, a pouze oznaéenfm
se lisi, protoZe tu «,, @, jsou kofeny rovmice jiné.
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UvéZfme-li vSak, Ze z na8f rovnice kanonisaénf (27) vznikne
rovnice kovariantni (5), zavedeme-li tam —ea za «, obdr¥fme ze
vzorce (30) pifmo

3 3 3
2 = Vp [Ver, +Vai],
kdezZ a;, «, jsou tedy kofeny rovnice (5), jeZ ve vzorci (2) na-
zvény byly e,, «,, takie poslednf vzorec na§ zcela souhlasi se
vzorcem (2).

A tim oddvodnéno tvrzeni, Ze diiv&jsi splsob fefeni jest
kratSfm, coZ se srovndvd i se zkuSenostf, jakouZ poskytuje met-
hoda, uvéddéjici elementdrnim zpisobem tvar (1) na tvar ryze
kubicky

uwd=A.%

Pozndmka 2. Chceme-li pffmo feSiti dplnou rovnici kubi-
ckou tvaru

ax* 4 3a,2* 4 3a,x 4 a;, =0,
miZeme bud uZiti kanonisantu

«?, a, 1
a,, ay, a,|=0,
Ay, C3, O

anebo jiti opacnou cestou od vzorce (5) ke vieobecnému ; shleddme
tu, %e druh4 tato cesta jest pohodInéj§f a rychleji poskytuje
zndmych vzorch Eisensteinovych**) neili cesta pifm4d, jakouz
teprva po dlouhych obratech pfijde se k témuZ cfli.**¥)

*) Yiz Dickmann ,Lehre von den Determinanten und jhrer Anwendung
auf dem Gebiete der niederen Mathematik® pag. 51.
*¥) Viz Crelle ,Journal f. d. reine u. angew. Math.“ Bd. 27.
**¥) Fat de Bruno ,Théorie des formes binaires“ pag. 111.
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