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Prispévky k elementarné theorii elliptickych
- integrali.

_ Matyas Lerch,
docent eské vysoké Zkoly technické v Praze.

1. Bud L
R (%) = ayz* + 4a,x® 4 6a,2% | da,x + a,
=gy (®— ) (z—e,) (x—a3) (x— )
celistvd funkce stupné ctvrtého, jejiZz kofeny jsou vesmés réizny
Zavedeme-h novou proménnou J rovnic{

(¢)) ' r=ua, —|— —
obdrZ{me R(x) = y" MI_II (e, — “u) y—+ b]
¢ili
® =0 g6 %) &),
kde jsme znamenali C
cp = “nf" a (% ':, 1, 2, 3),

a uzili zndmého vzorce:
R () = ap(ety — &) (2, — @) (@, — @3).
Rovnicf (1) je definovdna proménnd « jakoZto linearns
funkce y, kterd hovf rovnici differencialné = -
de = — %-y ; _
délimeli obé strany této odmocninou ptisluiné strany rovnice
(2), méme

dx _VT ) _ dy
Vfi_(x—) - R(e,) V(—y—_ o) [y —c) (y'_ ¢)
: 4
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V rovnici (1) miZe b znaciti kteroukoli koneénou veli¢inu
od nully riznou; volme je tak, aby

Vet =1

_t. j. kladme
1
b= Z R (“4))
¢imZ méme rovnici (1) ve tvaru
a f— 1_ R’(a«l)
(1 ) r—o; — 1 ¢ T )
z ni% pak odvozena rovnice differencialns
3) de dy
VE@  —2Viy—a)y—e)y—c)’
S e {CA R
kde cx znalf vyraz I a—a

PoloZme nynf y=c, -} 2, kde ¢, volme tak, aby soucet
viech ti rozdild ex = c;—c, byl nulla, t. j. poloZme
3¢ =¢ +F ¢ +F¢5.
Tim obdrZf funkce pod odmocnitkem tvar
(z—e) 2—e) (2—6),
a ‘kofeny e, budou hovéti podmince

e + &+ =0,
takZe pak mdme misto (3) rovnici:
3% dz — _dz
VR(“’) _2V(2—31) (z—e) (z2—¢e,)
_ dz
T — V423—9zz — Y3 ,

kde jsme kladli s Weierstrassem
9o = —4 (616, + eze3 - 3¢)), g3 = de 650,
Abychom vyjadfili veliCiny ex a soudinitele substituce veli-
inami danymi, uvaZme, Ze tu
—1 Re)

c
4a,—a,

%» k]

a tedy
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Veli¢iny ax (x =1, 2, 3) jsou kofeny 10vnlce ( ) =0:

abychom vySetfili jich soumérné funkce v naSich vymzech pro
¢ 2 gy, g5 se vyskytujici, polozme z—=e,-} 8, 8, = e, — a,.
Podlé véty Taylorovy pak mdme:

R(@) =R(et, - ) =R(@)B + gR” ()8 + & R (a,) B -+ auf*
“a proto jsou veli¢iny B, kofeny rovnice kubické:
Rr(ay) 5 B (@) B + FR7 ()8 + 0 =0,

z niZz plyne dle zndmych vlastnosti kofendt rovnic:
__1R"(e,)
Zﬁu Z %y ‘—“4_ T 2R'(a)

1 1
120 =R (@)D ] g——pr =—5 R ()

a odtud

¢ili
1
Cg — — EZ R”(a4)-

Substituce, kterd nds vedla ke vztahu (3*), znf tedy
1 R'(ay)

L—0, = — , —m——F—————
(1% T4, 14,
2 24R (a‘l)
a velifiny e, e, e; jsou dény rovnici e, =c, — ¢, t. j.
1 R@) , 14,
@) en""4_' ax_a4+24R (“«)'

Differencovdnim méme z rovnice

R (x) = q, 141 (®—ay)
=1

nésledujfef: :
R@=0, ) (@ — ) (@ —a) (z—a,)
I<<p<<v
R”(z) = 2a, Z (z— ) (@ —eay,)
<p

a zvldSt tedy pro x = «,:
R'(ey) = 2a, {(2, — o)) (@ — @) + (2, — &) (2, — &)

+ (2, — &) (¢ — &)},
4%



b2

aneb

R (2) = 200 Bal —2a, (o, { o, + ;) + 0y, + @2, + a0}
= 200 {80} — 20, (f; — &) +-f, — (f, — @,) .}
= 2a, (f, — 3, , 6ez).
Dile jest pro » —1.
. Rie) _
a —-‘a4 = ao(0ty — a,) (o, — ;)

={—ea} 4 &y(@y + @3) — ayey} a,
:{-“:"l‘%(fu" o — ) — L F o

o0,

={—2¢] + o, f, — a0, — f } s
o0

kde znall fy, f;, f;, fs zakladni soumérné dkony prvké e, «,a, a,
definované totoZnosti:

' —fi 2t hel — et f=@—a) @—n) (@—a) @—ea,),
takZe zdroven

— _ 4a, —  6a __ 4a, _a
fl—' '(Z, f2-+;f’a fa—""_c;’ f4"'(T:'

Z rovnice (4) mdme tedy pro » =1:

12¢, _ 3R'(e,) , 1.,
a o, — “4+—2-R ()
= ”' 3(ey e, 4~ alf;‘ )+ fa
tedy
4e 1
) '_";l_ol“=“1“4 ~+ oy, ”‘g‘fz
Z toho odvodfme permutaci liter:
4e 1
%) _'af:“2“4+“1“3—§f:
« 4e 1
(5%) __a—f = ;& +“l“2_§f2'

Permutujemeli v kterémkoli z téchto vyrazl v pravo u rovnic
(®) — (8°) litery « na vSechny moZné zplisoby, neobdriime
#4dnych novych vyrazii mimo udané prévé tfi. Kdybychom tedy
zvolili za zdklad substituce (1*) misto e, kterykoli z ostatnich
tH kofend, mél by transformovany differencidl (3*) tytéZ koteny

e, a také tytéZ vyrazy g, a g, . Ano je totiZ Z—‘ soumérno vzhledem

0
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k e, a,, objevi se e, téZ jakoito kofen pFi substituci, v ni%
vzato e, za zdklad, atd.

Uk4Zeme nynf, Ze lze koefficienty g, a g, vyjddtiti jakoZto
celistvé funkce soucinitelti funkce R(x).

Znamendmeli
Py = 0,0, | Gy 0 = 0y, - alf:x,; )
P, = o0, a0, —aye, o:I:x‘, ,
Ps = ey, + o 0, = aze, - a:;4 )

budou soumérné funkce velitin ¢, , @, , ¢, zdroveh soumérnfmi
funkcemi veliin «,, a,, o, «,.
Skutecné jest

2’1;‘{'9’2 + ‘fsz—_-'- fas
Z #.91 = Z (a0, ~+ o) (g a4 y)

)
n<? n< i Fnla %
2 2 4 2, 2 2 Ce?
O, 00, + f40£4 (“u + al,) + f4

z
e o0,

n<}

= Z“n o« “: + Z(“v“:}“i + e, “4“i + @, “l“wz)v
R A< 4 R A<l A4
kde x, 4, v jsou zcela uréitd ¢fsla z Fady 1, 2, 3 vespolek rifizné.
Tento vyraz je viak patrné roven soumérné funkei

D meah =1, f, —4f,,
takZ méme
P19+ P2Pe + PPy = fy f, — 4f,.
Déle bude patrné

PP L S AT S SAICLERA

=fa[udd e Tan e Y]

' p<r<<4 p<4

= oo} + o D el + fu D) jwitalajal

<] <|4 <<
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Tu zavedeme zdkladnf soumérné twkony §,5,5,h, velicin
4

o, o, a?, af, takie §), = E o), atd.

m1
Pak bude
Dlep=t—eh D ae=0,— 0 — el
ft<4 P r<l4
alelal =B, — (eia; + ajal - oje )ai

-—[)3_{[)2—‘([)1 ay) e} e) = 3—“1[)2‘*““:[)1’“2
a obdrzime
0,9,9; = f, b ~+ bs.
Tu pak snadno shleddme*), Ze tu plati
b =fi— 2fqy Y3 =13 — 2f, fas

tedy . 0,90, = fi fa — 42 f, 43

Nynf je patrno, Ze @, , ¢,, @, jsou kofeny rovnice
Flo)=(p— ) (@ — ) (9 — ;)

=*—f0 4, fs — 4f)e — (f:f, — 4. f. + ) =0,
jejiz soudinitelé jsou celistvé funkce veliCin f.

Znamendme-li nyni

4e

Yp=—_"
Q
jsou ¢, , ¥,, ¥, kofeny rovnice

1
F(@+5H) =0,
v ni% tfeba pouze stanoviti absolutnf ¢len F (% fy), aby se na-

43 Yoo, 16 93

3
al a;

lezl soudin ¥,¥,¢; =

Bude tedy

1693 3 3 1 4
az 7f 9f2+§fl fz fa“’gf'z f4

_f1f4+4f‘2f4_f§y
*;;~‘£7~ei‘i;;1y ay (x=1, 2, 3, 4) jsou koteny rovnice F(J =) (F(— ¥ =)=0,
kde §(z) =2* — f,2° 4 f,2* —fo2 + i, takZe mdme
e —e)=F ) F(—V®) =+ fat ) —(h 2+ L)%
®

0

kde pak soucinitel pfi z" rovnd se (— 1)"{)1,




bb

tedy
16 g, = — 16 a; + 32 a 4,05 - 16 a,a,2, — 16 a}a, — 16 a, a}
t. j. 93 = Ay0,04 + 20,0505 — %%, — a,al — aj,
coz se ptehlednéji vyjadif determinantem:
1 G G Gy
Js=|% G OG-
(12 as a4

. . . 1
Soucinitel pti ¢ ve funkei F (¥ + 3 fa) rovni se patrné

veli¢ing F” (;—) fs); a ponévadz
F (p) = 39* — 2f,0 +f1 fs — 4fs,

bude
v (b f,)=2¢,,¢,=gf:—§fi+ﬁ h— 4.
<q
t. j. “A Lpggg—a,

0

a tedy posléz:
g2 = a,a, — 4a,a, | 3a;.
»Znacli
R (#) = a,2* - 4a,2* 4 6a.za:“ + 4a,2 + a,
celistvou funkei o jednoduchych kofenech e, a,, a;, a,, bude
rovnice differencialng

de dz
VR@ - Vit—gz—g,’
v nfz 9y = aga, — 40,0, - 3a}
a, “a; a,
ga—|a @a a3\,
Ay Q3 Oy

splnéna. kaZdou z ¢tyt linearnych funkef:

RI

x_a,_—_}I.___(L*) . =12 3, 4,
Z———R (“u)

jejiz soucinitelé jsou n'raclonalné funkce algebraické promén-

nych souéiniteldt funkce R (z).“

(Dokongent.)
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