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=xcosa-—ysina - c (20)
p==2asina-+ycosa-tc,.

V piipadu, kdy v (19) zvolime dolni znameni, miame formule
E=axcosp-+ysing-c,
n=xsin@—ycosp - c.

Ucinivée 9 — 7 — &, mdme

E=—uwxcosatysina-toc, . @1)
n=axsine-}ycosa - c.

Formule (20) jsou transformaénfmi formulemi ze soutadnic
pravoihlych k novym, téZ pravoihljm osim; formule (21) na-
byvajf téhoZ tvaru, piSeme-li — & misto £ a tudéf jest systém
bodi & n vidy shodnym se systemem bodié =, y, ¢imZ naSe
tvrzeni dokazano.

Obdobné tvahy bychom mohli provésti vzhledem k hbo-
volnym plochdm a vzhledem k prostoru; nechtéje viak p¥ili§
roziifovati objem tohoto ¢ldnku, ztstavuji je dobé pozdéjsi.

Prispévek ku theorii ploch rotacnich.

Zaslal

Viiém Jung v Pardubicich.

§ 1. V nésledujl’cfm chei odvoditi, kdy znamené rovm‘ce
(alac-]—a,y—]—a,z—}—%) +(bw+b2J+bz+b4)
clm—-}—cgy-{—csz—{—c‘ (1)

differencialnou rovnici plochy rotaéni..

Rovnice plochy rotaénf mé vieobecné tvar

@ [0+ 0y + 0,2, (@ — )P+ (y—1)* + @ —1,)", (9
pti CemZ znac¢i symbol @ libovolnou funkci; o geometrickém
vyznamu veliin 0,, d,, d;, I, I, I, netieba se Sifiti; jestit
kaidému, v tomto oboru. pracujicimu, znim! .

Abych fedil rovmici (1), utvoiim si dle zndmé- zésady
srovnalost

da s dy
alac+a,y+a3z-{—a_, bm+bzy+b3z+b
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dz ' :
e+ ey ez e, @ ®
kterouZ napi§u ve formé t¥i rovnic: :
de = (0, + ayy + a,2 + a,) dt
dy = (b = byy + byz + b,) dt (4)
dz = (¢, + ¢,y + ¢32 -+ ¢,) dt
Jsou-li F| (x, y, 2) = C,, F, (%, y, 2) = C, dva integraly,
vyhovujici soustavé (3), bude miti integral rovnice (1) tvar-.
@ (Fy, F,) =0. ®)
Jest tedy nasf dlohou vySetfiti podminky, panujici mezi
souciniteli a, b, ¢, za kterjch nabude integral
F, = C, tvaru 0,2 -+ 0,y 4 0,2 = C, (6)

a integral : :
F, =G tvaru (z —10,)*+@y—L)>*+E—5L)=0.. (7)
Abychom odvodili, kdy mé soustava (3) integral formy.
(6), nédsobme rovnice soustavy (4) posloupné neuréitymi koéffi-
cienty 0y, d,, 0, a sectéme takto vzniklé vyrazy, takze
0yde +- 0,dy + 03dz = dt {(0,ay + 9,0y + 03¢,) - (9,0, +
0,0, - 0362) Y+ (9).85 + 9yb; + 03¢3) 2+ 0y a, 19,0, —+ d3¢,}.(8)
Aby diff. rovnice (8) podala integral formy (6), musi jeji
prava strana pro jakékoliv x, y, 2, dt zmizeti, takZe musf platiti:
a,0, + 0,0, +¢,0, =0
a0, + 0,0, +¢,0, =0 ©)
a30y + b;0, + ¢, =0 - .
a,0, 4,0, + ¢,0, =0
Z cehoz dvojndsobnou elliminaci veliéin A vyplyvd dvé
podminek

ay, by, ¢ a, by, ¢ v
Agy by, ¢, | =0 (10), |ay, by ¢, | =0." (11)
a3y by, a4 by, ¢ ‘

Abychom déle odvodili, kdy mé4 soustava (3) integral formy
(7), ndsobme rovnice soustavy (4) posloupné hodnotami (z — ),
(y—1,), (z—1,) a seétéme takto vzniklé vyrazy, naceZ méme:
(@ — 1) do - (y —1,) dy + (s — L) da =8 [dy? + bjy* - ojs®
~+ (a,+6,) 2y + (b34¢5) y2 + (¢4 + a3) 22 - (@ — Iy a; — 1, by
—le) w4 Gy—blay—bLb, — L)yt (a—ha—1 by
—lye) 2 — (ha, 4~ 1,0, - la"-z)} (12)
15
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Aby diff. rovnice (12) podala integral formy (7), musi jeji
pravé strana zmizeti :
t.jo a,=b,=¢,=0, b =—a,, ¢, =—a,, ¢, =—b; (13)
al, + b0, +cly—d, =0
oty ~+byly 4 eyl — by = 0\

ayly + byly - ¢yly — ¢, =0 (19),
agly + bl +cly+ 0=0
z CehoZ-li vylouéime ,, I,, 5, plyne
@y, by 0y —ay
by, ¢y — b, —0 (15)

asy by, €3y — o4

ayy by, 4 0

Za podminek (13) vyhovi se podminkim (10) a (15) za-

roveli, nebof se oba determinanty proméni v symmetralné dili
protimérné s nullovou piickou. TotiZ

ayy by, 0, —ay, —a,
Agy byy ¢y | =|ay, 0, —b,| =0,
a3y by, ¢ as, by, 0
jakoZ i
ay, by, ¢y —a, 0, —ay, —a,, —a,
Qg bzv Cay ""'bi — g, O’ - baa _b( —=0.
sy byy €3y — 4 Y by, 0, —¢,
a,, b, ¢, 0 ay, by, ¢y 0
Soustava (9) se proméni v
— a,0;, —a,0, =0
azd‘, —_— 6303 =0
ay0, + b0, =0 ] (16)
. a0, + b0, +c¢,0, =0
a soustava (14) v
— ayly, —agl; = a,
ayly — byl, = b, 17
' gty 4 bgly = ¢, (0
' agly 4 bly 4 ely = 0
a podmfnka (11) piejde v
0, —a, —a
a, 0, —b |=0. (18)

49 by, Cy
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Znamend tedy rovnice

9
(@2 + @y -+ a2 + @) 5= + B,z + by + bz +b,)
9
s =0 ay et

differencialnou rovnici plochy rotaéni, plati-li

a, =b, =c; =0, b =—a,, ¢, =—b;, ¢, = —a,,

jakoz i
0, —a,, —a,
G, 0, — b, |=0.
Ay by, Gy

§. 2. Nam jest i moZno piimo udati rovnice osy plochy
rotaéni, zndme-li diff. rovnici této plochy.

Znamenaji-li totiz e,, «,, «, uhly, jei tvofi rotaéni osa
se soufadnymi osami X, ¥, Z, plyne z geometrického vjznamu
veli¢in d,, 9,, 0, srovnalost:

COS0ly __ COS®, _ €OSC,
s — 9, 0 (19)

Poméry veli¢in d,, d,, d, moZno ze soustavy rovnic (16)
vypocitati.

Veli¢iny pak {,, {,, I, vyhovuji rovnicim osy rotaéni, nebot
jsou soufadnicemi stfed@ obalenjch ploch kulovych. Udélime-li
jedné z nich urcitou hodnotu, jsou ostatni dvé urcité stanoveny
pomoci soustavy (17).

Rovnice osy rotaénf budou pak vieobecné

e—1l _ y—1l, _ z—1
s, 8, o

(20)

Abychom dospéli co moZnd nejkratéeji k rovnicim oné osy,
rozeznivejme tré piipadi:

1. Vedkeré o jsou od nully rizné t. j. d, =0, 0, =0,
0, =0; osa rotaéni neni ku Zidné z os soufadnjych kolméi élh
ku zadné z rovin soufadnych rovnobézni.

Polozme v tomto piipadé nékterou z veli¢in / rovno nulle,
tieba I, =0, pak znamenajf ,, I, soufadnici y-ovou a z-ovou
tretf stopy rotaénf osy (jejtho proniku s rovinou Y, Z). Pak
L b, ' 0, by ' 0, T b

15*
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‘Rovnice osy rota¢n{ pak budou

s b,
2 YT _ T, (21)
7’:_ —a a,

V této soustavé se nevyskytuje koéfficient a,, coz by mohlo
zavdati pri¢inu k diimince, Ze soustava (21) neni spravnou.
Povézime-li vSak, Ze jest a, dle (18) odvislé od a,, a,, b,, b,,
¢, (plati tu a, b, — a, ¢, = b, a,), uzndme Gplné spravnost jeji.

2. Nékterd z veliin 0 zmizf, pak jest osa rotacni rovno-
béZné s nékterou z rovin soutadnych ¢ili kolmi k nékteré z os

souradnych. Dejme tomu, Ze 0, =0 (t. . cose, =0, &, = % ;

osa rotaéni jest | k X aneb || s rovinou YZ).
Pak musi nutné dle (16) b, =0, z (18) pak vyplyvd

ay¢, = azb,
c b a b
4. — 4 apeh 2 —=-—4%,
ay ~ ay a, c,

¢ili

Ze (17) se poddva I, = -21 = —f;—. Jest tedy I, samo sebou

2 3
urCité a osa rot. se nalézd v roviné, jeZ md rovnici
b ¢
=4 =-1,
ay a,
Na to poloZme I, = 0, pak jest
=— G G__ b
= , = =
a;’ 0, az Cs
Jest pak
) [+
ry ary
g 3 aneb L = 5 3
3 Oy 2 — 0,

rovnici primétu osy rotaénf do roviny YZ, Obé tyto rovnice
poddvajf totéz, jakz ani jinak byti nemfiZe.

- 3. Zmizi-li dvé z velidin 0, jest osa rovnobéZnd s jednou
osou soufadnou a kolmd na jednu z rovin soufadnych.

~ Je-li napt. 0, =0, =0, jest ¢, = a, :%,’ o, = 0. Ro-

taénf osa jest rovnobéiné s osou Z &ili kolmd na XY.
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Tu musi dle (16) b, =a, =0, ale i dle (18) ¢, =0,

- a, b, .
nacez dle (17) ¢, :-——321‘—, L :Z“; jsou tedy I, a I, samy
sebou urcité a osa rotacni je pronikem rovin, jeZ maji rovnice
b
x = a—” y Y=— D,
2 ay

Déle patrno, Ze tu I, :%, coZ jest Uplné na misté a

znamend, Ze soufadnice z-ovd osy rotaéni jest neuréitd, t.j. Ze
jest osa rotaéni kolmé k roviné XY.

8. 3. Pozndmka.

1. Rozvineme-li differencialnou rovnici plochy rotaéni -

0z
—, COSG, & — @,

dx
9z =0
@7 cosﬁa y—4% ’
— 1, cosy, z — z,

kterouz poprvé prof. dr. G. BlaZek v tomto casopise R II pag.
172 odvodil, shleddme, Ze se tu potvrdf souvislosti svrchu do-
kazané.

Platf tu, jak se kaZdy snadno presvédéi:

-g—z; {z cosp — y cosy -y, cosy — z,cosp}

-+ %’;— {oe cosy — 2 cose - 2 cosee — @, cosy}
=y cose. — x cosf -} x,cosf — y,cosa.

Dle naeho oznacenf plati:
a, =0, a, = — cosy, a, = cosf, a, = y,c08y — z,c0sf

b, =cosy, b, =0, by = — cose, b, = z,cosec — x,cosy
¢y = — cosf3, ¢, = coser, ¢; =0, ¢, = x,c088 — y, cosa.
A jest tu skutetné ¢, = b, —=c;, =0
by =—ay, ¢y =— by, ¢, = —a,,
jakozZ i
0, —a,, —a,
g, 0, —b |=

% by, Cq



222

0, cosy, — cosf3
= — €08y, 0, cosw
Y108y — 2,¢08f, z,co8 — x,c08p, X,C08f3 — Yy, cosa

0, cosy, — cosf

=| —cosp, 0, cose|=
— z,cosf3, z,cose, 0
0, cosy, — cosf3
— 2, | — cosy, 0, cose | = Q.
cosf, — cosa, 0

Ttet{ determinant v tomto pofadi obdriime z druhého,
priteme-li v tomto ke tretf rddce 2, ndsobnou prvou a y,
nasobnou druhou Fidku.

2. V R. Itohoto ¢asopisu pag. 207—213 ¥esil ptileZitostné
dr. Ed. Weyr rovnici

(alw + a2y + a3z + a4) _gﬁw + (blm + bzy + bsz + bq) g_;‘
=0z +ay+ezte, ()

velmi elegantnim spiéisobem.
Prevedlf vie v podstaté na feSeni kubické rovnice:

a—n, by, ¢ ay, by, o
Ay ) b‘z—n, ) = | %, bz’ Co
a  , b ,c—n az, by, ¢

ay, by by, ¢,

by, ¢,

C3y Q3
Cyy Oy

_l'_

{ Qg b'z,

ohledné =«. ]
Nebude nezajimavo ukizati, jaké kofeny ma tato rovnice
v pifpadé, kdyZ znadf (1) diff. rovnici plochy rotaéni.
Kazdy snadno prehlédne, Ze se v tomto pifpadé zméni
ona rovnice v

}n+[al+b2+cs]n2;n3:0

{a22+b32—{»;a32}n+n320,

¢emuz vyhov{

P .
n =0, n: =*1Va,> L a2+ 0,2

Myslim, Ze i tento prispévek jest dobrym pifkladem na
upotieben{ determinanti!
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