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0 plochéch rozvinutelnych.

Napsal
V. RehoFovsky v Praze.

(Dokondent.)

Orthogonalnév trajektorie primek povrchovych.

21. Jest to soustava onéch ktivek na plofe rozvinutelné,
které po sobé nisledujici pifmky povrchové protfnaji pod pravym
Ghlem ; kaZdému bodu plochy ndleZf jedna takovd kfivka.

Myslime-li v nékterém bodu jedné z téchto kfivek teénu,
uzavird tato s pf¥fmkou povrchovou, onomu bodu pifslu$nou,
pravy uhel; teCna ta nalezd se tudfZ v roviné normalné ku pt{mce
povrchové. PonévadZ viak jest teénou ku ktivce v plofe rozvi-
nutelné se nalezajfci, jest teCna ta zdroveh obsaZena v roviné
tecné plochy rozvinutelné a jest tedy prdsecnicf této roviny
te€né s rovinou normalnou ku pi¥fmce povrchové. Na zikladé
toho miiZeme rovnice teény trajektorie snadno odvoditi a zna-
jice tyto, zjednati si déle differencialnf rovnice primétd kiivek
samych. '

Vytknéme libovolny bod «, y, z na piimce povrchové ¢,
urcené rovnicemi (1); rovnice roviny v tomto bodu normalné
ku pifmce povrchové jest

C X—ata(Y—y+7(Z—2)=0,

a rovnice roviny tecné podle této prémky povrchové (¢l 4.)
(' —pe) X —a) —y' (Y —y)f-a' (Z—2) =0;
rovnice tyto uréujf jiZ tenu orthogonmalni trajektorie v bodu
Z, y, z. Abychom sobé zjednali smérnice primétd jejich, feSme

rovnice ty dle Y —y a Z— z; obdri{fme tu
1/1 —_— 7‘14) —al

_ 7 (e _
Y— Y= aa;__l_yy: (X g,')’
¢ q
Ze e 2@ =) ¥ x
z aal + y’,l ( } )
Avsak, jak zndmo, rovnaji se smérnice priméti tecny
kiivky na rovinich XY a XZ differencialnfm poméréim %

dz N .
a o tak Ze plati
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Yy y(p —ye) —e

dx e’ - py’ !
ey —ye)
de — oo’ = pp! !

tot jsou jiz differencialn{ rovnice orthogonalnich trajektorif, pfi
¢emZ mezi w, y a z platf jeSté rovnice
o y= ez b,
: z = yx -+ 0.

Na zaklade téchto- poslednich rovnic jsme v stavu udati
soufadnice =, y, z trajektorie co funkce jediné proménné ¢,
z rovnic téch jde .
. dy = adwx -} (a‘z -+ ) dt,

S dz = ydz + (y'z + 0") dt,
coZ. vlozeno .do vySe odvozenych differencialnich pomérd vede
v obou pifpadech k stejné rovnici
nes o da i ut ¢ ST PP

i fl—,.oc(l—i—of‘—l—jﬂ) (“iﬂ—{-ﬁ)—
roynice ta podava x co funkci proménné £ Integraci linearné
rovnice té lze snadno provésti; obdri se tu dle znimé methody *)

1 [0 [Eldmd

:_, Vlvl"a2;+7/z o V1+a2+7,2“’
aneb téZ, integrujeme-li po-c¢dstech, .
1 iz VI
—_— 1 L 2
\/1+a2+?"[cl P +e +.7
“”'“'+fVT$?¢Fq ﬂ (31)

pti-¢emz znal{ c, integraénf stélou, kazdé hodnoté ¢, naleif
jedna ktivka. .
Znajice x uréime pak druhé soura.dmce y & z Z roviic
y=ax -+ B,
z = yx 0.
22. UvaZujme mimo trajektorie, urcené hodnotou c,, jesté
druhou, které ndlez{ hodngta c,; ozna&ime-li =, y,, z, sourad-
nice ‘bodu nékterého této trajektorie bude

= 1 [ B (w77 &t ]
! V1t a2 ? a V1idtat 2 '

*) Dr. F. J. Studnicka: ,Vy$§f mathematika,* dfl III., str. 27, -
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Y= awl '+' 51

2 — 7T + 61
kdez funkce @, B, atd. a jich derivace maji réizné hodnoty od
souhlasnych funkef ve vzorci (30), pokud libovolné body obou
trajektorii v dvahu béfeme; podrZime-li viak v obou soustavich
vzorcd totéZ ¢, obdriime ony body obou trajektorii, které na
téZe primce povrchové se nalezaji a vzddlenost téchto bodd
ud4vd zaroveh vzddlenost obou trajektorii na této pffmce po-
vrehové, Vzdédlenost ta ddna jest vzorcem

P=@—0)+G—y)+E—2z)%

jest viak dle predchdzejicich vzorcd

—1___(c — )}
V14 e?4yp* ! 2
y—h=oa(@—2),

z—2z =y @—x),

&= 1+ + 99 @ — )%
a vloZime-li za « — =, hodnotu
d* = (¢, —¢;)%;
plati tudiZ: Vzddlenost dvou orthogonalnich trajektorii plochy
rozvinutelné jest konstantni.

Obé trajektorie ¢, i ¢, protnou kfivku vratu plochy roz-
vinutelné v uréitjch bodech; budtez ¢, resp. ¢, ony hodnoty ¢,
které dosazeny do vzorce (30) neb (31) podévaji ndm soufad-
nice téchto bodd a déle e, B, .., @'y, B4, .. resp. ey, By, ..,
@y, B, . . hodnoty funkef o, B, .., o, f,.., dosadime-li za ¢
zvladtni tyto hodnoty ¢, resp. Z,. '

Priisetny bod trajektorie na pf. ¢, bude urcen, jakmile
zndme pifslusnou hodnotu ¢,; podmineénou rovnici pro ¢, mi-
Zeme sobé zjednati takto:

Ponévadl bod priiseénj naleZf trajektorii, plati dle (31)

1 ﬁl\/ 2 1 . 2
V1+“12+7’1 [ tatant

/vmﬁd(?—)]

a ponévadZ ndlezi zdroven ktivce vratu, téZ dle vzorci (10)

:I)-—w:l:

takZe nejprvé
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srovndme-li oba vyrazy, pfijdeme k rovnici
Vite® 2d By =0, a
a+t [VitaFnra(5) (@

z které hledanou hodnotu ¢, urciti lze.
Zcela podobné nalezneme pro ¢, podminecnou rovnici

ot [ViFeFrnra(fr)=0 @

Znajice podmineéné rovnice pro ¢, a ¢,, kterymiZ hodnotami

stanoveny jsou body @, a x,, v kterjch trajektorie ¢, a ¢, pro-
tinaj{ kfivku vratu, hledme urtiti délku oblouku kiivky vratu

mezi témito body =, a z,.
Délka oblouku kiivky prostorové vSeobecné dina vzorcem

s...dex —+ dy® - dz?;

soufadnice bodu krlvky vratu dle vzorci (10) jsou

‘

= —

o’ .
y=-—a-,;:—+ﬂ,
| s=—yL 4,
z CehoZ
 w=-a(f),
== ¢ ~ea(G)+p=—ca(5),
dz——i~yd( —}—z)":—yd(g:—

na zdkladé (2), takZe
o paptan= aret o8]
a tedy )
=) vitetra(£),
aneb l

o=/ ViTa e (8r) - [viteriata(£)
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a uZijeme-li rovnic (@) a (b) konecné
$§ = ¢ — Gy,

t. j. délka oblouku k¥ivky rovnd se vzddlenosti orthogonalnich
trajektorif, které naleZ{ koncovym bodim oblouku; z toho pa-
trno, Ze orthogonalni trajektorie plochy rozvinutelné jsou evol-
ventamt kitvky vratu, jak téZ geometricky ndzor jasné€ o tom
poucuje. Kdybychom na pf¥. chtéli uréiti orthogonalnf trajek-
torie ploch kuzZelovych, volme stfed jejich za pocdtek soutadnic,
naceZ rovnice plochy urcujici jsou

. y=axr, z==)x;
zde jest § =0, tedy i =0, a tedy soufadnice bodi trajek-
torii dle (30) '

— Gy

= Viterr

z CehoZ dile
oc,

T Viretr

s= 1o
VifFatfp*
PonévadZ tu pro kaZdy bod jest
2yt ot =c

platf:

Orthogonalni trajektorie plochy kuZelové jsow kiivky pra-
seéné daného kuele s plochami kulovymi, jejich¥ stied malezd se
ve vrcholu plochy kuelové,

Dvojné kiivky.

23. Jako u ploch zborcenych miZe i u ploch rozvinutel-
njch nastati ten pripad, Ze plocha sama sebe protind; kfivky,
v kterjch se to déje, nazyvime kfivky dvojné plochy, ponévadZ
kaZdému bodu kfivek téch nédlef dvé roviny teéné plochy, totiZ
podle onéch dvou nesoumezngch ptimek povrchovych, které v bodu
tom se protfnajf. ’

V nevlastnfm smyslu mohla by i ktivka vratu povaZovéna
byti za kiivku dvojnou a sice takovou, kde vidy dvé soumezné
pifmky povrchové se protinaji; zde vSak roviny teéné podle
obou pifmek povrchovych, které dvojny bod uréujf, splyvaji
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v jednu, za kterouZz ptic¢inou nelze kiivku vratu povaZovati za
vlastnf kfivku dvojnou, ptedpoklddaji-li se u této v kazdém
bodu dvé riizné roviny tecné.

Rovnice kfivek dvojnych uréime opét tim spisobem, Ze
stanovime soufadnice jich bodd co funkce jediného proménného
parametru.

Predpoklddejme plochu rozvinutelnou danou opét rovnicemi
(1) a (2), vytknéme sobé v nf p¥fmku povrchovou #, a hledejme
dvojné body plochy mna této pifmce, t. j. stanovme ony nesou-
mezné piimky povrchové, které piimku ¢, protinaji.

Oznaéme s «,, B, atd. hodnotu funkei «, 8 atd., kterou
obdrzf, vloZfme-li v né zvldStni hodnotu ¢, za ¢.

Vytknutd pf{mka povrchovd ¢, méd rovnice

y=az+ By,
2= p,0 40y
libovolnd p¥imka povrchova ¢
y=oax-B,
z=yx -0,
protind tenkrite p¥{mku ¢,, pakli mezi koefficienty jich rovnic
plati znama podminka*)
b8, _9—0,
a—ea, ~ p—py’
aneb
B—=B)y—n)—(e—a)(@—0)=0. (32)

Kofeny této rovnice, v které ¢, povaZujeme za stdlou, jsou
hledané hodnoty ¢, jimZz pffsluSné pifmky povrchové protinaji
ptfmku ¢, ; soufadnice prisec¢njch bodd jsou pak
_b=b 00

@—ao V—"n

y=ez+6, ©3)

‘ z=y,x -+ 0y

Vloifme-li do téchto rovmic hodnoty ¢ vypocténé z (32) co
funkce #,, obdrzfme soufadnice dvojnjch bodfi na piimce ¢, co
funkce parametru ¢, ; povaiujeme-li ¢, co proménnou t. j. vy-
¢erpdme-li viechny povrchové pi{mky plochy, obdrZime sourad-
nice viech bodd dvojnych plochy. Vylouéime-li tudfZ vidy ze

=

'#) Dr. F. J. Studni¥ka: Anal. geometrie v prostoru, str. 42.
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dvou rovnic (33) proménny parametr ¢,, obdriime rovnice pri-
méth kiivek dvojnych na rovindch soufadnych. Mnoho-li riznych
kofentt ¢ rovnice (32) poddvd, tolik riznych bodd dvojnych na
ka7dé piimce povrchové.

24. Co pifklad volme plochu rozvinutelnou urc¢enou rov-
nicemi -

y =tz 4 (t—1)?
t4 t3
[ — 3 e —— —
Zde jest
a=t, f=(t—1)
. ¢ 3
Y=t 9 =6 (Z‘ _’3—' )
a tedy rovnice (32)
(t*— 2t+ 1— tlz;!;_ 2t, — 1) (t:‘“ t13)
P A L N
se—t)(r—5 —4+3)=0,
kterouz psdti lze téZ ve tvaru

(E—t)*(t+14)=0;

rovnice ta ma ctyrndsobny kofen

. t=1t,
a jeden kofen
t=—t,.
Kofen ¢ = ¢, poddvd kfivku vratu, druhy koien.
t=—1t

pak vlastni kfivku dvojnou. Soufadnice bodd této kiivky ob-
drZime z rovnic (33); jest tu

Y o iy et

x r— — (4t —2),
1
a vloZfme-li
t —_— tl’
© =2,
nacez . y =2, 4 (t, — 1)) =141,

4 3
s=2 46 (L — =—3—t,‘.

Ponévadz pro vSechny body ‘
=2, - o
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jest krivka dvojna rovinnou kfivkou a sice v roviné kolmé
k ose X ve vzddlenosti 2 od pocdtku; primét kfivky té na rovinu
YZ obdrii se vyloufenim ¢, z vyrazl pro y a z, totiz

3
2= o (y— 1)

Jak snadno presvédciti se lze, jest to parabola, jejiZ vrchol
lezi v ose Y ve vzddlenosti y =1 a jejiZ osa jest rovnobéZna
8 kladnjm smérem osy Z.

Krivky geoditické.

25. Volime-li na jakékoliv ploge dva libovolné body, mé-
7eme od jednoho k druhému na plofe vésti nekoneéné mnoZstvi
kiivek. Mezi kfivkami témi stivd jediné, jejiz délka oblouku
mezi obéma body jest nejkratsi; kiivka takevd, uddvajici nej-
krat§i vzddlenost dvou bodl plochy, nazjva se kivkou mini-
malni nebo geoddtickou.

Jest-li plocha pak rozvinutelnou a nalezaji-li se oba body
na jedné pifmce povrchové, jest pfimka sama kiivkou nejkratsf
vzdéalenosti obou bodd: jsou-li body na riznjch pifmkach po-
vrchovych, obdrzime vlastni ktivku geoditickou.

PonévadZ rozvinutim plochy se délka ploSnych ttvariv ne-
méni, zistdva kiivka geodétickd i po rozvinuti geoditickou t. j.
pii rozvinut{ v rovinu proméni se v piimku, ponévadZ tato jest
kiivkou nejkrats{ vzdélenosti dvou bodd v roviné. Rovnice
kiivky té uréiti lze na zdkladé zndmé okolnosti kiivek téch,
Ze rovina oskulaénf v kaZdém bodu jejim jest kolma k roviné
teéné plochy v tomtéZ bodu; podminka tato vede k differencialnf
rovnici F4du druhého a vieobecny integral jeji obsahuje tudfZ
dvé konstanty, jak nutno, an kfivka geoditickd dvéma body
plochy uréena jest.

Budtez «, y, z soutadnice bodu ktivky geodatické na piimce
povrchové ¢ a bod ten uren tfm, Ze povaZujeme x co jistou,
dosud nezndmou funkci proménné ¢; y a z urCeny jsou pak
rovnicemi

y=ox+4p, z=ypx-9.

Rovnice roviny oskulaéni v bodu @, ¥, z kiivky takto sta-

novené jest
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X—n Y—y, Z—z
dz, dy, dz
dx, d%, d%

a rovnice roviny te¢né ku ploSe rozvinutelné dle ¢l. 4.

(p' —ya) (X —a)— ' (Y —y) + o' (Z—2)=0;
kiivka bude tenkrite geoditickou, pak-li obé tyto roviny v kazdém
bodu jsou k sobé normalné a to nastane tenkrate, pak-li koef-
ficienty u X, ¥, Z v obou rovnicich vyhovuj{ rovnici ¥)
dczlz: ;fz (e~ ya')+ df:,’ d‘i’: 7+ d';l: j{{, «'=0. (1)
Rovnice tato uddvajic podminku, které soutradnice z, y, 2z
kiivky geoditické vyhovuji, jest jiz differencialni rovnici kiivek
geodatickych; k nf p¥ipojiti nutno jesté rovnice

=az |- §,
z = yx - 0.

Z téchto tif rovnic obdrZeti lze z, y, z co funkce jediného
parametru .

Pomoci druhé a tieti rovnice upraviti lze prvnf rovnici tim
splisebem, Ze obsahuje pouze a a ¢ a jich prvni a druhé diffe-
rencialy a podava tudiZ, lze-li ji integrovati, ihned « co funkei ¢.

Jest totiz

dy = adx -+ (a'z 4 p) dt,
dz —=ypdz + (p'x4-0')dt,
d% = a d* -+ 2’ dx dt | (e'z + ) dt,
d%% = p d%xt 4 2y’ dx dt 4 (p“x 4 0) dt,

a tedy dale, rozvineme li a krdtime-li

| = @t ) — (e 4 09) dio e |

~+ 2(ap'—ypa) dac?dt - [a(y“x + 0)—yp (e"“x+ B da dt?

-+ [(@'e 4 BY) "z -+ 0) — (0t +B) (' - 0] de,

= (y'x + 9%) d*e dt — 2’ da® dt — (y“x ~+ 0*) dx dt?,

=0,

dz dx
d%z d*x
de dy | _ y N dizd Q0 dac? dt tgy N\ de? -
T by | = @) dnde + 20! dode - (@0 ) dw e
zavedeme-li tyto hodnoty do prvni rovnmice (1), spofidéme-li
a délfme-li pak celou rovnici d¢3, obdrifme

*) ibid, pag. 25.
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{ a0 —aro-+0) @y —awo ) (y'w+a'>}%§

2
+ 2y G —rey) (55
+ [a-(yllx _I__ d‘ll) —_— 7 (ull + ﬂu) [ayl___yal) d{L‘
{ + o! (auw + ﬁ//) __I_ y/ (7/“ + du) } dt
+ [(&'% + ) (v + 0) — (v'x +- 0 (a'z + )] (ap'—pa’) =0
co differencialnf rovnici druhého ¥ddu, z které obdrZeti lze inte-
grovanim « co funkei ¢,
Rovnice ta obdrii jednodussi tvar, uZijeme-li zndmé relace
ald‘l foy ﬂl 1;
jest totiz

yato =2 (@otp),

a

vt g — (@7 —pa) (@'n + B) + ey (@z 4 )
Pl 4 04 = e ,

takZe vloZfme-li tyto hodnoty do hofejsf rovnice, obdrzi tato po
kratkém upraveni tvar

o' [a;z + yl‘l +d(“7”2“ yaz)z] .
[_ (alw + ﬂ’) %t‘_z_x _I_ Qa0 _dﬁt’_) + (a“x + ﬁ“) 7"1;]

+ (alyll_‘_y;lal) (a‘w + ﬂt) {[“ (a?l_ yul) + }’l) %w[
~+ (ey'—ya’) (e'z + B} = 0. (39

-----

mena v piipadech, kde funkce « a p jsou konstanty a tedy deri-
vace jich nully; v ptfpadu tom nepoddvé rovnice (34) Zadného
fefeni. Tu lze sob& pomoci tim splsobem, Ze celd rovnice déli

¢ ‘
se ‘3 a viude objevujfc{ se pomér %,— nghradfme pomérgm %,;
ndsobfme-li pak celou rovnici g‘3, abychom se zbavili jmeno-
" vateld, obdriime rovnici ve tvaru

o I8 + 0 4 (o)’ .
[ @o+ 89 Z5 42 (5) + @et %]
+ O3 (¢ ) (fa (@' — 1) + 01 5
@) @a+ )} =0 (@)



233

Konecné podotknouti slusi, Ze rovnice (34) i (835) prevésti
Ize ptriméfenou substituci na differencialnf rovnice fadu prvniho;
tak na pi. zavedeme-li do rovnice (34) novou proménnou w,
urcenou rovnicf

L = (ot ), (36)
nacez

dx du :

5 = (e’ -+ B9 (—B—t—- -+ a'u? ) + u (e“x - B),
vymiz{ veSkeré cleny obsahyjici = a obdrif se rovnice prvniho
fadu mezi » a ¢, totiZ

d
o [a'2-—|- i + (ay’——ya')z] (_.. c;: + au, )

+ (ey"—p'a) {[a(ay'—ya’) + ] u + ap'—ye’} =0,

kteréz dalsi substituci

w=—t 37

v—a
zjednodusi se na

dv .
o [o 4 9 - (ep'—ye)?) g

+ (@'y—v'e’) [y + (ep'—ya'y] (v—a) = 0;  (38)
dovedeme-li tuto rovmici integrovati, zjedndme si v co funkei ¢,
nacez (37) podivd » a z toho dile integrovinim linedrné ro-
vnice (36) obdrii se x. Integrace rovnice fddu druhého nahra-
zena tu tedy integracemi dvou rovmic Fddu prvniho, z nichz
jedna jest linearnf..

Toutéz transformaci, kterou jsme pretvorili (34) v (35),
lze (38) prevésti ve tvar

BB 8 (a0 —p)?) 2
+ (80“—0'B“) [0’ + (ad'—pp’) v] (v—a) = 0. (39)

26. Co prvni pifklad volme plochu vdlcovou piimou, kru-
hovou poloméru r, jejiz osou budiZ osa soufadnicovd X; vilec
takovy urcen jest rovnicemi

y=rcost, z=vsint.
Zde jest
0=0, B=rcost, y=0, d=rsint
a rovnice (39) zredukuje se tu na "
16
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., dv
——smt—dt—-—-l-vcost:O,

aneb
dv __ cost dt

v . snt
z GehoZ jde, integrujeme-li,
w—-ley, =lsint,

9

aneb
ve, = sin i,
a tedy
_ sint
=g
dle (37) jest pak
: G
sint !
takie v tomto piipadu (36) jest
de . ¢
T..—rsmt * St = —rc,

z CehoZ koneCné se obdrZi, integrujeme-li opét
x = ¢, — r¢, ¢,
kdeZ ¢, a c, integraénf stdlé znaéi; ostatni soufadnice urceny
jsou rovnicemi
y=rcost, z=rsint.

Srovndme-li tyto vyrazy pro soufadnice bodu geoditické
kiivky s onémi (27), shledivime znidmou pravdu, Ze geoditi-
ckou kiivkou plochy vélcové jest Sroubovice.

Co piiklad druhy volme plochu kuZelovou pifmou, kruhovou,
jejiZ stfed jest pocitkem soustavy soufadnic a jejfZ osa shoduje
se s osou Z; nazveme-li ¢ thel primétu nékteré pifmky povr-
chové na rovinu XY s osou X, jest plocha kuZelovd urena
rovnicemi

y=wxtgt, z=

x
cost

kdeZz znaéf @ jistou konstantu, uddvajicf pomér vysky kuZele
a poloméru kruhu pifslusného normalného Fezu.
Y tomto pifpadu tedy jest,

a
e=tgt, =0, Y=ot 0=0;
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uzijeme-li hned prvnf rovnice (34), obdrzime po dosazeni hodnot
a nékterych redukeich rovnici
d%e a® 9
TG ( 7) - 2t9‘“’dt+1—|—a2°"'0
Rovnici tu prevedeme do prvniho Fadu substituci
dx
o =

takZe
d¥ du 2).
=2 (g +):
zavedeme-li tyto hoduoty, lze celou rovnici déliti ® a novd
rovnice jest

du a’
—— — 2 2 —_— —
g — @ittt 4o Ca? =0.

PoloZime-li dale

u-tgt=wv,
pfeméni se rovnice v ’
dv 2 1
w VT ~+a* T 0

kterouz rozloucenim proménnych lze integrovati. Obdrzi se tu

t=c¢,+ V1Fatarcty v V1 +4a?,
z CehoZ naopak
1 t—oc, -
“VifFa 'V 1+a?’
jest pak dle predchazejictho
1 t—ec,

= —1igt
V1+4a? 'q\/l-}-a2 Ih
adéled
x 1 t—c
— =udt = ¢ L_dt—tgtdt
z V14 a? g YV 1-+4a?® T
a integrujeme-li '
t—c
le = lo, — lcos ————= - lcost
x = le, 08 Vita -+ L cos
aneb
- Cy cOS t
v= t—c, !
V1+a

nadeZ na zékladé rovnic p¥{mky povrchové
16*
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_ c, sint g = ac,
' cos 2= st
V1fa® Vida®

Vyrazy tyto uddvaji soufadnice bodld geoditickych kiivek
. ptimé plochy kuZelové.

Rovinné priiseky a jich asymptoty.

27. Jednd-li se o ureni priseku dané plochy rozvinutelné
s rovinou, tfeba jen ur¢iti priise¢né body jednotlivych piimek
povrchovych s rovinou secnou; veSkeré tyto body vytvoruji pak
ktivku prisecnou.

Jak patrno, miiZe rovina seénd miti troji polohu vzhledem
ku ploSe rozvinutelné: budto ma vSeobecnou polohu, t. j. ne-
obsahuje Zddnych pifmek povrchovych, aneb obsahuje jednu
piimku povrchovou, aneb koneéné obsahuje dvé soumezné
piimky, t. j. rovina sefnd jsouc rovinou, teénou podle jisté
pifmky povrchové protini jesté plochu v jinych cdstech jejich.
Pifpady tyto chceme po sobé uvaZovati.

Plocha rozvinutelnd budiZ opét dina rovnicemi

y=ozr—+p
z=yxr+0"’ @)
a rovina secna rovnici
Mz + Ny -+ Pz+ Q =0, (40)

pii ¢emZ piedpokliddme vSeobecnou polohu této roviny.
Soufadnice prisetného bodu nékteré pifmky povrchové ¢

vyhovuji souéasné rovnicim (1) a (40), naopak obdriime tudiz

tyto soufadnice YeSenfm téchto rovnic dle w, y, z. Zjednime

si tak
___ N+ Pi+Q
=T M I NaF Py
nacez (41)
y=ox—+p
z=yx-+}0°

Soufadnice kfivky priseéné jevi se tuto vyjddieny co
funkce proménné ¢; kazdé hodnoté ¢ ndleZ{ jeden bod. Vy-
louéfme-li tedy vzdy ze dvou téchto rovmic proménnou ¢, ob-
- drfme rovnice primétd kiivky priseéné na rovindch soufadnych.
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U rovinngch présekil ploch rozvinutelnych jsou zvlasté
ddlezity body, v kterych rovina sefnd protind kfivku vratu
plochy, jelikoZ i tyto body kiivce priisetné nalezeji.

Body tyto budou uréeny, jakmile vyhleddme p¥{mky po-
vrchové, v kterych body ty leZi; ponévadZz kazdi pfimka po-
vrchové jistou hodnotou ¢ uréena jest, jedna se pouze o stano-
veni téchto hodnot ¢.

Soutadnice bodu, vibec kfivky vratu jsou dle (10)

_ B pu—ap  _ da—yp
f=— - 1= 7 £= pe ;

bod kfivky vratu nalezati se bude tenkrite v roviné secné,

pak-li soutadnice jeho vyhovuji rovnici (40). Dosadfme-li tedy

hodnoty za & %, § do rovnice (40) misto x, y, z, obdrifme pod-

mine¢nou rovnici, kdy bod kiivky vratu nileZ{ téZ roviné secné.

Podminka ta jest

B’ (M~ Ne+ Py) —e! (NB+ P04 Q) =0. (42)

Naopak tedy podivd tato rovnice ony hodnoty ¢, které urcuji
ptimky povrchové, jeZ rovinu (40) protinaji v bodech kfivky
vratu; znajice z rovnice (42) tyto hodnoty £, obdri{ime pak
snadno souiadnice hledanych bodu kiivky vratu, dosadime-li jo
postupné do vyrazit (10) neb (41). Kolik riiznych kofend ¢ ro-
vnice (42) podédva, v tolika bodech protind rovina seénd kiivku
vratu. _

28. D4 se dokdzati, Ze v kazdém takovém bodu m4 kfivka
priiseéns dvrat, Kiivka rovinnd v prostoru mé4 tivrat, pak-li nej-
méné jeden z primétd jejich na roviny soufadné mé tvrat.
UvaZujme na pf. primét kiivky nasf na roviné XY; primét ten
uréen jest obéma prvnimi rovnicemi (41), pii ¢emZ pro body
kiivky vratu plat{ podminka (42).

Ktivka takto urcend m4 tenkrite v nékterém bodu tivrat
neb viibec mnohondsobny bod, jest-li Ze soufadnice toho bodu
vyhovujf podminkdm ' )

dy _ de _
% =% 7=
a tomu tak skuteCné jest pro priméty bodfi uvaZovanych.

Nebot jest

d de
7?— :tx—dT—-]—a’ac—{-ﬁ’:O,
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do __ (MA4-NatPy)(NB--P8)—(Np+Po+Q(Na'+Py) _

at (M F Na - Pp)?
prvni podmfnka v zédkladé druhé redukuje se na
a'e+4p'=0

a nerf nic jiného jak rovnice (42), vloZime-li za 2 hodnotu
z (41), jest tudiZ vypluéna.
Druhou podminku lze pséti
M-+ Noe+Py _ No'- Py
N8+ Ps+FQ — Np' + Po !
a nahradime-li levou stranu pomoci (42) téZ
o« _ Na'4 Py
TN R

aneb déle

P(ald\l ﬂl I) __0
které#to podmince na zaklade (2) u kazdé plochy rozvinutelné
vyhovéno jest.

Tim jest ptedeviim dokdzdno, Ze préimét kfivky prisecné
v bodech, v kterych se promitaji body kiivky vratu, urcené ro-
vnicf (42), md mnohondsobné body, predpokldddme-li vieobecnou
polohu roviny sefné viéi rovinim soufadnym; ponévadZ vSak
dle ¢l. 8. kazdy prlmét kiivky vratu jest ziroveh obrysem, a
tedy uvaZované body obrysu naleif, miZe v bodech téch nastati
pouze tvrat neb ndvrat. V skuteCnosti jest to dvrat, jak nej-
1épe geometricky n4zor o tom poucuje. Bodd uvratu jest tolik,
kolik rfiznych kofend ¢ poddva rovnice (42).

Zde zéroveh poznivime divod, o kterém v ¢l. 7 jsme se
zminili, pro¢ totiZ ktivka tato obdrZela jméno kiivky vratu.

Rovnice teény v bodu tvratu obdrZeti lze co priisecnice
roviny sefné (40) s rovinou tecnou (5), pfi CemZ arci tieba vlo-
Ziti za ¢t hodnoty z rovnice (42) vypoltené. Obdrzime tu feSe-
nfm rovnic (40) a (6) co rovnice teény

—(ey)—paY P— o' M . By’ — da) P— a'Q
y= NP «N+yP

y— _ (ap —ya) N+ d"M _ _(By'—0a) N+-p'Q
- o'N + y'P a'N -} y'P !

29. Predpoklddejme nyni piipad druhy, kde rovina secnd
obsahuje jednu pifmku povrchovou plochy. Pffmce té nechf ni-

(43)
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lezf uréitd hodnota ¢, a budteZ e, By, atd. hodnoty funkef «, B,
atd. pro zvlastni tuto hodnotu. Piimka mé pak rovnice

Y=oz + ﬁu

z2=pNr + 0y,
a libovoln4 rovina pfimkou tou prochizejici rovnici tvaru

(" +o2) . — oy — 2+, +0f, =0,
kdez znaéf g jistého soudinitele, kterj polohu roviny bliZe stanovi.
Rovina touto rovnicf uréend jest nyni na$i rovinou seénou;
jak patrno moZno pro tento pifpad uZiti veskerych odvozenych
vzorch clankd 27. a 28., vloZime-li tam vSude
71 -+ ooy misto M,

-0 ) N1
—1 ] Ps
o0+eb » Q;

uinfme-li tak, obdrifme pro soufadnice kiivky prisecné dle

(41) vyrazy
e(B—pB)+0,—3d
el —a) 4y —7y
y=ex+p, z=px-4 0.
Vylouéime-li opét vidy ze dvou téchto rovnic proménnou ¢,
zjednidme si rovnice primétd kiivky priiseéné na rovindch sou-
fadnych. PonévadZ kaZdd piimka povrchovd jest teénou kiivky
vratu, dotyk4 se téZ rovina seénd a pifmku ¢, obsahujfcf khvky
vratu v bodu, jehoZ soufadnice dle (10) jsou

‘”:—z_,:s y=eox+p, z=pz+0;;
piimce #, pfedchdzejfcf pifmka jakoZ i nésledujici protinaji ro-
vinu "seénou ve dvou soumeznych bodech kiivky vratu; prvek
témito body omezeny ndleZ{ tudiZ soucasné kiivce vratu, kfivce
priisecné a p¥fmce povrchové ¢, t. j. viechny tii Gtvary se do-
tykaji v jediném bodu, jehoZ soufadnice jsou :
— B, y= By — “Léi!_’ g = 21%1— 0ya'y — 7’113

= ¢« 1 ¢
o’y o al

xrx=—

1

Mimo to protind vSak vSeobecné rovina seénd kiivku vratu
jesté v jinych bodech, které se stanovi jako v pifpadé prvnim
z podmineéné rovnice (42); tato rovnice v tomto pfipadé jest

Blo(,—a)+p—rl—afoB—p+d—d]=
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Kofeny ¢ této rovnice poddvaji ony pifmky povrchové,
které rovinu seénou protinaji v bodech kiivky vratu. V kazdém
z téchto bodd m4a kiivka prisecnd opét vivrat a teény prislusné
obdrZi se opét dle vzorcd (43), vlozi-li se tam za M, N, P, Q
vyse uvedené hodnoty.

30. Podobné se m4 véc v pifpadu tietim, pak-li totiZ ro-
vina seénd jest rovinou teénou plochy, t. j. rovinou oskulaéni
k¥ivky vratu; v piipadu tom skliadd se priisek ze dvou neko-
neéné blizkych primek povrchovych a z krivky, kterd s kiivkou
vrata mé tii po sobé jdouci body spolecné, tedy dotknuti stupné
druhého. Obé kiivky majf v bodu tom stejny polomér kiivosti.

Rovina tecnd podle pfimky ¢, ma dle (5) rovnici

(0 7"y —noy) @ — 'y + oy 2+ B!, — e’y =0;
jest tu tedy

M=y —ne)y, N=—p4,
P=d, y Q=p,p) — 0,y
a nasledovné soufadnice bodi kiivky priisecné dle (41)
71 (By — B) — oy (9, —0)
V(g —a)—a'y (1, —7)’
. y=eax—+ 3, z=yx-}0.

Vylouéenim ¢ obdrzi se opét priméty kiivky prisecné
na rovindch soutadnych.

Rovina tecnd miiZe mimo to protinati jeSté kiivku vratu
v nékterych bodech; ty se obdrzi jako v prvmich dvou piipa-
dech z podmineéné rovnice (42), kterd v tomto p¥ipadu jest

B [y (ay—e)—ey (y,—)}—’ [y, (By—B)—e, (0,~—0)] = 0.

Podobné se ustanovi i rovnice teden v téchto bodech
tvratu dle. vzorcd (43).

Podotjkime jesté, Ze ve vSech tfech ptipadech kiivka pri-
send mé téZ dvojné body tam, kde rovina seénd protfnd kfivku
dvojnou plochy rozvinutelné. Tieba tedy jen dle ¢l 23. stano-
viti rovnice kfivky dvojné a uréiti pak priseky jejf s rovinou
seénoun. Obé tefny v dvojném bodu kfivky priiseéné obdrii se
co prisecnice roviny seéné s ob&mi rovinami teénymi, které
onomu dvojnému bodu plochy pifslugf.

31. Asymptoty iivky priseiné. PonévadZ asymptoty jsou
tetny v bodech v nekoneénu, tteba predevifm vySetriti, zda-li
ktivka priisetnd vibec takovych bodd md. Body ty vznikmouti

T = —
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mohou dvojim zptGsobem: 1. je-li nékterd p¥imka povrchovi
rovnobézna s rovinou sefnou a 2. mi-li plocha nékteré pifmky
zcela v nekoneénu. '
ad 1. Piimka povrchovéi
y=ar+p, z=yr-0
jest tenkrdte rovnobézna s rovinou
Mz~ Ny + Pz} Q=0,
pak-li vyplnéna jest podminka *) .

M+ Ne ~+ Py =0; 44)
naopak podavé tato rovnice ony hodnoty ¢, jimz p¥islusné p¥imky
povrchové jsou rovnobéZny s rovinou seénou a roviny teéné podle
téchto ptimek protinaji rovinu seénou v asymptotich kiivky pri-
sefné. Tteba tudiZ nejprve fesiti rovnici (44), obdrZené hodnoty ¢
vloziti postupné do (5), ¢imZ obdrifme rovnice p¥islu§nych rovin
tenych, a konecné uriti prisecnice téchto rovin s rovinou
setnou (40).

ad 2. Zde predeviim jest ndm zodpovidati otdzku: Kdy
ma plocha piimky zcela v nekoneénu? Predpokldddme-li pfimku
ve vieobecné poloze, totiz ku vSem tfem primétnidm naklonénou,
bude tenkrate nalezati se zcela v nekonecnu, pak-li nejméné dva
z prumétiv jejich zapadnou do nekonecna; jsou-li vSak priméty
zcela v nekoneénu, urCuji na osich nekoneéné velké useky a
z toho nalezti 1ze ony hodnoty ¢, jimZ piisluspé p¥fmky povr-
chové plochy jsou zcela v nekoneénu.

Usekové rovnice priméti ptimky povrchové jsou
ax ya z __
5 + ‘%— =1, —+5=5L

oo e .
By—eao By—ead T 7
a tedy podminky, aby priméty pifmky zapadly do nekonecna

— g =% f= o,

i

)
———y—:w, 0= w,

By—ad = oo, — fy—ad —

Y o

*) Dr. F. J. Studni¢ka: ,Anal, geometrie v prostoru® str. 44,
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Stava-li tedy takové hodnoty ¢, kterd ctyrem témto pod-
mfnkdm, z nichZ vidy dvé v jedné Fddce psané soucasné platf,
vyhovuje, pak pfimka povrchové této hodnoté nileiici naleza se
" zcela v nekoneénu; rovnice roviny tecné podle této pifmky ob-
drzf se vloZenfm vypocténé hodnoty ¢ do rovmnice (5). Takto
stanovend rovina teénd mizZe téZ zcela nalezati se v nekoneénu,
nacez i prisecnice jeji s rovinou seCnou, t. j. asymptota jest
v nekonecnu. Jest-li vak rovina tend jen v koneénu, urcuje
v priseku svém § rovinou sefnou hledanou asymptotu kiivky
prisecné.

Ridici kuZel plochy rozvinutelné.

32. Myslime-li libovolnym bodem v prostoru ku kazdé
piimce povrchové plochy rozvinutelné p¥imku rovnobéZnou, vy-
tvofuji veskeré tyto piimky plochu kuZelovou, kteri slove -
diéct, Rovnice plochy té lze snadno sobé zjednati.

Budiz plocha rozvinutelnd uréena opét rovnicemi

y=oaz-f
z = yx -+ 0, O
a m, n, p souradnice bodu, kterj volime co stfed plochy kuze-
lové. Rovnice pfimky rovnobéZné s pifmkou (1) a prochéazejfci
bodem m, 7, p jsou
- y—n=ea(r—mn),
z—p=y(®—m);
rovnicemi témi jest jiz plocha kuZelova Fidfci urCena. Vyloudi-
me-li z obou rovnic proménnou ¢ v &« a p obsaZenou, obdrZime
rovnici kuZele v obycCejném tvaru.

V pifpadu, kde volime pocatek soufadnic co stfed ku-
Zele, jest'

"m=0, =0, p=0
a kuZel urcen pak jednodu$Sfmi rovnicemi
Yy —=ox, z_yx.

Ponévadz dvéma soumeznym piimkam plochy rozvinutelné
piisludi taktéZ dvé. soumezné piimky plochy kuZelové, k oném
rovnobéZné, a dvémi soumeznymi pi{mkami na jedné i druhé
ploSe roviny teéné urceny jsou, jsou patrné i roviny teCné ku-
Zele podle jednotlivych jeho piimek povrchovych rovnobézny
k rovindm teénym plochy rozvinutelné podle primek oném na
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kuZeli prisluSnych. Této vlastnosti kuZele Fidictho uZiva se v de-
skriptivni geometrii hojné k FeSeni tloh k rovinim tecnym
plochy rozvinutelné se vztahujfcich, jako uren{ tecnych rovin
danym bodem v prostoru prochizejicich, neb k urcité pifmce
neb roviné rovnobéZnych atd. Pfi analytickém vySetfovani, jehoZ
jsme se v pfedchdzejicfm vyhradné pridrZeli, Fediti lze tlohy
takové bezprostiedné bez Fidictho kuZele, pouze uZitim rovnice
(5) roviny tecné plochy rozvinutelné.

Déjiny vseobecné gravitace.

od
Dr. A. Seydlera.

(Pokradovéni.)

IV. O tvaru zemé.

Tvar zemé na$i jest problem, jenZ pies dva tisice let za-
méstnavad mysl lidskou, aniZ by byl dosud nalezl dplného FeSeni.
Jest to problem, k jehoZ feSenf pYispivaly po stalet{ nejbystiejsi
hlavy z oboru véd mathematickych, nejbedlivéjsi pozorovatelé,
jichz zrak vynikal schopnostf, oceniti minimaln{ veli¢iny, nej-
pilnéjSi poétati, kteti leta Zivobyti svého vénovali vypoctim,
jichZz vysledek lze vyjadiiti nékolika ¢fslicemi; problem, jenZ
dirazné hlisa, Ze jest sebe mohutnéjsf price jednotlivce pouhou
bunkou v organismu védy, ovSem buikou, jejiZ plasticka sfla
témuZ organismu vykazuje na staletf, snad na vidy urcity smér
rozvoje, byl-li pivodcem jejim — Newton!

Otdzku po tvaru zemé lze FeSiti ze dvou strinek, které
se k sobé maji{ jako zkulenost a theorie, indukce a dedukce,
vzdjemné se takto doplhujice. MiZeme totiz tvar zemé vySetfiti
skutenym méfenim, které oviem vede, ackoli jest na pohled
velmi jednoduché, k velmi komplikovanym diskussim mathema-
tickjm. Radu muZ@, kte¥{ v tomto sméru byli éinni, zahajuje
ctihodny Eratosthenes (IIL stol. pt. Kr.). O pracich v ohledu
tom podniknutych nalezne c¢tendi dikladného pouceni ve stati
prof. Em. Cubra: O méveni zem& (tohoto asopisu r. IIL a IV.,
vysla téZ co samostatny spisek).
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