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thybius a viilbec by pomér obyvatelnosti zemské nesmirné se
zménil, o ¢emZ poucuje nas i vypoétcni povrchu kulového z elli-
psoidu vycnxvajiclho a sotva ;% celého povrchu obndSejiciho.
Kone¢né poznivime z celého pojedndni tohoto, jak skrov-
nych védomosti mathematickych jest zapotiebi, aby se tyto a
podobné vyvody mathematického zemépisu pochopily, a mime
zdrovel dosti dobrou ukdzku ze spisu Martusova, kterouz se
zajisté odporuceni diive zde podané co nejvice podporuje.

0 krivosti ploch.

Napsal
Jaroslav Simonides.

V nasledujicich ¥ddcich se chceme pokusiti nékteré poucky
ze vSeobecné theorie ploch, vyjddienjch pomoci dvou neodvisle
proménnych parametrd, dokizati cestou p¥imou, kdeZto obycejné
jich dikaz pomoci jistych identickych rovnic se vede.

Jsou-li », v dvé neodvisle proménné, f, @, ¥ tfi libovolné
funkce, miZeme kaZdou plochu uréiti nasledujicimi tfemi rov-

nicemi. _(
e=fwv), y=9¢ ), =179 @) ey

Vyznam téchto parametr lezi na biledni. Udélime-li jed-
nomu z nich stdlou hodnotu ku p¥. v = u,, urCuji ndm rovnice
(1) jistou kiivku na dané plose; pro vSechny mozné hodnoty
u, obdrzime tedy celj systém kiivek, tak Ze kazdjm bodem
plochy jedna prochdzi; jelikoZ o parametru v plati totéZ, na-
hliZime, Ze dand plocha jest pokryta dvéma soustavami kiivek,
jez maji tu vlastnost, Ze kaZdd kiivka jednoho systemu protind
viechny kiivky druhého systemu, kdezto krivky téhoZ systemu
se nikdy neprotinaji. Z toho plyne, Ze v kaidém bodu plochy
se dvé kiivky protinaji; uddnim hodnot jistému bodu p¥islusi-
cich jsou tyto dvé kiivky, ndsledovné i bod sam urden. -

*, Volme si zvl4stni piipad, na p¥. hyperbolxcky paraboloxd,
Jehoz rovnice Jest . TS

z? z

a? b

17*
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Na této plose jsou mozZny dva systémy pffmek, jichZ rovnice jsou
— va / — 4
e=— v +u'Va, z= 2u v 4u'\a
y= 0 v 4+ wVb, y= Ve v 4u\b

2u’ 2u, !
z==v'y z=v
u’ a u,’ jsou libovolné parametry, za z jsme zavedli ihned o*;
zbyva ndm ted pouze tyto dva systémy rovnic v jeden spojiti.
K tomu tcelu patrné dostaéi zvolime-li «‘ a v’ tak, aby bylo:

v’ v’
—-—iz—b,—-}-u‘:%?—ul’,
z kterézto rovnice plyne;
v/ = 2u u,’.

Teto rovuici patrne vyhowme, poloZime-li
—2—;u1 :?, v’:%?—.

Lze tedy vyjadriti hyperbolicky paraboloid ndsledujicimi
rovnicemi

uw =

o= Vatt?
yzvgu;v )
T

- 2

Udélime-li prvnimu nebo druhému parametru hodnotu
stdlou, obdrzime vZdy nékterou z piimek na této ploSe moznych;
a jelikoZ, jak znidmo, kaZdym bodem této plochy dvé p¥{mky
prochézeji, nahliZzime, Ze udidnfim téchto i bod urcen jest.

" Ostatnd patrno, %e obycejné uréovini ploch pomoci jediné
rovnice jest pouze zvlditnfm pifpadem tohoto oznadovénf; jest
tu totiz:

' =, 3/"‘3/, z—F(w,y) ¢ili

c==uw, y= = F (u,v)

Budiz tedy rovnicemi (1) Vyjadi'ena jakékoli plocha, jejfito
kiivost -vySetfiti chceme. Budiz R (obr. 4.) jakykoliv fez dané
plochy, N norméla plochy v daném bodu, p, ¢, r jeji kosinusy
smérné, 7 tecnd ku R bodem m vedend; jest tedy X TmN =
909, tedy
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dx d d
(®) ng—f-q—gg—{-r—aézo, ¢ili

pdx - gdy 4~ rdz =0,
aviak

— = L T %
dx = ™ du—{-&;dv, dy...—a;du—Jl— avdv,

oz oz

dz — —aa du + -a— dv

Dosadime-li tyto hodnoty, obdrifme:
o Y dy 2z _
pg;-l-qa )d +(p tag, v v)d”"‘o’

jelikoZ » a v jsou neodv1sle proménné, obdrZime z této rovnice
dvé jiné, totiz:

o dy 0z

F=psr+a5 trs =

_ .y %

F=ps - +a95-+r5=0

pro bod nekoneéné blizky nf obdrZfme:
F4+dF=0, P4+ dF =0 & dF =0, dF* =0.
Vyvineme-li tyto differenciily, obdrin’me z F:

p % |, gy | ¢ D ]
du du ' du du +Du Qu au’ +4q \u2 7 =0, (a)
o | gy | I A% % —0

du dv +3u w +_870—3—v P 3w +9 auav+ Dubv
Pouzueme nasledujxcfho, Hoppem zavedeného oznacenf

au2+ au2 + au2 = p‘:\?oT:E’

podobné
e _ p, Yo _g,
=P 50 ZP v =

pii cemZ se vztahuje znaménko X na souet Clend, jeZ ob-
drZfme, polozime-li za p a x pismena ¢, y, r, z; velifiny E,
F, @ nazval Hoppe veli¢inami fundamentélnimi druhého stupné.
PouZijeme-li toho oznalenf, obdriime z rovnice F ¢i a:

PY L E=0, 2L Y 4 r=o,
podobné differencovanfm rovnice F‘ = 0 nésledujfcf:
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op dx

L RLRNE =0, 2L+ r=o,

=

Znésobime-li prvni s du? druhou a ¢tvrtou s du dv, tieti
s dv? a seiteme je pak, obdrZime:

p am u? p \p h
—[2 du du +( du w )du dv

+ = %%’_%%dxﬂzEd'u2+2qudv—{—dez-

Méime vSak
_o% p
dp_au du ——dv,

tedy  dpdo =23 qurf L2 gy gy - L gy,
Pl
@@:%? 2+ded_qudz
or Dz or dz or az
drdz:—ja + .‘__d d+ 3

Dosadime-li to do horejsx rovnice a dehme-h na obou
straniach s ds, oberfme

Edu® 4 2F du dv 4+ G dv®
e rag+eg]= 7 ,

dlﬁ“eren(:lru,]eme 11 vsak be7prost1edné «, obdrZime:

a+agy g =—[va(F) + (@) +a(F)]

obdrz1me tedy, dosadime-li tuto hodnotu do predeéle rovnice:

(%) ’d(d—y) (@) e
P o;lss .+q ds ds ds)
+2F.‘§:‘3’Z+G( by,

avsak budlz R Ja,kykollv fez dané plochy, R polomér k¥ivosti
toho fezu' v bodu m, ‘N norméla plochy; koneéné }., u, v kosa-
nugy smérné poloméru: R tu plati :

d(ds) ( ) o d'%g).‘ghd

A=Bgs e =R v = B
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Dosadime-li tyto hodnoty do nasi rovnice, obdrZime:

2 2
%(pl—{—qy-{-w): Edu +2Foiz:dv—{—de .
aviak PA - qu - rv = cos y,
tedy cosy _ Edu’+ 2F du dv + Gdv®
’ R ds? . ?

pro Fez normalny jest y = 0° aneb 180°, R—=p tedy:

1 __ cosy

TR

kterdZto rovnice jiz obsahuje znidmou poucku Meusnierovu, jez
urcuje z poloméru kiivosti fezu normdalného polomér jakéhokoli
jiného Yezu, touZe tecnou vedeného. Chceme se tedy v dal§im
poctu pouze na fezy normélné obmeziti. Predeviim v3ak chceme

urciti
2
ds = (32 du +~ o) + (¥ w2 a0)
oz
+ (5> au+ 3; dv) .
Po kratké redukci obdriime
oz oz oz )2 .,
as=2 (5 ) dur 422 (5 o )dudv—{—}}(-&;) dvt;
pro tyto soucty miiZeme uZiti oznacenf Gauss’em zavedend, totiz:
- iz dx ) __
. 2(—) =0 u uv)2f’2(37) =9
takze jest tedy:
ds® = e du® -} 2f du dv } g dv*.
Uzijeme-li podobné pro difterencidlni pomér %:— pismene %,
obdrZfme pro polomér kiivosti normélného fezu vyraz:
_E+2Fk+ Gk .
= e Th R
Bud‘tez 0, 0, poloméry kfivosti dvou Fezi, jeZ stojf ‘na
sobé kolmo, %, k, pak p¥isludné poméry differencidln{; tu bude:
1 _L_E+2Flc +4-GFk, 2+E-|-2Fk , +GR* g ®)
o Vo ot T gkt ek gkt T
Podminka, aby oba fezy kolmo na. sobé stély, Jest
de do! 4- dy dy’ 4~ dz dz' = 0;
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dosadime-li do této rovnice za dw, dy, dz, d=’, dy’, dz' pifsluiné

hodnoty 2= du, %2 v atd., obdrifme:
e\ 2 dx d
z 5u_) du, du, +2(au s ) [dv, du, 4 dv, du,]

+2(9?-) dv, dv, =0,
aneb e (e, ) +- gy by =, @

Vratme se nynf k rovnici (B). Cltatel C zlomku jest:
C=e¢E-+2 Fk, + ¢G>} 9f Ek, +-4f F I, k, - 2f G I, %k,
+9Ek?4+29Fk k2+g le*k22+ eE—|—2eFk2 +eGk,?
+2f Eky +4f Fk oy +2f G Ry k> + g ERy* + 29 F Iy * K,

+9Gk*k,>

Tento vyraz miiZeme pséiti nasledovné:

C=2F [o+f (b + k)] 4 2G T By [f (b, 4-y) + g &y 5] -
RF(e+gt, ky) (by+ty) - G-y -8 iy Tyg By >+, %),
uZijeme-li rovnice (@), obdrZime:

C=2Egk ky—2 Glk,—f F(k, +k)*+8  Fh, k,

5“ G+ )+ g E o+ ky?)
=[G+ g E—2f Fl[k, — ;]
Podobné obdrZime pro jmenovatele vyraz:
J__.e2+2efk +egk®+ 2efk, 47k K, +2fgk 2k,

' Fegk,2+2f gk, k,? —}—g"k“k‘2
T=e[o-f Oy + )] +9 %, Fy LF (b 4 ) + g b, Bs]
Ff ey +E)e+gk k] +eg 4R+ 4k Ky,

pouZijeme-li opét rovnice (a), obdrZime po kritké redukei:
J= (6.9 — %) (ky — k)%,
tedy 1 1 eG+gE—-2fF
‘ 91 eg — f* |

Vyraz na pravé strané jest vSak pro urclty ‘bod plochy
konstantnf; jsou-li tedy ¢,’ a @,” poloméry kiivosti kterychkoliv
dvou jinych na sobé kolmo stojicich normalnych rezﬁ timze
bodem vedenych, bude . ;

P + z’; r +
Pro polomér khvostl fezu normalneho obdrzeh Jsme rovnici:
1 __E4-2Fk4-Gk* b
o e+2fkfgk*" ®)

¢ili
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Vyraz tento jest v ur¢itém bodu plochy jediné zivisly na
veli¢iné k; z toho plyne, Ze maximalnf a minimalni hodnotu
poloméru ¢ obdrZfme z rovnice

1
d(;)
=0
dk T
Differencovinfm rovnice () obdrZime:
(e + 9% + gh?) (F -+ Gk) — (E-+2Fk -Gk (F+-gk)=0; (9
uspoidddme-li pak tuto rovnici dle %, obdrifme:
(eF — Ef) 4 (G — Eg) k+ (fG — gF)k* = 0. d)
Rovnice tato jest kvadratickd, polomér kiivosti ¢ md tedy
jednu maximalni a jednu minimalnf hodnotu; ftezy, jimZ tyto
poloméry pftislusf, nazyvime Fezy hlavnfmi; druhy differencialnf
(=
pomér ———d—,:;—- nim netfeba zniti, nebof vyjmeme-li pifpad

zcela zvlaStnf, Ze poloméry kiivosti viech normélnjch Fezii timze
bodem vedenych majf{ hodnotu stejnou (v bodu kruhovém), pii-
slusf z kotendt %, a %, rovnice (d), jeden k, poloméru maximal-
nimu 7,, druhy %, minimalnfmu 7.

JelikoZ, jak zndmo, kiivost plochy v daném bodu méfime

, 1 , atviet
vyrazem ———, musfme hodnotu tohoto vyrazu vySettiti, Z rov-
2

nice (b) plyne: . :
1 _ (B4-2Fk 4-Gh) (B 2Pk 4 GhY
mry (et ok gk (e Uk k) Y

z rovnice (¢) vSak plyne pro fezy hlavni nésledujicf relace:

E4-2Fk+- Gk* _ F4-Gk

e+ okt gkt . Fgk @
pomoci toho vztahu prejde p v

1 _ P+ FG (k- k) + Q*ky K, |

@) rry Sl k)49 Ry
z rovnice (d) viak obdrZfme:
Eg — @ | eF — Ef

ky + &, =g —gF knkz—':W, (2)

dosadfme-li to do rovnice y’, obdrZime:
1 _ fFG—gF3 4 gEFG — eFQ* 4 eFQ* — fEG?
ntry,  PO—fYF+f9*E —fg*E —of g G {-eg*F '




1 F*(fG—gF)— EG(fG—gF) _ EG—F*
nty P (fG—gF)—eg (fG —gF) og —f* "
Pro vyraz —11—-|-—:— lze té% snadno hodnotu nalézti; jest

2
1, 1 _F4+Gk, , F1Gk,

ot S gk, T Fgk, Epme £ () a @]
_F+4 (fG+Fg) (b, +-F,) |29 Gk, I, |
- P41y (kg -ky) + g%k, ky ’ ‘
dosadime-li za k, k, a k; 4%, jich hodnoty, obdriime po kratké
redukei :

1 1 _ G+ gE—2fF
RN ©
Vsechny tyto relace, pokud nim zndmo, odvozuji se oby-
¢ejné pomocf jistych identickych rovnic, tedy nepffmo, coZ se
diikazim zde podanym vytknouti nemiZe.
Znati-li opét o, a @, dva poloméry kiivosti pislusici libo-
volngm dvéma fezfim normélnym na sobé kolmo stojicfm, platf,
jak z.predchazejfctho bezprosttedné plyne: '

1 1 1 1
91+92_""1+"'2.
Soudime z toho, Ze fTezy hlavni se kolmo protinaji, coz

lze ostatné snadno dokdzati.
Dosadfme-li totiZ do rovnice (z) hodnoty z rovmic (2),

obdrz{me : 7
e f (g Fig) - gl = LG —9) +J}(GEy__—-g «;?) +g(eF—Ef)
— of G — eg¥ + fEg — of G + egE,_-,ngE 0.

f@ —gF
Stojf tedy hlavni Fezy kolmo na sobé.
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